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Analyse 2
Examen partiel corrigé

question 2

Si f et g sont deux fonctions C1 sur l’intervalle [a, b] (−∞ < a < b < +∞), les fonctions f g′

et f ′ g sont continues sur [a, b], et leur somme f g′ + f ′g y admet pour primitive f g. On en
déduit :∫ b

a
[ f(x) g′(x) + f ′(x) g(x) ] dx = [ f(x) g(x) ]ba

et, par linéarité de l’intégrale, la formule d’intégration par parties :∫ b

a
f(x) g′(x) dx = [f(x) g(x)]ba −

∫ b

a
f ′(x) g(x) dx

En particulier, si f est C1 sur [a, b] = [0, 1], g(x) = 1/n sinx est C1 sur [a, b], et donc :

In =
∫ 1

0
f(x) cos nx dx =

[
1
n

f(x) sin nx

]1

0
− 1

n

∫ 1

0
f ′(x) sin nx dx

qui implique :

| In | ≤ 1
n
| f(1) sin n |+ 1

n

∣∣∣∣ ∫ 1

0
f ′(x) sin nx dx

∣∣∣∣
≤ 1

n
| f(1)| | sinn |+ 1

n

∫ 1

0

∣∣ f ′(x)
∣∣ | sinnx | dx|

≤ 1
n
| f(1)| +

K

n
=
| f(1) |+ K

n

où : K = sup0≤x≤1 | f ′(x) |, ce qui établit : limn→+∞ In = 0.
2

question 3

On cherche une primitive de f(x) = ex ln (1 + ex) sur IR en calculant :

I =
∫ x

a
eξ ln (1 + eξ) dξ

pour : −∞ < a < x < +∞.
Pour cela, on utilise le changement de variable : ξ = ϕ(u) := ln (eu − 1) en remarquant que ϕ
définit une bijection de classe C1 de [ln (ea + 1), ln (ex + 1)] sur [a, x] (ϕ est C1 et ϕ′ > 0 sur
]0,+∞[, et donc a fortiori sur [ln (ea + 1), ln (ex + 1)] ) :

I =
∫ ln (ex+1)

ln (ea+1)
eϕ(u) ln

(
1 + eϕ(u)

)
ϕ′(u) du =

∫ ln (ex+1)

ln (ea+1)
u eu du = [(u− 1) eu ]ln (ex+1)

ln (ea+1)

On déduit une primitive : F (x) = (ex + 1) [ ln (ex + 1)− 1 ] de f sur IR .
2

analyse2/partiel – 29/03/07
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On cherche une primitive de g(x) = x arctanx sur IR en calculant :

J =
∫ x

a
ξ arctan ξ dξ

pour : −∞ < a < x < +∞.
Pour cela, on intégre par parties en remarquant que les fonctions f(x) = x2/2 et g(x) sont C1

sur IR , et a fortiori sur tout intervalle [a, x] de IR :

J =
∫ x

a
f ′(ξ) g(ξ) dξ =

[
f(x) g(x)

]x

a
−

∫ x

a
f(ξ) g′(ξ) dξ

=

[
ξ2

2
arctan ξ

]x

a

− 1
2

∫ x

a

ξ2

1 + ξ2
dξ =

[
1
2

(ξ − arctan ξ )
]x

a

On déduit une primitive : G(x) =
x2

2
arctanx +

1
2

(arctanx− x) de g sur IR .
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question 4

La fonction : f(x) =
1

1 + 2 cos x
est bien définie et continue sur l’intervalle [0, π/2]. Pour cal-

culer : I =
∫ π/2

0
f(x) dx, on effectue le changement de variable : x = ϕ(u) := 2 arctan u en

remarquant que ϕ définit une bijection C1 de [0, 1] sur [0, π/2] (ϕ est C1 et ϕ′ > 0 sur IR ) :

I =
∫ 1

0

1
1 + 2 cos ϕ(u)

ϕ′(u) du =
∫ 1

0

2
3− u2

du

=
1√
3

∫ 1

0

(
1√

3− u
+

1√
3 + u

)
du =

1√
3

[
ln
√

3 + u√
3− u

]1

0

=
1√
3

ln
√

3 + 1√
3− 1

=
1√
3

[
2 ln (1 +

√
3)− ln 2

]
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