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CHAPITRE 0 - INTRODUCTION, RAPPELS ET COMPLEMENTS

1 Introduction.

Le cours est composé de quatre chapitres:

Chapitre 1. Le mouvement Brownien.

Chapitre 2. Intégrale et équation différentielle stochastique brownienne.
Chapitre 3. Le processus de Poisson.

Chapitre 4. Processus de Markov en temps continu.

L’objectif du cours est multiple.

- Présenter et commencer 1’étude des deux processus les plus importants en probabilité: le mouvement
brownien et le processus de Poisson. Parfois, on présentera des résultats valables dans un cadre plus vaste
(les processus PAIScad) par souci de généralité et d’efficacité (cela permettra de ne pas répéter deux fois les
résultats et leur démonstration!).

- L’intégrale stochastique brownienne et les équations différentielles stochastiques browniennes qui permettent
de construire des classes de processus a partir du mouvement brownien plus généraux que celui-ci, ces
processus (appelés processus de diffusion) interviennent dans la modélisation de nombreux phénomenes
physiques, chimiques, biologiques, sociologiques, financiers ...

- Faire une breve introduction aux processus de Markov en temps continu, en présentant quelques résultats
généraux et en abordant les deux grandes classes de processus de Markov: les processus de diffusion (construit
encore une fois & partir du mouvement brownien) et les processus de Markov & sauts purs (appelés également
chaines de Markov en temps continus et qui se construisent & partir du processus de Poisson).

- revenir sur les notions de filtration, temps d’arrét, martingale, propriété de Markov, qui sont des notions
et des outils importants dans I’étude des processus stochastique.

Il n’est pas inutile de retenir que schématiquement on a deux niveaux de processus et de compléxité:

- les plus ”simples” les PAIScad (qui sont des processus de Markov homogenes en temps et en ”espace”), ce
sont en particulier les "marches aléatoires” en temps discret (cf. cours de Licence et de Master 1 premier
semestre), le mouvement brownien, le processus de Poisson, les processus de Lévy (cf. cours de niveau
Master 2);

- les processus de Markov généraux (en fait toujours homogenes en temps), ce sont en particulier les ”chaines

de Markov” en temps discret (cf. cours de Master 1 premier semestre), les processus de diffusion et les
p p ) p

processus de Markov a sauts purs.



2 Tribu engendrée et indépendance.

On considere un espace de probabilité (Q, o7, P), un espace mesuré (E, &) et des variables aléatoires de
(Q, o) a valeurs dans (E, £).

Définition 2.1 On dit que deux événements B, C' € &7 sont indépendants, on note B 1L C, siP(BNC) =
P(B)P(C). On dit que deuzx sous-tribus B, C C & sont indépendantes, on note B 1L C, si l'une des
conditions équivalentes suivantes est vérifiée

(i) vVBeB, VCeC P(BNC)=P(B)P(C)

(i) VX e L*B),Y eL*C) E(XY)=EX)E®Y).

Plus généralement, on dit qu’une famille (4;)ier d’événements, A; € o, i € I, sont indépendants si pour
tout sous-ensemble fini J C I on a
P(ﬂ Aj) = H P(A])
jeJ jeJ

On dit qu’une famille (B;);c1 de sous-tribus de &/ sont indépendantes si l'une des conditions équivalentes
sutvantes est vérifiée

(i) vJcCIfini VBieB; P([)B)=][P®B)
jeJ jeJ
(i7) VJCIfini ¥X;€L¥(B;)  E([)X;)=][EX
jeJ jeJ

Définition 2.2 - Etant donnée une va X on définit la tribu engendrée par X, notée o(X), comme étant la
plus petite tribu qui rend mesurable X, c’est-a-dire, qui contient tous les événements X 1(B), B € £.

- Etant donnée une famille de sous-tribus (2).c; (resp. une famille de va (X;);c1) on définit la tribu
engendrée par (& )icr, notée V(i € I), (resp. la tribu engendrée par (X;)icr, notée o(X;,i € I)) comme
étant la plus petite tribu qui contient tous les < (resp. qui contient tous les o(X;), c’est a dire qui rend
mesurable tous les X;, 1 € I, ou encore qui contient tous les événements X;l(B), Be& iel).

Définition 2.3 On dit qu’une va X o7 -mesurable est indépendante d’un événement B € <7, on note X 1l B,
(resp. d’une sous-tribu B C 7, on note X 1L B, resp. d’une va'Y & -mesurable, on note X 1L Y) si la
tribu o(X) est indépendante de ’événement B € of (resp. de la sous-tribu B, resp. de la sous-tribu o(Y)).

Lemme 2.4 (classe monotone). Soient o, i € I, et B des sous-tribus de /. On a
V{e, i €I} 1L B si, et seulement si VJ C I fini, V{<;, j€J} 1L B.
En particulier, une va X est indépendante d’une famille de va (X;)ier si, et seulement si

e E(f(X)g(X1,..X,)) =E(f(X)E(g(X1, ..., Xn)) pour toutes fonctions de LY;
o B(/(X)01(X1) - gu(X0)) = B(F(X)B(g1 (X2) . gu(Xa))  pour toutes fonctions de L2

e VA€ O'(X), Al € O'(Xil), ., A, € U(Xin) P(A NALN...N An) = P(A)P(Al n..N An)
Présentons une application immédiate mais fondamentale pour les PAI.

Théoréme 2.5 Soient n variables aléatoires X1, ..., Xy & valeurs dans R%. Les assertions suivantes sont
équivalentes:

(i) Les va X1, ..., X, sont indépendantes;



(i) La loi du n-uplet (X1, ..., X,,) est le produit des lois de X1, ..., Xy:
P(Xlx"')Xn) — PXI ®R...0 PXn;

(iii) 1l existe py(dx1), ..., pn(dxy,) des mesures de probabilité sur R? telles que
P&sXn) (dgy | day) = pr(day) ... pp(day,),

et alors L(X;) = p; pour tout 1 <i < n (ici L(X;) désigne la loi de X;);

(i) Pour toutes fonctions fi € D(R?), ou fi € L®(R?) ou f; € LY. (RY), on a

n

E([] £:(X))) = H E(f;(X;));

j=1
(v) Pour tous les vecteurs &1, ...,&, € R, et en notant X = (X1,..., Xy), £ = (&1,..,&,), on a

7’LXE 7ZX)€ fk

u:j:

3 Fonction caractéristique et convergences.

Théoréme 3.6 Soit X un vecteur aléatoire. La fonction caractéristique ”caractérise” un vecteur aléatoire.
Si ®x (&) = fu alors X ~ p avec _
Dy (€)= E(eX%).

Théoréme 3.7 Soit (X,,) une suite de va et a € E. Alors

(X, — aenloi) impliqgue (X, — a p.s.).

4 Variables gaussiennes.

Voir également le premier chapitre ” Vecteurs et Processus Gaussiens” (sections 1, 2 et 3) de [LeG2].
Définition 4.8 - Un vecteur aléatoire X de R* est gaussien si
Vuj; €R, 1 <5<k, lawvaréelle Zuj X; est gaussiennne,

c’est-a-dire suit une loi réelle

1 _ (w—my)?

e Zouw dux,
\2moy,

Om,, (dz) ou

avec my € R et o, > 0.

- Une définition équivalente (excepté qu’elle ne prend pas en compte les masses de Dirac) est de dire qu’un
vecteur aléatoire X de R* est gaussien si sa loi i est une “distribution” gaussienne, c’est-a-dire si p(A) =
Jer 9(@) dz pour tout A borélien de R* et

1 -1
) o oy 2 )
T) = 9o, (T) =
g 9.0 (2m)k/2 \/det C

Ici xg € R¥ est la valeur moyenne de X et C est une matrice définie positive, dite matrice de covariance.
Cette loi est notée N (g, C)
- On appelle matrice de covariance d’un vecteur gaussien la matrice symétrique réelle Ax = A définie par

Ajr = E[(X; — B(Xj)) (X} — E(Xj)].




Attention, on définit habituellement la variance d’une va réelle par

Var(X) = V(X) = E(X - E(X))?),
que l'on note Var(X) = 0%. Ici on a pris une convention différente (o, correspond a la ”température”) de
sorte que pour une gaussienne centrée E(X?) = ox.

On rappelle le résultat fondamental suivant concernant les vecteurs gaussiens.

Théoréme 4.9 Soit X un vecteur ¢ valeurs dans RY tel que les coordonnées Xk, 1 <k <d, sont des var
gaussiennes N'(m* %) et indépendantes. Alors X est un vecteur gaussien.

Théoréme 4.10 Soit X un vecteur gaussien (centré pour simplifier). La matrice de covariance caractérise
la loi de X, on note X ~ Ni(0,A). Cela signifie que si pour X et'Y gaussien on a X ~Y si, et seulement
si, Ax = Ay. Si X ~ N(0,A) on a

Vu; € R la va réelle Zuj X; ~ Ni(0,u- Au).

Corollaire 4.11 Soit k va centrée X1, ..., X1 telles que X = (X1, ..., Xk) est un vecteur gaussien. Il y a
équivalence entre

(i) Les va X; sont indépendantes;
(i1) Les va X; sont orthogonales: E(X; X;) =0 sii# j;

(#i) La matrice de covariance est diagonale.

Preuve de la Proposition 4.11. Le sens direct est clair. Réciproquement, on a

E(eiX-u) — e E(X-u)?)/2

puisque X - u est une var gaussienne centrée et que la transformée de Fourier d’une variable gaussienne est
une gaussienne d’écart type sa variance. Or, par hypothese,

E((X -u)?) ZX u; Xp ug Zu E(X Zu gj.

ik
On en déduit
B X = o X, Ui /2 H —ulo;/2 _ HE (et Xy,
J
et on conclut grace au théoreme 2.5. ]

Proposition 4.12 Soit (X;);c; une famille de vecteurs gaussiens et H l’espace vectoriel engendré par ceuz-
ci. Alors tout vecteur Y € H est un vecteur gaussien.

Proposition 4.13 Soit (X,,) une suite de variables aléatoires (réelles) gaussiennes telle que X,, soit de loi
N(my,04) et X, converge en loi vers X. Alors

a) - La var X est gaussienne de loi N'(m, o) avec m =lim m,,, o = limoy,.

b) - Sila suite (X,) converge en probabilité vers X alors la convergence a lieuw dans tous les espaces LP,
1<p<oo.



Preuve de la Proposition 4.13.  Par hypothese on a {(u,, ) — (i, @) pour tout ¢ € Cp(R) ol puy, (resp. p)
désigne la loi de X,, (resp. X) (ou seulement (fi,, ) — (in, ) pour tout ¢ € C.(R) puisque py, et p sont
des mesures de probabilité). On remarque que (0,,) est bornée. Sinon, pour une sous-suite ¢, — 00, ce qui
implique {tn/, ) — 0 pour tout ¢ € C.(R), et donc p = 0, ce qui est absurde. De la méme maniere (m,,) est
bornée. Maintenant, il existe une sous-suite telle que (0,7, My ) — (0, m) et donc p, converge faiblement
vers la gaussienne N (m, o). Ainsi X ~ N (m, o) et c’est toute la suite (o, m,) qui converge.

De plus, pour tout ¢ < oo on a
—@-mn)?  dx -2 dy
E(| X4 :/xqe Zon :a"“/ Te2m —— < C < oo,
(X1 = [ T =0t [ e <

et 'on déduit que X,, — X dans LP, 1 < p < g, si X,, — X en probabilité puisqu’alors

E(|X, - X[") = E(X,—-XP1x,—x>) + E(| X, — X[P1|x,_x|<c)
< E(X, - XDV E1x, _x5) " + e
{277 sup B(| X, |7 + | XDV} P(1X, — X| > )V +e?,

IN

ol on a utilisé I'inégalité de Holder avec r = p/q pour traiter le premier terme. 0

5 Conditionnement.

Théoreme 5.14 Soit B C &7 et X une va (positive ou intégrable). Il existe une va'Y (positive ou intégrable)
B-mesurable, notée Y = EB(X) = E(X|B) et appellée espérance conditionnelle de X par rapport d la sous-
tribu B, telle que

E(YZ)=E(X 2) Y Z B-mesurable, ouVZ =1p, B € B.

Si X € L*(Q) alors EB(X) € L?(Q) est la solution du probléme de minimisation

B((BP(X) -~ X)) = | min_ B((Z - X)?)

Les principales propriétés de I’espérance conditionnelle sont résumées ci-dessous

Théoréme 5.15 Soient B,C C & et X,Y des va (positives ou intégrables). Alors

e EMNX+Y|B)=)ME(X|B)+E(Y|B); (5.1)
e X<Y = EB5X)<E’Y) (5.2)
e E(E(X|B))=E(X), E(1B)=1; (5.3)
o E(X|B)=E(X) si X I B; (5.4)
e EXY|B)=YEX|B), EY|B)=Y si Y est B-mesurable; (5.5)
o E(E(X|C)|B)=E(X|C) si CCB; (5.6)

o O(EB(X)) <EB((X)) si¢ est une fonction convere, (5.7)
ce qui implique |[EB(X)|P < EB(|XP) et EB(X) e LP si X € LP; (5.8)
e E(X,|B) — E(X|B) en norme L? si X, — X en norme L”;

o E(X,|B) /fEXI|B) si X,/ Xp.s; (5.10)
e E(liminf X,,|B) <liminf E(X,|B) si X, >0; (5.11)
e E(X,|B) = E(X|B)ps. et L' si X, — X ps. et|X,|<ZeL (5.12)



6 Densité et convergence.
On utilise a plusieurs reprises le fait que si une propriété est vraie pour toute fonction de la forme
exp (i A X)
ou pour toutes fonctions de la forme
exp i (M X1+ ... + M Xip)]

alors la propriété est vraie pour toute fonction o(X)-mesurable ou pour toute fonction o(Xy,..., X)-
mesurable.

Lemme 6.16 A) - Soit (E,£) un espace mesurable. Si ¢, est une suite de fonctions £-mesurables qui
converge ponctuellement vers une fonction ¢, alors ¢ est E-mesurable.

B) - Soit (E,&, 1) un espace mesuré. Pour tout 1 < p < oo, l'espace LP(E,E, 1) est un espace de Banach,
Uespace L*(E,E,u) est un espace de Hilbert. Insistons, si ¢, est une suite de Cauchy de LP(E,&,p), il
existe ¢ € LP(E,E, u) telle que ¢, — ¢ dans LP(E,E, ).

Eléments de la preuve du Lemme 6.16. Preuve de B. La preuve suit le schéma suivant (ici p = 1):

(i) Si Y, I frllzr < oo alors il existe N € & tel que g(x) := >, |fr(z)] < co Yo € N° et donc f(z) :=
>k fu(x) existe Vo € N°.

(ii) Si (¢n) est une suite de Cauchy dans L', on construit une suite (n;) temme que fj, := @y, ,, — ¢n, vérifie
le critere de sommation des normes du point (i).

k 5 N

(iii) On a donc én, ., () = ¢ny(x) = >y fe(x) = f(x) Yo € N¢, d'olt én,,, (x) = &(z) := f(z) + dny (2)
VYV € N¢ et en posant ¢(z) = 0 si € N, on a bien ¢ est E-mesurable.

(iv) Par un théoréme de convergence (théoréme de convergence dominée qui fait intervenir la fonction g du
point (i)) on en déduit ¢, — ¢ dans L', et finalement c’est toute la suite qui converge: ¢,, — ¢ dans L'. [

Lemme 6.17 Soit (E,F, ) un espace mesuré o-fini et soit £ une sous-tribu de F.

C1) - Si ¢ est une suite de LP(E,E,u), ¢ € LP(E,F,p) et ¢, — ¢ dans LP(E,F,u), alors il existe
¢* € LP(E, &, n) vérifiant ¢ = ¢* pour u presque tout élément de E, autrement dit, ¢, — ¢* dans LP(E,E, ).
C2) - Si ¢y, est une suite de fonctions E-mesurables qui converge p.s. (au sens de F) vers une fonction ¢,
alors il existe ¢* qui est E-mesurable et qui vérifie ¢ = ¢* pour u presque tout élément de E.

Le point essentiel en théorie des processus est que la limite ¢ est £-mesurable.

Preuve du Lemme 6.17. La preuve de C1 consiste juste & dire que (¢,,) est une suite de Cauchy dans
LP(E,F,u), donc dans LP(E, &, 1), donc converge vers une limite ¢* dans LP(E, &, 1), donc converge vers
cette méme limite dans LP(E, F, u).

Preuve de C2. On suppose p(FE) < oo pour simplifier. On introduit §(s) := arctan(s) qui est une fonction
continue, bijective et bornée. On définit v, := (). Par hypothese ¢, — ¢ := B(¢) p.s. (ce qui signifie
qu’il existe N C F tel que v, — 1 ponctuellement sur N¢ et u(N) = 0). Comme de plus (¢,) est bornée
et p est une mesure finie, le théoréme de convergence dominée implique que (¢,,) converge vers ¢ dans
LY(E, F,p). Or d’apres 'étape C1, cela implique qu'il existe 1* tel que ¥* € LY (E, &, ), ¥* = ¢ u-pp dans
(E,F). On en déduit que ¢* := 371(z)) est E-mesurable et ¢* = ¢ u-pp dans (E, F). ]

Lemme 6.18 Soit (E,F,u) un espace mesuré o-fini et soit £ une sous-tribu de F tel que £ contient les
négligeables de F. Soit (¢), une suite de fonctions £-mesurables. Si ¢, converge vers ¢ au sens ps de F ou
au sens LP(E,F, ) alors ¢ est E-mesurable.



Preuve du Lemme 6.18. Par le lemme 6.17 on sait qu’il existe ¢* tel que ¢* est £-mesurable et ¢* = ¢
u-pp. Ainsi, il existe A € F tel que pu(A) = 0 et ¢ = ¢* sur A°. Cela implique que A € £ et que ¢ est
E-mesurable puisque pour tout borélien B on a

{¢p€ B} ={¢"14c € B}U{¢14 € B},
les deux ensembles appartenant a &. 0

Corollaire 6.19 Soit (2, o7, P) un espace de probabilté et soit (F;)o<i<r une filtration qui vérifie les “hy-
potheses habituelles”:
((Fy est cad,)) Fi contient les négligeables de < .

Soit (X™) une suite de processus progressivement mesurables qui converge (ps ou LP dans ([0, T]xQ; B(0,T)®

o, dA(t) @ dP)) vers un processus X. Alors X est un processus progressivement mesurable.

Preuve du Lemme 6.19. Pour tout ¢ € [0,7] on a X"|jgxq est B(0,%) ® F; mesurable et le lemme 6.18
implique que X |jo4xq est également B(0,t) ® F; mesurable. ]
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