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Chapitres 8 - Vecteurs Gaussiens et Conditionnement
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Dans ce chapitre on désigne par (2,4, P) un espace probabilisé, c’est-a-dire, un espace mesurable
(©, A) muni d’une probabilité P. Sont écrites en rouge les parties hors programme, en violet les
parties traitées en TD (résultats & connaitre pour sa culture).

1 Vecteurs Gaussiens

Définition 1.1. On dit qu’un vecteur aléatoire X a valeurs dans R? est gaussien si, pour tout
n € R?, la variable aléatoire réelle n- X = > miXi suit une loi gaussienne.

Remarque 1.2.

(i) En choisissant 1 := e;, ou (e1,...,eq) est la base canonique de R?, on voit que les compo-
santes d’un vecteur gaussien sont des var gaussiennes. En général, la réciproque est fausse !

(i) Si X est une var gaussienne et a € R, alors X + a est une var gaussienne, ce que l’'on
voit & partir de la caractérisation des lois gaussiennes et des propriétés élementaires de la
transformation de Fourier.

(i4i) Plus généralement, si X est un vecteur gaussien, tout vecteur de la formeY = MX +a ot
M € My i(R) et a € RF est aussi un vecteur gaussien, puisqu’alors n-Y = (‘Mn)- X +n-a
est une var gaussienne pour tout n € R,

(iv) Si X est un vecteur aléatoire, a € R et M € My(R), alors

Prxtal(f) = e Epx ("ME). (1)

(v) On rappelle que si X ~ N(u,02), o >0, alors
. U2 2
px (€)= exp | 1§ — —-& ).

Exercice 1.3. Donner un exemple de vecteur aléatoire (X,Y) tel que X et'Y sont gaussien mais
pas X +Y.

Définition 1.4. Soient p € R? et K € My(R) symétrique positive. La loi gaussienne Ny(u, K) est
Punique loi sur R dont la transformée de Fourier est la fonction

9,k (§) == exp (iu - ;téKf) :



Remarque 1.5. On commence par observer que la mesure de probabilité gaussienne centrée

Y(@)dz, ()= (2m) Y exp(—|z[*/2),
notée plus simplement v, satisfait 4 = go.;. Cela signifie que v = Ny(0,1). On note alors Z un
vecteur aléatoire de R% de loi Ny(0,1). On observe également qu’il existe des matrices R orthogonale
et A diagonale positive telles que K = 'RAR. Comme dans la Remarque 1.2, on montre que le
vecteur aléatoire X = 'RAY2Z a pour fonction caractéristique px = 9o,k - Par ailleurs, en
introduisant Uapplication T : R* — R, T'(x) := 'RAY?x, on observe que X a pour loi v = THy.
Cela permet bien d’exhiber une mesure de probabilité v telle que U = go . Par unicité de la
transformation de Fourier, on conclut que v = Ny(0, K).

Théoréme 1.6. Un vecteur aléatoire X & valeurs dans RY est gaussien si, et seulement si, sa loi
est gaussienne, c’est-a-dire, s’il existe un vecteur u € R et une matrice symétrique K € My(R)
tels que

PX = Gu,K (2)
De plus, p et K sont l’espérance et la matrice de covariance de X.
Preuve du Théoreme 1.6. Etape 1. Montrons que X gaussien implique (2). Soit X un vecteur

gaussien. Notons /i son espérance et K sa matrice de covariance. Pour 7 € R? fixé, nous définissons
Y =n- X et nous calculons

E(Y)=n-i, Var(Y)= E(Z i (Xi — ) n (X — i;)] = 'K,

Comme par ailleur, on sait que Y suit une loi gaussienne, on a nécessairement Y ~ N (- i, 'nK1n).
D’aprés le calcul de la fonction caractéristique rappelé en remarque, on a donc

v (©) = exp (100 06 - 5Cnkne?).
On en déduit ,
ex(m) =E (X)) = ¢, x(1) = ¢y (1),

ce qui donne bien ’expression annoncée.

Etape 2. Montrons que (2) implique X gaussien. Soient n € R% et Y := n-X. D’aprés la formule (1),
pour tout £ € R, on a

pux (&) = px(&n)
exp (—i(n W)€~ ”QK’%?) .

ey (§)

On reconnait la transformée de Fourier de la loi gaussienne N (n - u, 'nKn). Par injectivité de la
transformation de Fourier, Y est gaussienne, de loi N'(n - i, ‘nKn). Donc X est gaussien.

D’aprés I'étape 1, on sait également que ¢x vérifie I'identité (2) associée a i Pespérance de X

et K la matrice de covariance de X. On en déduit imméditament que Dox(0) = u = fi et
D?px(0) = K = K. Cela prouve bien que dans (2), u et K correspondent & I'espérance et la
matrice de covariance de X. O

Proposition 1.7. Si X est un vecteur gaussien, ses composantes sont indépendantes si et seule-
ment si sa matrice de covariance Kx est diagonale.



Preuve de la Proposition 1.7. Lorsque X1, ..., X4 sont indépendantes, c’est un fait général que les
covariances

cov(X;, X3) = B(X,; X;,) — E(X,)E(X}) =0

sont nulles si j # k.
Réciproquement, si K est diagonale :

la fonction caractéristique de X vérifie

wx(€) =[x (&)

Donc les X; sont indépendantes. O

Exercice 1.8. Donner un exemple de vecteur aléatoire (X,Y) non indépendant, non gaussien et
tel que la matrice de covariance associée est diagonale.

Théoréme 1.9. Soit X un vecteur gaussien de loi Ng(u, K). Il existe des réels A1, ..., A\qg > 0, des
variables gaussiennes Y1, ..., Yy indépendantes de lois respectives N1(0, A1), ..., N1(0,\q) et une
matrice orthogonale A € O4(R) tels que

X =AY + p.

Preuve du Théoréme 1.9. La matrice K étant une matrice de covariance, elle est symétrique positive
(rappelons que ceci se voit par exemple en remarquant que ‘6K x& = Kiex = var (6 - X) > 0).
Donc, il existe une matrice orthogonale A et une matrice diagonale A telles que

K = AANPA.
Le vecteur
Y ='A(X — p)

est gaussien, centré, et de covariance
Ky ='AKA=A"'KA=A

(rappelons en effet que Kyrx1q = MKx'M). Comme A est diagonale, les Y; sont indépendantes.
De plus, X = AY + u. O

Corollaire 1.10. Un wvecteur gaussien de covariance Kx admet une densité si et seulement si
det Kx # 0. Sa densité est alors

1 1
fx(@) = anir i ke P <—§t($ — Ky (x - MX)) :
Preuve du Corollaire 1.10. Supposons d’abord det Kx # 0. Reprenons les notations du théoréme
précédent : il existe un vecteur aléatoire gaussien Y de composantes indépendantes Y; ~ N1 (0, A;)
et une matrice orthogonale A tels que X = AY + pu.

Comme Y = A YX — pu), Ky = A7'KxA donc det Ky = det Kx # 0 et, puisque Ky =
Diag (A1, ..., Aa), A; > 0 pour tout j. Donc, pour tout j, la loi de Y} est

1 i
Py, = e — 2L | dy..
(2



Comme les Y sont indépendantes, la loi conjointe de Y est le produit tensoriel de ses lois :

1 Y
48)P,:||76Xp -2 dy
Y F; \/27(')\]' ( 2)\]> J

J
1 -1
= nirvar P YY) dy =)y,

ot I'on a utilis¢ Ky = Diag (A", ...7/\;1) et det Ky = Hj A;. La loi de Y étant connue, celle
de X = AY + u s’en déduit par un simple changement de variable : pour toute fonction réelle
borélienne positive h sur R?,

Py

/h(X) P / h(AY + p)dP

/ h(Ay + p) dPy (y) = / h(Ay + p) fy (y) dy

/ W(z) fy (A~ (@ — ) d,

olt on a effectué le changement de variables y = p(x) = A=Yz — u) de sorte que |Jo(z)| =
|det A=!| = 1. On en déduit que X posséde une densité, qui vaut fy(z) = fy (A"H(X — p)), d’ott
la formule voulue.

Réciproquement, supposons det Ky = 0. Il existe a € R? tel que Kxa = 0. La variable aléatoire

Z = a- X a pour espérance a - ux et variance 03 = ‘aKxa = 0. Donc Z = a - u p.p. Donc

a- (X —p) =0 p.p. Soit H 'hyperplan
H=p+at={recR (z—pu) a=0}.

Presque stirement, X € H alors que A\y(H) = 0. Si X avait une densité¢, on aurait
1= P(X € H) :/ Fx (@) dz =0,
H

ce qui est absurde. ]

Dans le cas dégénéré, la démonstration précédente montre que, si 'on suppose par exemple que
01,...,0r > 0 tandis que 0,41 = ... = g4 = 0, et si V est le sous-espace vectoriel de dimension r
image par A des r premiers vecteurs de la base canonique de R™, la loi de X est portée par V et
X posséde une densité relativement a la mesure de Lebesgue associée aux coordonnées d’une base
orthogonale quelconque de V.

2 Conditionnement £!

Dans cette section, nous définissons la notion d’espérance conditionnelle dans un cadre £'. Une
extension possible est de définir cette notion pour des va positives (sans condition d’intégrabilité).
Etant donnée une sous-tribu C C A, on note LP(C) := LP(Q,C, P).

Théoréme 2.1. Soient B C A une sous-tribu et X une var LY(A). Il existe une var Y € LY(B)
unique, notée Y = E(X|B) et appellée espérance conditionnelle de X par rapport a B, telle que

E(YZ)=E(X 2) VZ =1p, Be B, (et donc VZ € L>(B)). (3)
Si X € L2%(A) alors Y € L*(B) est la solution du probleme de minimisation

E((Y - X)?) = L& E((Z - X)?). (4)



Preuve du Théoréme 2.1. Commecons par 'unicité. Supposons qu’il existe deux var Y7 et Y5 de
LY(Q, B, P) telles que
VBEB, E(Y1 1B)ZE(}/2]_B):E(X]_B).

En prenant B := {Y; — Y2 > 0} € B, on trouve
VBEB? E((i/l_}/?) 1{Y1*Y2>0}) =0,

ce qui prouve Y7 — Y5 <0 p.s.. Et on montre de la méme maniére Y7 — Y5 > 0 p.s..

Pour Dexistence, nous commegons par supposer X > 0. Soit alors @) la mesure définie sur (2, 5)
par

VBeB, Q(B) ;:/ XdP.
B

On voit clairement que @ << P sur (€, B). Le Théoréme de Radon-Nikodym assure I’existence
d’une variable aléatoire positive Y sur (€, B) telle que

VBeB, Q(B):/ YdP,
B

ce qui est bien le résultat annoncé. Si de plus, X € L'(A) alors Y € LY(B), ce que 'on voit en
prenant B = €.

Si maintenant, on suppose juste X € £!(A), on écrit X = X, — X_ avec 0 < Xy € L}(A) et
I'étape précédente nous dit qu’il existe 0 < Yy € L'(B) telles que E(Y4 15) = E(X4+ 15). On en
déduit que Y := Y, — Y_ convient.

On suppose enfin X € £L(A). En prenant Z :=Y 1)y |<, € L>(B) dans (3), on obtient

et donc
B(Y3) = lm E(Y2Ly<,) < B(X?)
De plus, pour tout Z € L?(B), on a
B(X -2 = B(X -Y))+2B((X - Y)(Y - 2)) + B((Y — 2)%)

= E(X-Y))+E(Y -2)%),

puisque Y — Z est B mesurable. On en déduit immédiatement (4). O

Les principales propriétés de I’espérance conditionnelle sont résumées ci-dessous



Théoréme 2.2. Soient B,C C A deux sous-tribus et X,Y deuz var L(A). Alors

e E(MNX+Y|B)=)ME(X|B)+E(Y|B); (5)
e X<Y = EX|B)<EXY|B); (6)
e E(E(X|B) =E(X), E(1[B)=1; ()
e EX|B)=E(X) si X LB (8)
e EXY|B)=YEX|B), EY|B)=Y si Y est B-mesurable; (9)
o E(E(X|C)|B)=E(X|C) si CcCB; (10)
o p(E(X|B)) <E(p(X)|B) sip est une fonction convexe, (11)
ce qui implique |E(X|B)|? <E(|X]?|B) et E(X|B) € L? si X € LP; (12)
o E(X,|B) » E(X|B) en norme L” si X, — X en norme L?; (13)
e E(X,|B) "E(X|B) si X, "X ps; (14)
e E(liminf X, |B) <liminf E(X,|B) si X, >0; (15)
e E(X,|B) > E(X|B) ps.et L' si X, — X ps.et|X,|<ZeclLl. (16)

Preuve du Théoréme 2.2. (5) En notant X' = E(X|B) et Y’ = E(Y|B), pour tout Z € L*>(5), on
a
E(A\X' +Y")Z) = \E(X'Z) + E(Y'Z) = \E(XZ) + E(YZ) = E(\X +Y)Z).

(6) Si X >0, en notant Y := E(X|B) et B:={Y <0}, on a
0<E(X1p)=E(Y1p) <0et Y1y <0,

de sorte que Y1g =0 et donc Y > 0.

(7) On a E(E(X|B)) = E(X) en prenant Z = 1 dans la définition (3) de I’espérance conditionnelle.
L’identité E(1|B) = 1 est immeédiate.

(8) Si X 1L B,ona E(XZ)=E(X)E(Z) =E(E(X)Z) pour tout Z € L*>(B), ce qui prouve bien
E(X|B) = E(X).

(9) SiY € L*°(B), pour Z € L*>°(B), on a

E(E(X|B)YZ) =E(XYZ) = EE(XY|B)Z),

ce qui prouve E(X Y|B) = Y E(X|B). En particulier, en prenant X =1, on a E(Y|B)
(10) Si C C B, alors E(X|C) est B-mesurable, et donc E(E(X|C)|B) = E(X|C) d’aprés
(11) Notons

=Y.
(9)-
A, = {(a,b) e R} Vz € R, p(z) > az + b}.

Il est clair que

Ve eR, ¢x)= sup (ax+b)= sup (ax+D).
(a,b)EA, (a,b)eA,NQ?

Du fait que A, N Q? est dénombrable, on en déduit que p.s.

Elp(X)|Bl=E[ sup (aX+b)|B]> sup E[aX +b| B] = o(E[X|B]).
(a,b)eA,NQ2 (a,b)eA,NQ2

L’assertion (12) s’en déduit immédiatement.
(13) De (12), on déduit

E([E(Xy|B) — E(X[B)[") = E(|[E(X, — X|B)[") < E(|X,, — X[") = 0



si X,, —» X dans LP.

(14) Si X,, X ps.on aY, :=E(X,|B) 7Y ps. avec Y B-mesurable. D’aprés le théoréme de
convergence monotone, pour tout B € B, on a

E(Y].B) = hmE(Ynlg) = hmE(XHIB) = E(X].B),

ce qui dit bien que Y = E(X|B). Les assertions (15) et (16) s’en déduisent comme dans le chapitre
sur les théoréemes de passage a la limite. O

Exercice 2.3. Fuire la démonstration détaillée de (15) et (16).
On peut préciser le point (8).
Théoréme 2.4. Deuz sous tribus By et By sont indépendantes si, et seulement si,

E(X|B1) = E(X) pour toute var X Ba-mesurable.

Preuve du Théoréme 2.4. Le sens direct n’est rien d’autre que (8). Montrons la réciproque et
supposons que
E(X|B;) = E(X) pour toute var X Bs-mesurable.

Pour Z € L*°(B31) on a donc
E(XZ) = E(E(X[B1)Z) = E(E(X)Z) = E(X)E(Z),
ce qui est bien dire que B; et By sont indépendantes. ]

Définition 2.5. Soit XY deuz var. On appelle espérance conditionnelle de Y sachant X, la var
E(Y|X) :=E({Y|o(X)).

D’aprés le Théoréme 1.4.10, il existe une fonction ¢ telle que E(Y|X) = ¢(X). On peut donc voir
Pespérance conditionnelle comme une fagon de definir une “meilleur fonction” ¢ de sorte que p(X)
“soit proche” de Y.

Corollaire 2.6. Deux variables aléatoires X et'Y sont indépendantes si, et seulement si,
E(h(X)|Y)=E(h(X)), Vhmesurables.

Théoréme 2.7. Soit B une sous-tribu et soient X et'Y deux variables aléatoires telles que X est
indépendante de B et Y est B-mesurable. Pour toute fonction mesurable et bornée v, on a

B(p(X,Y)[B) = &(Y), B(y) = / o(z,y) Px (dx),

ou Px désigne la loi de X.

Preuve du Théoréme 2.7. Soit Z € L(B) et notons P(x y,z) la loi du triplet (X,Y, 7). Comme
X est indépendante de (Y, Z), on a P(x y,z) = Px ® Py, z). Grace au théoréme de Fubini, on a

E(p(X,Y)Z) = / p(2,y)2Px @ Py,z)(dx, dy, dz)
= /z(/ @(9«"»y)Px(dx))PmZ)(dyvdz)
_ /z(I)(Y)P(y_,Z)(dy,dZ) = E(0(Y)2).
Cela démontre bien le résultat annonceé. -

Exercice 2.8. Soient B et C deur sous-tribus et X une var L. On suppose C L o(a(X), B).
a) Montrer que E(X1pnc) = E(X15)P(C), pour tout B € B et C €C.

b) Montrer que D:={BNC; B € B, C €C} est une algébre et que o(D) = o(B,C).

c¢) En déduire que E(X|o(B,C)) = E(X|o(B)).



3 Calculs d’espérance conditionnelle

e Le cas discret. Soit X une va & valeurs dans un espace dénombrable E et soit Y € £!(A). On
introduit ’ensemble
E' :={z € E; P(X =x) >0},

la fonction y—
() = P((Xi:xx)) siz € E', := 0 sinon,

et enfin la var p(X). Pour Z := 1x_,, a € E’, on calcule

E(p(X)Z) = E(Y ¢(e)lx—w L1x-a)
zeE’

= ¢(a)E(lx_,) =E(Y1x_,) =E(YZ2).

Comme FE est discret, cela suffit pour dire que cette identité est vraie pour tout Z qui est o(X)-
mesurable. On vient donc de démontrer que E(Y]X) = ¢(X).

Exemple. On prend Q :={1,...,6} et P({w}) =1/6 pour tout w € Q. On définit

X(w) = 1 si w est impair,
"1 0 siw est pair,

et Y(w) = w. Alors
3 siw est impair,
4 si w est pair,

BYIX) (@) = ¢(X () = {
puisque par exemple

E(ZwWIX(w):l) o Ewimpairwp({w}) . 1+3+5

PN=—2x=1 = 1/2 3

e Le cas continu. Soient X et Y deux v.a.r. telles que le couple (X,Y") a pour densité fx y(z,y).
On observe en particulier que la var Y a pour densité

h@waéhymw@

et on pose

fxiy (zly) = w 1sy@y)>o-

Pour tout ¢, € L(R), on calcule

B((X)6() = [ ole)vo) Ly (o) dody
:l//ﬂ@ﬁw@mﬂw@ﬁ@ﬂh@w@
RJR
- Aﬂwwwn@@:E@wwwm

ol on a posé

W@::Aﬂ@hy@ww'

On a ainsi démontré que E(p(X)]Y) = ®(Y).



e Le cas gaussien. Soit (X,Y7,...,Y,) un vecteur gaussien centré. Alors E(X|Y7, ...
avec la projection orthogonale de X sur le sous-espace vectoriel engendré par Y7, ..

donc Aq,..., A, tels que
E[X|Yi,....Ya] = > NY; = my.
j=1

De plus, pour toute fonction ¢ mesurable et bornée, on a
B0, Yl = [ 0(0)gny.o3 (@) da

avec g, 2 la densité de la loi N (m, o?) et

o3 = E[(X —my)?.

,Y,) coincide
., Y, 1l existe

Preuve. On note my := ) \;Y; la projection orthogonale de X sur Yi,...,Y,,. Pour tout j €

{1,...,n}, on a
cov(X —my,Y;) = E[(X —my)Y;] =0,

par définition de la projection orthogonale. Puisque le vecteur (Y7,...,Y,,, X — my) est gaussien
centré, il en résulte que la va X — my est indépendante des Y7,...,Y,. On en déduit

E[X|Vi,....Y,] =E[X —my|Y1,...,Y,] +my =E[X —my] +my =my,

et la premiére assertion. Pour la derniére assertion,; notons Z := X — my, de sorte que Z est
indépendante de (Y7,...,Y,) et suit la loi N'(0,0%). D’aprés le Théoréme 2.7, on a alors

E(o(X)[Vh, ..., Y] = E(p(my + Z)|V1,..., Y] = /@(my + 2)Py(d=).

On conclut grace & un changement de variables.



