Ecole Normale Supérieure 2005-2006

Examen d’Analyse Fonctionnelle et EDP
Jeudi 8 juin 2006 de 9h a 12h

Exercice 1 (Baire et Hahn-Banach). Soit E un espace de Banach et ¢ : E —] — 00, +00] une fonction
convexe s.c.i.. On pose D(p) ={xz € E / p(x) < +00} et on suppose que Int D(yp) # 0.

1) - Montrer que ¢ est localement majorée sur Int D(p) au sens suivant: pour tout & € Int D(yp), il existe
rl, C, € (0,00) tels que p(y) < C, pour tout y € B(x,rl). En déduire que ¢ est localement bornée, puis
localement Lipschitzienne sur Int D(¢) au sens suivant: pour tout z € Int D(¢p), il existe r2 € (0,00) tel que
¢ est bornée et méme Lipschitzienne sur B(z,r2).

On définit le sous-différentiel de ¢, noté dy, par

(f€dpx) CE) < (p(x) €R et (fiy—z) <p(y) —¢(x),Vy € E).

Le sous-différentiel est donc une application d¢ : D(¢) — P(E’) ensemble des parties de E'.

2) - Soit = € Int D(p). Montrer que dp(x) # () et que dp(z) est un ensemble convexe. Montrer que si de
plus Op(z) est réduit & un seul élément, alors ¢ est Gateaux-différentiable en x et dp(x) = {¢'(z)}.

Exercice 2 (Compacité dans H! ,(RY)). On fixe N > 2.

1) - Montrer que l'injection H'(RY) C L2(R") n’est pas compacte.

On désigne par H}! ,(RY) le sous-espace vectoriel des fonctions radiales de H*(RY) que I'on définit comme
étant les fonctions u € H(RY) telles que

(u,poR) = (u,) Yo € DRY), VR rotation.

2) - Montrer que C*_ , (RY) est dense dans H}, ,(RY), que H}

rad,c rad

(RY) est un fermé de H'(RY) et que pour
tout u € H} ,(RN) il existe f: (0,00) — R mesurable telle que u(z) =

f(|z]) p.p dans RY et
lull3 gy = CN/ (IF )2 + | ()2 VL dr.
(RY) )

3) - Montrer que pour u € H! ,(RY) on a

2
u(z)|* < C HUHHI(RN)

N
S W p.p. dansR™.

4) - En déduire que pour pe Ry, 2 <p+1 < 2* on a

(p—1) (N—-1)
2

VR >0 / lu(z)[PT de < CR™ ,
|z|>R

et que l'injection H}! ,(RN) c LPT1(RYN) est compacte.



5) - Montrer que la fonctionnelle
J(v) = / (|Vo(z)]? +m|v(z)|*)dz, m >0,
RN

définie sur S := {v € H! ;(RY); ||v|lp,+1 = 1} y atteint son minimum. En déduire I'existence d'une solution
a Péquation (préciser le sens)

—Au+mu=uP, ©u>0, u£0 dans RY.

Exercice 3 (Equation cinétique). Pour N > 1, on considére ’équation
(1) f+v-Vof=g dans D'(R*).
1) - Montrer que si f = f(z,v) € S(R?Y) et g = g(x,v) € S(R?V) satisfont (1) alors
(2) Vpel,oo]  [Ifllzemey) < llgllpeay)-
Pour ¢ € D(RY), supp+ C B(0, R), on définit
pla) = pro(e) = [ flaw)vlo)do,
et pour h = h(z,v), on note h(€,v) = Fu(h(.,v))(€) la transformation de Fourier dans la variable z.
2) - Montrer que si f = f(z,v) € S(R?M) et g = g(z,v) € S(R?*N) satisfont (1) alors pour tout & € RV

H(§) = F(€,v) Y(v) dv 9&v) v) dv
po= [ Feneas [ SR v

En déduire que pour tout ¢ € RY
. C 2 .
A&l < |€|—1R/2 [l (£ Mz + 19(E )l p2)-

3) - Montrer que pour tout g € L?(R?") il existe une unique solution f € L?(R*V) & I'équation (1) et qu’on a
la borne (2) avec p = 2. Montrer alors que pour tout g € L*(R?Y) il existe une unique solution f € L!(R?*")
a I'équation (1) et qu’on a la borne (2) avec p = 1.

4) - En déduire que pour f,g € L?(R?Y) on a

ol ey < C (I fll2eevy + llgllL2en))-
5) - Montrer que si (g,,) est une suite de L!(R?Y) compactes pour la topologie (L', L*°) et si (f,) est la

suite de solutions de (1) associée, alors (py, ) est une suite de L*(RY) compacte pour la topologie forte.

Exercice 4 (Equation de Poisson avec donnée L!). Soit {2 un ouvert borné de RNV, N > 3, et f € L1((Q).
On cherche a résoudre ’équation

(3) —Au=f dans Q, u=0 sur 9.



1) - Soit v € H& (). Montrer que Vo' = 1,50 Vv = 1,50 Vo. En déduire que pour tout £ € R ona Vu =0
p.p. sur {z € Q, u(z) = k}. En déduire également que si 7 : R — R est une fonction Lipschitzienne et C'!
par morceaux (en nombre fini) avec T'(0) = 0 on a T'(v) € H3(Q) et VT (v) = T"(v) V.

2) - Soit une suite f. € L3(Q) telle que f. — f dans L'(§) fort. Montrer qu'il existe une solution (en quel
sens?) au probléme
—Au., = f. dans Q, wu =0 sur 0.

3) - Soit Z;, : R — R la fonction impaire définie par Zy(s) = 0 si s € [0, 2F], Zi.(s) = s — 2F si s € [2F, 2~ F1],
Zi(s) = 2k si s > 281 et EF := {2z € Q, 2F < |u.(z)| < 281}, Montrer que Zi(u.) € H(Q) et

Ve>0, VkeN / [Vue|® < || fllzr 25,
2

4) - En déduire d’une part que pour tout ¢ €]1, N/(N —1)[ on a

[ 19t < 112 20 sy 2
a2 k

5) - En déduire d’autre part que mes(EF) < C27527/2,
6) - Montrer enfin qu'il existe une constante C' = C(, || f<||z1) telle que

Ve>0 /|vu€|q§c.
Q

7) - Conclure & existence d’une solution au probleme (3). Préciser le sens.

Exercice 5 (Espaces d’Orlicz et interpolation). Soit A : Ry — R, une fonction convexe strictement
croissante de classe C? telle que A(0) = A’(0) = 0 et il existe une constante Cy € (0, 00) telle que A(2u) <
Co A(u) pour tout u > 0. Soit 2 un ouvert borné de RY. On définit

LY := {f : Q — R mesurable, A(|f]) € L}(Q)}

et la norme de jauge:
, |/ ()]
VfelLh, f A::mf)\>0;//\—dx§1.
|l o= inf{ () de s}

1) - Montrer que (LA, ||||za) est un espace vectoriel normé et que L>(Q) est dense dans L*(Q).
2) - Soit T': LY(Q) — L'(2) un opérateur linéaire continu de norme d’opérateur N; et tel que T'(L>°(Q)) C
L>(€)). Montrer que T': L>(2) — L°°(Q2) est continu, on note N la norme d’opérateur associée.

3) - Montrer de plus que 7 : LA(Q2) — L*(Q) est continu et que la norme d’opérateur associée satisfait
Np < max(Ny, Noo).



