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Exercice 1. Calculer F(dy) et en déduire F(1). Montrer que F(Vp(1l/z)) est impaire. Montrer que
2 Vp(l/z) =1 et en déduire F(Vp(1/z)).

Correction de I'exercice 1. La définition directe de la TF montre que F(dy) = 1. Comme § € S'(R) on a
F(1) = FoF(6) = 27 dp. Pour toute fonction ¢ : R — R on note ¢V (x) = ¢(—z) et pour toute distribution
T € D'(R) on définit TV par (T, p) = (T, ). Pour tout ¢ € S(R) il est clair que F(¢)¥ = F(¢") de sorte
que F(T)V = F(TV) également pour tout 7' € S'(R). De par la définition par dualité de Vp(1/z) on a

(Vp(1/z),¢") = lim de: — lim Mdac: —(Vp(1/x), ¥) Ve e S(R),
e—0 |z|>e x e—0 |z|>e X
ce qui prouve que Vp(1/z) est impaire, et donc également que F(Vp(1/z)) est impaire. De méme, on a pour
tout ¢ € D(R)

(@ Vp(1/2)),¢) = (Vp(1/2),20) = lim [ (x)dz = / pdz = (1),

e=0 Jjz|>e
ce qui prouve que 2 Vp(1/z) = 1. De ce qui précede on déduit
i A" =i F(Vp(1/z)) = F(x Vp(1/z)) = F(1) = 27 do.

On a donc A(§) = —2inw (H(€) +C) ou H est la fonction de Heaviside et C' est une constante a déterminer.
Comme on sait que A est impaire, on trouve que C' = —1/2, et finalement F(Vp(1/z))(§) = —mi&/|§].

Exercice 2. Soit E un espace de Banach. On dit que S = (S;)¢>¢ est un semi-groupe d’opérateurs linéaires
continus de E' si i) S; : E — FE est un opérateur linéaire continu V¢ > 0; ii) Sy = Idg, Ss4+t = Ss 0 Sy;
iii) Vo € E, lim+ Six = x.

t—0

1) Montrer qu’il existe § > 0 et M > 0 tels que ||S¢|| < M, Vt € [0,4].
2) En déduire qu'’il existe w € R, tel que ||S¢|| < M e“t, V¢ > 0.

Correction de I'exercice 2. 1) On définit X,, := {x € E; V¢t € [0,1/n] ||S; z|| < 2}. L’ensemble X, est fermé
(par i) et UX,, = E (par iii). Appliquant le lemme de Baire, on déduit qu’il existe ng tel que int X,,, # 0.
On note 0 := 1/ng. Il existe donc r > 0 et xg € E tels que Vi € [0,0], Vy € Bg on a ||Si(zo +ry)| < 2, soit
encore [15,(y) < (1/7) (2 + 1S (zo)) < 4/r = M.

1bis) Une preuve alternative est de supposer par I'absurde que 1) n’a pas lieu. Il existe donc une suite
de temps (t,) telle que t, — 0 et sup,, ||S, |lz(g) = co. Or d’autre part, Sy, x — x pour tout x € E,
ce qui implique d’apres un corollaire du théoreme de Banach-Steinhaus que sup,, ||St, [|z(z) < oo, et la
contradiction.

2) Pour tout ¢t € Ry on écrit ¢t =t/ + [t/] § avec t' € [0, ) de sorte que (par ii)

In M t

12l < (15w [11S51*/°) < pr A12T < M e



Probléme 3. (Théoréeme de Tykhonov et applications)

On rappelle le théoréme (de Brouwer) suivant. Soit C' un convexe fermé borné non vide de RY et soit
1 : C'— C une fonction continue. Alors ¢ admet un point fixe: il existe Z € C tel que ¥(T) = Z.

1) - Soit E un espace de Banach réflexif séparable, soit C' un convexe fermé borné non vide de E et soit
¢ : C'— C une fonction continue au sens de la convergence faible de E. On souhaite montrer (théoréme de
Tykhonov) que ¢ posséde un point fixe.

a) Montrer qu'’il existe (f,) une suite dense de Bgs. On définit

o0

d:CxC—Ry, day) =Y 27" {fay—2)l.

n=1
Pourquoi est-ce une distance? On désigne par B(x,r) la boule de centre x et de rayon r associée & d. Montrer
que pour tout € > 0, il existe une famille finie (e;);cs telle que C' C U;erB(ei,e/2).

b) - Soit C. V'enveloppe convexe des (e;);cr et soit ¢, la fonction définie par

N i\T
pe(@) =Y Oi(w)e; on Oi(x) = L, qi(x) := max(e — d(p(z), ), 0).
el Eje[ q;()
Montrer qu’il existe Z. € C; tel que . (Z.) = Z..
¢) - En remarquant que d(p(z),e;) < € lorsque 6; # 0, montrer que pour tout k¥ € N et tout z € F on a
|(fr, p(2) — pe(2))] < 2Fe. En déduire qu’il existe 7 € C tel que p(z) = Z.
2) - Dans cette question € désigne un ouvert borné de RY.

a) Soit f : R — R une fonction continue telle que |f(s)] < C (1 + |s[?/?) Vs € R, avec C,p,q € [1,00).
Montrer que u — f(u) est continue de LP(2) dans L1((2).

b) Soit C 1= {v € H}(Q), ||v]|g: < M} pour M > 0 & fixé. On suppose de plus que f € L¥(R). Soit ¢ la
fonction définie par u = ¢(v) est la solution de

(1) —Au= f(v) Q u=0 0.

b1) - Montrer que ¢ : H}(2) — H () (et on précisera le sens de la solution définie ci-dessus) et que ¢ est
continue au sens de la convergence faible de H{ (€2).

b2) - Montrer qu'’il existe M tel que ¢ : C — C.

b3) - En déduire qu’il existe u € H}(2) solution de 1’équation non-linéaire —Au = f(u) dans .
b4) - On suppose que f est décroissante. Montrer I'unicité de la solution obtenue ci-dessus.

3) Dans cette question on suppose que € est un ouvert borné de RY avec N > 3.

a) Soit f une fonction continue telle que |f(s)| < C (1+s|¥) Vs € R, avec k € [0, (N +2)/(N —2)]. Montrer
que la fonctionnelle E : H3 () — R,

E(v) ::%/Q|W|2dx—/QF(v)dx, F(t):/otf(s)ds,

est bien définie. Montrer que E est G-dérivable et calculer (E’(u),v) pour tout u,v € H} ().

b) On suppose de plus ici que k¥ < 1. Montrer que E posséde un minimum. Retrouver le résultat de la
question 2b3).

¢) On suppose de plus maintenant que f est décroissante. Montrer que E est convexe, que F possede un
minimum, et que celui-ci est unique. Retrouver le résultat de la question 2b4).



d) Que dire dans le cas f = f1 + f2 avec f; continue décroissante telle que k1 < (N + 2)/(N — 2) et fa
continue telle que ky < (N 4 2)/(N — 2)?

Correction du probléme 3. 1a) Il existe une famille F = (f,,) dénombrable dense dans Bg: car un théoreme
du cours dit que le dual E’ d’un espace réflexif séparable est séparable. Il est clair que d vérifie les propriétés
d’une distance: d(z,y) est fini (car C et Bps sont bornés), d est positif et satisfait & U'inégalité triangulaire,
enfin d(x,y) = 0 implique (fx,y — ) = 0 pour tout k € N*| et donc (f,y — ) = 0 pour tout f € E' (F
est dense dans Bg) et enfin x — y = 0 par un corollaire de Hahn-Banach. La topologie induite par d est la
topologie X(E, E’) (c’est du cours). Comme C' est séquentiellement compact (puisque C' est convexe fermé
borné et que les boules sont séquentiellement compactes, encore du cours) et métrisable, C' est compact
pour la topologie faible, et donc pour la métrique d. On recouvre C par UzccB(z,£/2) et on en extrait un
sous-recouvrement fini. D’ott C' C U;erB(e;,e/2) avec I fini.

1b) On munit E. l'espace vectoriel engendré par les (e;)ier de la norme ||.|| induite par E. Alors x — d(x, €;)
est continue dans (E., ||.||) puisque z — (f,z — e;) est continue pour chaque k € N et que la série converge
uniformément sur C. On en déduit que . est continue. Comme par ailleurs C; est un convexe, fermé,
borné, non vide, il en résulte par le théoréme de Brouwer qu’il existe Z. € C: tel que p.(Z.) = Z..

Ic) Il est clair que 6;(x) # 0 implique € — d(¢(z), e;) > 0 et donc d(¢(x),e;) < e. On calcule alors

(s p(@) = (@) < Y 0i(@) [(frr (@) — )| <Y 0i(w) 2" d(p(a), i) < 2 e.

i€l icl

Comme Z. € C pour tout £ > 0, il existe une sous-suite encore notée (Z.) et € C' tels que T =~z o(E, E’)
et donc ¢(Z.) — ¢(Z) o(E, E’) par définition de ¢. On a alors

|(fr, p(T) = 2)| = ah_r% |(fr, p(Te) — Zc)| = ;i_rf(lJkaa‘P(fa) — ()| < 3%2}%5 =0,

d’ott on déduit (puisque cela est vrai pour tout k) ¢(Z) = Z.

2a) Soit u, — w dans LP. Par la réciproque du théoréme de convergence dominée on a u,, — u p.p. et
[tn, | < g € LP pour une sous-suite (un, ). Ainsi f(un,) — f(u) p.p. et |f(un,)| < C(1+ g)P/? € LI. Par
le théoreme de convergence dominée on obtient f(u,, ) — f(u) dans L?. L’unicité de la limite implique que
c’est en fait toute la suite qui converge (faire un raisonnement pas I’absurde).

2b1) Pour tout v € H}(2) on a f(v) € L?() et il existe donc par Lax-Milgram (et 'inégalité de Poincaré)
une unique solution u € H}(Q2) de

—Au = f(v) Q, u=0 00

au sens variationnel
/Vu-de:z:: f(v)pde Yo € Hy(Q).
Q Q

Par l'injection compacte Hg () C L*(Q), si v, — v au sens H} () faible alors si v, — v au sens L?(Q) fort,
donc f(v,) — f(v) au sens L?(€2) (c’est la question 2a) et donc enfin u, = ¢(v,) — u = p(v) au sens Hg ()
fort, donc faible.

2b2) On a par inégalité de Poincaré

1 Ca

(5 +

5+ Sl < [l < [ f@)uds < 1l 19072 o

ce qui implique [[p(v)|[z < CG ||l =: M pour tout ¢ € H(Q).
2b3) C’est le théoreme de Schauder.
2b4) Si uy et ug sont deux solutions de (1), alors

19 = w)P o= [ (#(u) = fu)) (a2 = wr)do <0,
Q Q



de sorte que ug = uy.

3a) On remarque que |F(t)] < C (14 [t))*+! avec k 4+ 1 < 2*. Ainsi |F(v)| < C (14 |u|?>") € L' pour tout
v € H}(Q), ce qui montre que E est bien définie, et méme continue d’apres la question 2a). De plus, pour
tout u,v € Hi(2) et h € R* on a

([ rasno - [ - [ ) -

) Q
1
= / [flu+htv)— f(u)]vdtdr — 0,
Jo

par convergence dominée (tout est fait pour que cela marche ...). Ainsi

(F'(u),v) :/[Vu-Vv—f(u)v] de.

Q

3b) On a
B = [ [Vu = [ P> Calull — [ 00+ ul**)do = G ulfs - Co = Calul 7
Q Q Q

de sorte que E(u) — oo lorsque u — oo dans H}(Q) (E est coercive) et E(u) > Cy Vu € H}(Q). Soit (uy,)
une suite minimisante, i.e. E(u,) — I := inf,egy E(v). On a donc (un) est bornée, et on en extrait une

sous-suite toujours notée (u,) qui converge faiblement Hg (), donc également fortement L*+1(Q) C L2(Q)
(par injection compacte H} C L?). En passant a la limite n — oo on obtient

I < E(u) < liminf ||Vuy,|%. + lim/ F(up)dz < liminf E(u,) = I.
Q
Comme w réalise le minimum de E(u) c’est un point critique et on obtient
/[Vu-Vv—f(u)v]d:v Vo e Hy (Q),
Q

i.e. u est solution de (1).

3c) Si f est décroissante alors —F est convexe et donc E est convexe comme somme de deux fonctionnelles
convexes. De plus, de —F convexe on tire qu’il existe C; > 0 telle que (—F)(t) > —C1 (1 + [t]). On en
déduit comme dans la question 3b) que E est coercive. On peut appliquer le théoréme du cours qui donne
Iexistence et I'unicité (car u — ||[Vul|%, est strictement convexe) d’'un minimum pour E. On retrouve donc
le résultat de la question 2b4).

Probléme 4 (Compacité par compensation). Dans tout cet exercice, {2 désigne un ouvert borné de R2.
1) Soit u® : Q — RP la suite définie par

u(z) = x(1/2) A+ (1 = x(21/€)) p

ol A\, € RP, x; est la premiere coordonnées de x et o x : R — R est la fonction périodique de période 1
telle que
x(t)=1 si 0<t<9, x(t)=0 si <t<1, 0<6<l

Quelle est la limite de u® dans L?(Q) faible? Si f : R — R est une fonction continue telle que |f(u)| <
C (1 + |u|), quelle est la limite de f(u®) dans L?(£2) faible?



2) Pour f fixée comme ci-dessus, en déduire que si 'application u — f(u) est séquentiellement continue de
(L?(Q))P faible dans L?(Q) faible alors f est affine. De méme, en déduire que si p =1 et si Papplication

ur— | f(u)dx
Q

est séquentiellement s.c.i. de L?(€2) faible dans R alors f est convexe.

3) On désigne par - le produit scalaire de R%. Soient (v.) et (w.) deux suites de L?(2)? telles que
ve—v  (L*(Q))? faible, we —v  (L*(Q))? faible.
a) - On suppose de plus que (v:) et (w.) sont bornées dans (L>°(£2))2. Montrer que I'on n’a pas en général

Ve - we —v - w au sens (L1, L>).
b) - On suppose de plus que (v.) est bornée dans (H'(Q))?. Montrer que I'on a alors v, - w. — v - w au sens
(LY, L),
¢) - On suppose maintenant que de plus
divove = 01 ve1 + O2v. 2 —~dive dans L?(Q) faible
w., =Vz, avec 2z — z dans L*(Q)

Montrer que (v - we) est bornée dans L*(Q) et ve - w. — v -w au sens de D'(Q2). (Ind. On pensera a effectuer
une intégration par parties).

4) Pour a € H'(Q) on définit

da da
det Da — 20 902 Daz Dar <—aa—m§) , (gT)
0x1 Oxg Oz Oxo B_Zi 8_;2

Soit () une suite de (H'(Q))? telle que y° —y dans H*(Q)2. Déduire de la question 3) que

det Dy — det Dy  D'(Q).

5) Montrer que si h : R — R est une fonction convexe, réguliere (disons de classe C?) et telle que |h(t)] <
C(1 + |t]) on a pour toute suite (y.) de (Wh4(Q))? telle que y. —y dans (W14(2))?) faible

/ h(det Dy) dz <liminf [ h(det Dy.)dz.
Q =0 Ja

6) - (Questions subsidiaires*) En quoi le résultat 3c) est-il surprenant en comparaison avec le premier résultat
énoncé dans la question 2)? Pour h convexe et A matrice 2 X 2, la fonction A — det A\ est-elle affine? la
fonction A — f(A) := h(det A) est-elle convexe? Comparer les résultats de la question 2) avec ceux des
questions 4) et 5).

Correction du probléme 4. 1) Pour tout rectangle R = (a1, b1) X (az,b2) C Q on a
by

/QX(ﬂ?l/E)leCC—(bz—az)/a1 X(:zq/s)d:q—»@/ 1pdx.

Q

On en déduit par densité des fonctions en escalier dans L?(Q) que limu. = X + (1 — 0) u. De méme,
flue) =0 f(A) + (1= 0) f(p) puisque f(u)(x) = x(z1/€) f(A) + (1 = x(21/€)) f(1)-

2) Si u — f(u) est continue dans L? faible, on a en particulier

FOA+ (1= 6) ) = lim f(u) =6 F(N) + (1~ 6) F(n)



pour tout @ € (0,1), A\, u € R?, de sorte que f est une fonction affine.

3a) Soient v.(z) = x(z1/¢) <(1)) et we(z) = (1 — x(z1/¢)) (é) Alors v, - w. = 0, v = limv, = <g)

1-6
0
3b) Comme (v.) est bornée dans Hg(f2), on a ve — v L? fort, et donc v - we — v - w au sens o(LY, L™) (et

méme un peu mieux pas injection de Sobolev).
3c) On a v, - w. bornée L! par inégalité de Cauchy-Schwarz. De plus, pour tout ¢ € D(Q2) on a

w = limw, = , de sorte que v-w =6 (1 —0) #0.

/Ug-wago = /va-Vzggoz—/V(vago)zg:—/[(divva)gozg—i—zgvg-Vgo]
Q Q Q Q

— —/Q[(divv)cprsz-VsD]:/U'ws‘"

Q
_ oyt
De y® —y H' on tire y° — y L?. D’autre part, det Dy = v. -w. avec v, = 8?;52 de sorte que div v, = 0,
—J1

ox
et w. = Vy5. En utilisant la question 3c) on en déduit det Dy® — det Dy au sens de D'(Q).

5) Comme maintenant (det Dy¢) est bornée dans L?, on en déduit que det Dy — det Dy dans L? faible, et
on conclut en remarquant que u — [, h(u) est convexe, continue de L? fort dans R (Probleme 3, question
2), donc s.c.i. de L? faible dans R.



