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Exercice 1. Soit n un entier naturel non nul, E un K-espace vectoriel de dimension égale a n et u un endomorphisme de E
de rang 1.

1. Montrer qu’il existe un scalaire A tel que u? = Au.

Le rang de u étant égal a 1, il découle du théoreme du rang que le noyau de u est un hyperplan et il existe un vecteur non
nul x de E tel que E = ker (u) @ Vect({x}). Puisque u(x) appartient a E, on peut écrire

u(x)=y+ Ax,
avec y un vecteur de ker (u) et A un scalaire, et alors
u?(x) = u(u(x)) = u(y + Ax) = u(y) + Au(x) = Au(x).

Il en résulte que les applications linéaires u? et Au coincident sur Vect({x}), mais aussi trivialement sur ker () et donc sur E.
2. Vérifier que A est une valeur propre de u.

Pour tout vecteur y appartenant a Im (u) \ {0z}, il existe un vecteur z de E tel que u(z) = y. Il vient alors u(y) = u?(z) =
Au(z) = Ay et le scalaire A est donc une valeur propre de u associée a y.

Exercice 2. Soit E I'espace des suites réelles convergeant vers 0 et f 'endomorphisme de E qui a une suite (i ),y associe
la suite (v )xey définie par
Vk (S N, Vk = uk+1 —uk.
Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres associés.
Soit u = (uy )xen Un vecteur propre de f associé a la valeur propre A. On a

fw)=2Au & VYkEN, up, —up = Ay, < VkeEN, up,; =(A+ 1Dy, &= YkeEN, 1y = ug(A+1).

La suite u est un élément de E si et seulement si u, = 0 (c’est alors la suite nulle et donc pas un vecteur propre) ou
A+ 1] <1 (ce qui signifie que A appartient a ]—2,0[). Ainsi, les valeurs propres de f sont les réels A de I'intervalle ]—2, 0[,
de sous-espace propre associé Vect({((A + 1)%),en D).

Exercice 3. Réduire (c’est-a-dire diagonaliser ou, si cela n’est pas possible, trigonaliser) les matrice suivantes

2 -1 -1 0 0 1
A=12 1 —-2|etB=]0 1 O
3 -1 =2 1 0 0

Apreés calculs, on a y4(X) = (X + 1)(X —1)2. On détermine le sous-espace propre associé a —1. On a

-
X = (x1 Xo x3) > 2x, =2x5 = X3,

1
d’olt E_; = Vect 1 . On détermine ensuite le sous espace vectoriel associé a 1. On a
2
-
X:(x1 Xo x3) €E| < x;=—x3etxy,=0,
1
d’ou E; = Vect 0 et la matrice A n’est donc pas diagonalisable. Son polyndme caractéristique étant scindé, elle est
1

trigonalisable. On complete la famille libre formée par les deux vecteurs obtenus en une base, par exemple avec le vecteur
T
(0 0 1) .Onaalors

0 -1 0 1 1
Alo|=|—=2]=|o|-2|1]+[o0],
1 —2 1 2 1



dou A=PTP ! avec

-1 0 -2 1 10
T=|10 1 1 |etP=|1 0 O
0 0 1 2 11

Apres calculs, on a y5(X) = (X + 1)(X — 1)%. On détermine le sous-espace propre associé 3 —1. On a

.
X=(x; xy x3) €E; &> x;=—Xxzetx,=0,

1
d’ott E_; = Vect 0 . On détermine ensuite le sous espace vectoriel associé a 1. On a
-1
-
X=(x; x; x3) €E < x;=x3,
1 0
d’ou E; = Vect 0f,|1 et la matrice B est donc diagonalisable. On a B = PDP ! avec
1 0
-1 0 O 1 10
D=0 1 OfetP=|0 0 1
0 01 -1 1 0

Exercice 4. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle et u un endomorphisme de E vérifiant
w+u=0.

1. Montrer que I'espace Im (u) est stable par u.

L'image d’'un endomorphisme est toujours stable par cet endomorphisme, puisque
Vx €Im(u), u(x) € Im(u).

Soitu; - Iendomorphisme induit par u sur Im (w).
2 _ .
2. Montrer que uy_ <= —idim u)-

Pour tout vecteur x de Im (u), il existe un vecteur z de E tel que u(z) = x. On a alors, en utilisant la relation satisfaite par u,

Vx € Im(u), uhm(u)z(X) =u’(z) = —u(z) = —x.

3. En déduire, par des calculs de déterminants, que la dimension de Im (u) est paire.
On a d’une part det(y _ (u)z) = (det(y) _ (u)))z, et d’autre part det(u) _ (u)z) = det(—idyy () = (1)) goy (—1)dimim(W) >
0, ce qui implique que dim(Im (u)) est un entier naturel pair.
4. Retrouver ce dernier résultat en étudiant la diagonalisabilité, éventuellement dans le corps C, de la matrice représen-
tant u dans une base de E.

Le polynéme X3 +X = X(X —i)(X +1) est annulateur de u et scindé a racines simples sur C. Lendomorphisme u est donc
diagonalisable dans C et la matrice M qui le représente dans une base de E est semblable a une matrice dont le rang est
égal a la somme des ordres de multiplicité (éventuellement nuls) des valeurs propres non nulles possibles i et —i. Puisque
la matrice M est réelle, les ordres de multiplicité de i et —i sont nécessairement égaux et le rang de u est donc un entier
naturel pair.

Exercice 5. Déterminer un polynéme annulateur de la matrice
a b
M= (C d) € My(K).

En déduire une expression de M~! en fonction de M et I, lorsque M est inversible.
D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, le polyndme caractéristique de M, y,;(X) = X? — (a + d)X + (ad — bc), est
annulateur de M. On en déduit que M est inversible si et seulement si ad — bc # 0, et on a alors

M?*—(a+d)M +(ad —bc)l, =0y, x) <= M —(a+d),+(ad —bc)M ™ =0y ) &= M ' =

———((a+ )~ M).



