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Dans toute la suite ||x|| := (22 + 22 + - - - + 22)'/? désigne la norme euclidienne de R,

Exercice 1. (Questions de cours — 3 points)

a/ Enoncer la formule de Taylor & 'ordre 2 pour une fonction de R? & valeurs réelles.
b/ Enoncer le théoréme de Schwarz.
¢/ Donner la définition d'une fonction convexe quelconque sur un sous-ensemble de R.

Exercice 2. (Applications du cours — 6 points )

Soit F: R — R définie par F(x) = inH‘l.
a/ Calculer le gradient de F.
b/ Montrer que la hessienne de F est Hp(x) = 2xx” + ||x||*L,.

¢/ Montrer que F est convexe sur RY.
Soit G : R — R une fonction de classe C2. Le Laplacien de G, notée AG, est la trace de la hessienne de G :

0?°G %G
AG =2 IS
or? o ox?
d/ Calculer le Laplacien de la fonction F' définie précédemment.
e/ Calculer le Laplacien de la fonction G : R? \ {0} — R définie par G(z,y) := In(2? + 3?).

Exercice 3. (Etude de points critiques — 4 points)

On définit la fonction f : R? — R par
fa,y) = @@+ y?) etV
Déterminer les points critiques de f et préciser leur nature.

Exercice 4. (Etude d’un point critique — 5 points)

Soit f : R? — R la fonction définie par
V(z,y) €R?, flz,y) = (2 —y) (32" —y).

a/ Justifier rapidement que f est de classe C? sur R?.
b/ Montrer que f n’est ni majorée ni minorée sur R?.
¢/ Vérifier que f admet un seul point critique noté A. Que vaut la matrice hessienne en ce point ?
d/ Ecrire la formule de Taylor & I'ordre 2 au point A.

e/ Représenter sur un méme graphique les ensembles :

Clz{(X’Y)€R27f<x’y):0}> C2:{(X7Y)ER2?f(l‘>y)<0}a C3:{(XaY>ER27f(xay>>O}'

Exercice 5. (Convexité des fonctions de Cobb-Douglas — 4 points)

Soient «, 3 deux nombres positifs ou nuls et soit C = (0,1) x (0,1) C R2. On définit la fonction f : C — R

par

flzy) = —ay”.

a/ Justifier rapidement que f est de classe C2 sur C.
b/ Calculer le gradient et la hessienne de f en tout point de C.
¢/ Montrer que la fonction (z,y) — —z® est convexe sur R} x R si et seulement si 0 < o < 1.

d/ Montrer que f est convexe sur C ssi o et 8 vérifient

0<a<l 0<pB<1 et a+B8<l.



