TDS8 : Dérivation sous le signe intégrale. Corrections
Maths fondamentales, L2, PSL, 2023-2024 D. Gontier, gontier@ceremade.dauphine.fr

Exercice 1.

e dt
Le but de cet exercice est de calculer 'intégrale I,, := / m Pour n € N*, et x € R, on pose
0
In(x) / R de sort I = In(z = 1)
n(x) = ————, desorte que I, =1I,(z=1).
0 (1‘2 +t2)n a

a/ Montrer que I,(z) = —a—1I,,. (on pourra faire un changement de variable).
b/ Calculer I (z).

¢/ Montrer que pour tout € R, on a I () = —2nzl,1(x).

d/ En déduire que I,,4; = 2211, puis que

! (2n—1)(2n—3)---17 1<2n)7r

) Z=— .
1 (2n)(2n—2)---2 2 47\ n )2

Solution
a/ On voit £ comme un parametre fixé. On pose t = zu, de sorte que dt = xdu, et on trouve

> dt o zdu 1
(z) /0 (@2 + 2)n /0 221 fu2)n | g1

b/ Pour n =1, on a
o0
d o0
I :/0 TZQ = [arctan(z)];” = g, donc I(z) = xg

¢/ On pose f,(x,t) = ﬁ sur R x (0,00), on applique le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale.
Vérifions les hypotheses.
(i)—(ii)—(iig) La fonction f,, est C° sur R x (0,00), donc est continue par morceaux en t, C! en z, et la dérivée
partielle % est continue en t.
(iv). On a

Ofn 2x

E(x,t) = fnm.

On cherche une domination de cette fonction, valide pour tout = € (0, 00). En fait, il n’existe pas de telle domi-
nation intégrable... on va chercher une domination valide pour tout x € (¢,00) pour € > 0. Ceci montrera que
I,, est C* sur (e, M). Mais comme ce sera vrai pour tout € > 0 et M > 0, on en déduira que I, est C* sur (0, 00).

Pour z € (¢, M), on a

ofn M

_— < _—-— .
oz =] < " 1 2yt o(t)

On peut appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale. On trouve que I,, est de classe C! sur
(e, M), avec

/ _ n _ _
¢/ Avec la question a/, on sait que I,(z) = —+—1I,. Donc
, 1
L’égalité précédente donne
1 2n —1

—(2n — 1)ﬁ1" = =2nxl,41(z) = —anWLH_l, donc I,41 = o I,.
Par récurrence, on obtient

2n —1 2n—1(2n—3 2n—1)(2n—3)---1 2n—1)(2n—-3)---1

=l mo1@ne8),  @n-DEn-8)-l @n-D@n-3)-1

2n " 2n  2n—2 (2n)(2n—2)---2 2nn!

En multipliant le numérateur et le dénominateur par (2n)(2n —2)--- 2, on trouve

(2n)! 1 /n\=
Ippr = 2 = = T
o 4m(nl)? P gn\2n) 2
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Exercice 2.
On chercher & étudier qualitativement ! la fonction

F(z) = /:/2 cost) gy,

t+x

a/ Montrer que F'(z) est bien défini sur (0,00), et que F est décroissante sur (0, 00).

b/ Etude a I’co. Montrer que lim,_, . F(z) = 0.

¢/ Etude en 0. Montrer que pour tout t € R, ona 1 — % < cos(t) < 1. En déduire que F(z) ~¢ —In(z).
d/ Etude a I’co (bis). En s’inspirant du TCD, Montrer que pour tout lim, ., zF(z) = 1.

Solution
Posons f(x,t) := %(;)

a/ Soit z > 0. La fonction ¢ — f(z,t) est continue sur [0, 7/2], donc intégrable sur I = (0,7/2).
Pour tout 0 < x; < x3, et pour tout ¢t € (0,7/2), on a f(x1,t) > f(z2,t). En intégrant, on obtient

w/2 /2
F(SEl) :A f(l‘l,t)dt > /0 f(I27t)dt:F($2)

Donc F est décroissante sur RT.
b/ On a, pour > 0 et t € [0,7/2]

En intégrant sur (0,7/2), on trouve

71'/2 1 7T/2 171_
F@l< [ o<t [T =12
0 0

¢/ L’inégalité cos(t) < 1 est triviale. Posons g(t) := 1 — % — cos(t). On veut montrer que g < 0. Par symétrie
g(—t) = g(t), il suffit de le montrer pour ¢ > 0.

La fonction g est de classe C*°, avec ¢'(t) = —t + sin(t), et ¢”'(t) = —1 + cos(t). On a g” < 0, donc ¢’ est
décroissante, avec ¢'(0) = 0, donc ¢'(t) < 0 pour tout ¢ > 0. De méme, comme ¢’ < 0, g est décroissante, et
vérifie g(0) = 0, ce qui implique ¢(¢) < 0 pour tout ¢ > 0. Ceci montre que 1 — % < cos(t).

On en déduit que
/2 1— 2 /2 1
/ 2t < F(z) < / dt.
0 T+t o T+t

/2 1 /2
/o dt = [In(z +t)];’" = In(z + 7/2) — In(x) = —In(z) + O(1),

T+t
et, en utilisant que x +t > ¢,
/2 2
t
/ ar
0 xr +t

/2 42 1 /m\2
< —dt==(=) =0(1).
—/0 ¢ 2(2) o)

Ainsi, on a F(z) ~¢ — In(z).
d/ On a

2P (z) = /O " (x 2 t) cos(t)dt.

Tn

Soit (z,,) une suite qui diverge vers +o0o. On pose f,(t) 1= ;==

(i) La suite f,, converge simplement vers f(t) := cos(t).

(ii) Les fonctions f, et f sont C*° sur [0, 7/2], donc mesurables.

(iii) On a x/(x 4+ t) < 1. Donc, en posant ¢(t) = 1, on a |f, ()| < ¢(t) pour tout ¢t € (0,7/2). De plus, ¢ est
intégrable sur (0,7/2), car continue sur [0, 7/2].

On peut appliquer le TCD, et on obtient

7 cos(t). On applique le TCD pour f,.

/2 w/2
lim x,F(z,) = lim fa(t)dt = / cos(t)dt = 1.
0

n—o0 n—oo 0

1. On ne cherche pas I’expression exacte de F' (car c’est souvent inutile), mais ses propriétés.



Ceci étant vrai pour toute suite x,, on a bien xF(xr) —— 0.
r—r00

o&E

Exercice 3. (Transformée de Fourier de la Gaussienne)

On note
o0 5 .
F(x) :/ e etdt.

— 00

On rappelle que F(0) = /7 (intégrale de la Gaussienne).
a/ Montrer que F est de classe C* sur R, et que

VkeN, F®(z)= / (it)ke " it dt.

—0o0
b/ Avec une intégration par partie, montrer que F'(z) = —§5F(x).
2
¢/ On admet que F est réelle et ne s’annule pas (cf théoréme de Cauchy-Lipschitz). Montrer que In ‘%‘ = -,
22

d/ En déduire que F(x) = y/me” 1.

Solution
a/ On montre le résultat par récurrence. On suppose que pour un certain k£ € N, on a

(o)
F(k)(a?):/ (it)ke_tzeixtdt.
—o0

(Cest vrai pour k = 0). On pose f(x,t) == (it)ke~teit,
(i)-(ii)-(iii) La fonction f est C*° sur R x R par composition de fonctions C*.
(iv) De plus, on a
0 .
(f)‘Tf(x’t) _ (it)k+1e_tzelxt.
x
donc

’gi(x,t)‘ < the " = ¢(¢).

La fonction ¢ est C'°° sur R, intégrable sur R et domine 0, f. D’apres le théoréme de dérivation sous le signe
intégral, on obtient que F*) est dérivable, et que

o0
FO () = / (it)F et et
— 00
Par récurrence, on obtient que F' est C*°.

b/ On fait une IPP, en remarquant que te~*" = %(e’tz)’.

o0 2 . Rl 2 s 1 2 .
F'(z) = / ite”" ' "'dt = —/ %e*t (—iz)e ™ + {2et em} = —%F(x) +0.

— 00 — 00

¢/ F est continue, réelle, ne s’annule pas, avec F'(0) = /7 > 0, F est positive. On peut écrire

Frz) =
F(z) 2
d/ En intégrant entre 0 et x, on obtient
lnF(a:)fF(O):fZ, donc F(z)=F(0)e” ™ =+/me” 7.
AL 4

Exercice 4.
Soit f : R — R une fonction de classe C*°, avec f(0) = 0.



a/ Soit g(x) := L&) Montrer que

x

@) = [ 1)

b/ En déduire que g est de classe C*°.

¢/ Montrer que si f(0) = f'(0) = --- = f(™(0) = 0, alors g, () := ﬁﬂ est de classe C*°.
Solution
a/ On fait le changement de variable v = ¢tz (x est un parameétre fixé), donc du = xdt. On trouve
1 T
1 1 f(z
ow) = [ sama=1 [ = 0@ - 0) - 42
0 T Jo x xz

b/ Montrons par récurrence que g¥)(z) = fol tk f+D) (tz)dt. Clest vrai pour k = 0. Supposons que c’est vrai
pour k € N. On pose h(z,t) := t* fE+D (tz) sur R x (0,1).
(i)-(ii)-(iii) La fonction h est C'*° sur son domaine (car f est C').

(iv) On a
oh
9Bt = ) (g).
Posons I, = (z — 1,z + 1). La fonction f*+2) est C* sur R, donc bornée sur (0,2 4 1). Soit M un majorant,

on pose ¢(t) = M, qui est intégrable sur (0, 1), et domine %.

On peut appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale. On trouve que ¢(¥) est dérivable sur I,,,
avec

1
g(kJrl)(m):/ tk+1f(k+2)(tl’)dt.
0

Ceci étant vrai pour tout x € R, g est C*° sur R.
¢/ On prouve le résultat par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est le résultat précédent. Supposons que g, :=
;;Sf)l est C®, et que f"l(x) = 0. Alors, d’aprés le théoréme de Taylor, on a, lorsque z — 0, f(z)

L f042) (0272 4 o(2"+2). En particulier

(n+2)!
1
n(z) = ;152 = o 2)!f("“) (0)x + o(x) —>m . 0.

La fonction g, est C* avec g,(0) = 0. En appliquant le résultat de la question précédente & g,, on trouve que

g7t+1(.13) = Lnim) = vagfl
est C°.
ou:

Exercice 5. Intégration sur un intervalle «mobile»
Soit f(x,t): R xR — R et v:R — R des fonctions continues. On pose

v(x)
Plz) = /0 @, t)dt.

a/ En utilisant le changement de variable ¢ = sv(x) montrer que

1
F(x):/o g(z,s)ds, avec g(z,s):=v(z)f(z,sv(z)).

b/ En déduire que F est continue.
c*/ On suppose maintenant que f et v sont de classe C'*. Montrer que F est de classe C, et que

v(x)
F(z) :v/(x)f(x,v(x))+/0 00 f (@, £)dt.

d/ Comment dérive-t-on des expressions de la forme f;((f)) fla, t)dt?



Exercice 6.
On veut étudier la fonction

F(z) = /°° expf(t%r%) dt.

— 00

a/ Montrer que F' est une fonction paire, de classe C* sur R.
b/ Montrer que pour tout > 0, on a F'(x) = 2F(z). (On pourra faire le changement de variable u = x/t).
¢/ En déduire que F(z) = /me 21l

Solution .
2,z
a/ On a F(—z) = F(z). Posons f(z,t) := e~ T%) sur R x R,. La fonction n’est pas bien défini en ¢ = 0. Du
coup, on va plutot écrire

0
/OO exp (t2+%§) dt = / exp (t2+%§) dt + /OO exp (t2+%§) dt,

—0o0 0

— 00

et étudier les deux intégrales séparément. On se concentre sur la premiere intégrale dans la suite.
(i)-(ii)-(iii) La fonction f est C'° sur son domaine de définition par composition de fonctions C*°.
(iv) On a

af X 2 z2

L(at) = 2526 WHE),

ax( ) ) t2

22

Siz=0,o0na %(O,t) = 0 pour tout t € R, et si x # 0, on a montré dans le TD1 que lim; o fe~ ¢ =0, et est
une fonction bornée. Si M est un majorant de cette fonction, on a

of

5 (x,t) = Me™" =: ¢(t).

La fonction ¢ est intégrable sur (0,00). On en déduit qu’on peut appliquer le théoréme de dérivation terme &
terme. On obtient

=1 s

F'(z) = —21:/ —e 2/ dt.
12

—0o0
On fait le changement de variable u = ¥, donc du = —;z, On remarquera que ce changement de variable est
bien un difféomorphisme sur R* et sur R™. Sur R™, on a

oo 0
—2/ t%e_(tersz)dt:Q/ e~ () g,
0

oo

&

Exercice 7. (Une transformée de Fourier)
Soit f(x) la fonction définie par
1+x si —1<
fey=<1—2 si 0<z

0 sinon.

A o

a/ Dessiner le graphe de f.
b/ Montrer que la transformée de Fourier de f (définie par f(w) = —i= [; f(z)e™“*dz) est

1 sin*(w)

RV

¢/ On admet que le théoréme de Parseval marche pour la fonction f. Montrer que

00 14
/ sin”(¢) .
A 3

Flw)




