TDT7T : Séries, Intégrales et TCD. Corrections
Maths fondamentales, L2, PSL, 2023-2024 D. Gontier, gontier@ceremade.dauphine.fr

Autour du TCD

Exercice 1. Application du théoréme de convergence dominée
a/ Calculer les limites suivantes lorsque n — oo.

/4 gt . 0o t
/ |tan(t)|" dt, / . /e** dt, / cos() g
o L 1t ® L2

b/ Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Calculer la limite lorsque n — oo de

/01 FE™)dt, /01 F(tw)dt, /01 nt™ f(t)dt.

Indice : pour la troisiéme intégrale, on pourra faire le changement de variable u = t™.
¢/ (Césaro continue). Soit f une fonction continue qui tend vers ! en 4+oo. Calculer la limite lorsque n — oo

de L g
, /0 Ft)dt.

Indice, on pourra faire le changement de variable u =t/n.

Solution
a/ 1. Posons f,(t) := |tan(t)|™.
(i) Pour tout ¢t € (0,7/4), on a 0 < tan(t) < 1, donc la suite (f,) converge simplement vers f(¢) := 0 sur
(0,7/4).
(ii) Les fonctions f, et f sont continues sur l'intervalle fermé [0, /4], donc intégrables.
(iii) En prenant ¢(t) := 1 sur (0,7/4), on a |f,(t)] < 1™ <1 < ¢(t) pour tout n € N et tout ¢ € (0,7/4). Donc
¢ est une domination.
Ainsi, le TCD s’applique, et on en déduit que

/4
lim |tan(t)|"dt = / 0=0.
0

n—roo

2. Posons f,(t) = ﬁ sur I = (1, 00).
(i) Pour tout ¢t € I, on a |t| > 1, donc [t|" — oo. On en déduit que la suite (f,) converge simplement vers
f(t):=0sur I =(1,00).
(ii) La fonction f est évidemment intégrable sur I. Pour n > 2 (attention, ne marche pas pour n = 0!), la
fonction f,, est continue sur [1,00), et vérifie le critére de Riemann |f,,(¢)| < % en +oco. Donc f, est intégrable
sur I pour tout n > 2.
(iii) Posons ¢(t) := 7, qui est intégrable sur I = (1,00) comme précédemment. Pour tout n > 2 et tout ¢ > 1,
onal+t">t">t? donc |fn(t)| < o(t).
Ainsi, le TCD s’applique, et on en déduit que

oo 1 oo
lim dt = / 0=0.
n—oo Jq 1+t 1

3. Posons fo(t) :==e *" sur I =R.
(i) Pour tout [t| > 1, on a 2™ — 400, pour |t| = 1, on a t*" — 1, et pour [t| < 1, on a t*" — 0. En en déduit
(on utilise que exp est une fonction continue) que f,(t) converge simplement vers f(¢) définie par

0 si |t >1
f(t)=(e? si |t|=1
1 si |t < 1.

(ii) La fonction f est continue par morceau sur R, et & support dans (—1, 1), donc est intégrable. Pour tout n > 1
(ne marche pas pour n = 0), la fonction f, est continue sur R, et vérifie pour [t| > 1, |fa(t)] < e ¢ < e~ I,
donc est intégrable en +oo. Ainsi, f;, est intégrable sur R.

(iii) Posons ¢(t) = max{e™?!, f1}. On a déja montré que ¢ était intégrable. De plus, on a | f,,(t)| < f1(t) si [t| > 1,
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et fn(t) <e !sit< 1. Dans tous les cas, on a |f,(t)| < ¢(t), donc ¢ est une domination.
On peut appliquer le TCD, et on trouve

1
lim e’tzndt:/f(t)dt:/ 1=2.
n—oo R R -1

4. Posons f,(t) := cos(t/n)/t? sur I = (1,00).
(i) On a z/n — 0, donc cos(x/n) — 1. Comme 0 ¢ I, on en déduit que la suite (f,,) converge simplement vers
f(t) =% sur I.
(ii) Les fonctions f,, et f sont continues sur [1,00], et on a |f,(t)| < ;= pour tout ¢ € I (et pareil pour f). On
en déduit que f, et f sont intégrables sur 1.
(iii) Posons ¢(t) := 7z = f(t). On a déja montré que ¢ = f était intégrable sur I. De plus, on a |fn(t)] < (t).
Donc ¢ est une domination.
On applique le TCD, et on obtient

) o] o] 1 _1 S8
lim 1 fn(t):/1 —dz = {} =1.

n— 00

b/ 1. Posons f,(t) = f(t™).
(i) Pour tout ¢t € (0,1), on a t"™ — 0, donc, comme f est continue en 0, la suite (f,,) converge simplement vers
la fonction constante g(t) := f(0).
(ii) Les fonctions f, et g sont continues sur [0, 1], donc intégrables.
(iii) Soit M un majorant de |f]|, et posons ¢(t) = M sur I = (0,1). ¢ et intégrable sur I, et on a |f,(t)| < M.
Donc ¢ est une domination.
On peut appliquer le TCD, et on trouve que

nh_)rrgo f t")dt = / f(0 £(0).

2. Le raisonnement est similaire au précédent. Cette fois, on a t'/™ — 1 pour tout ¢ € (0,1). Donc

nhﬂngo f (t™dt = / fa f().

3. On a nt™ — 0 pour tout ¢ € (0,1). On obtient facilement que

lim nt" f(t)dt = 0.

n— oo

¢/ On fait le changement de variable u = %, donc du = %dt. On trouve que

1 n 1
E/o f(t)dt—/o f(nu)du
Posons f,(u) := f(nu) sur I = (0,1).

(i) Pour tout u € (0,1), on a nu — oo, done, par continuité de f, la suite (f,) converge simplement vers
g(t) == 1.
(ii) Les fonctions f,, et g sont continues sur [0,1], donc intégrables.
(iii) La fonction f est continue et converge vers [ en +o0o, donc est bornée. Soit M un majorant de |f|. nOn
pose ¢(t) := M. ¢ est intégrable sur (0, 1), et majore tous les f,.
Le TCD s’applique, et on trouve

f nu)du —— [

n—roo

o

Exercice 2. Un contre-exemple a connaitre
Soit 1) une fonction continue de R dans R, telle que pour tout |x| > L, ¥(z) = 0. On pose f,,(z) = ¥(z)+(x—n).
a/ Montrer que f, CVS vers ¢ lorsque n — 0.
b/ Montrer que pour tout n € N,on a [ f, =2 [ .
¢/ Cela contredit-il le théoréme de convergence dominée ?

Solution
a/ Soit z € R. On a ¢(x) —— ¢(x) (suite indépendante de n). De plus, pour n > |x| + L, on a |n — x| >

n—oo




n—|z| > L, donc ¢(x —n) = 0. Ceci étant vrai pour tout n suffisamment grand, on en déduit que ¢(x —n) — 0
lorsque n — oco. Ainsi, on a

lim f,(x) = lim (z) + lim @z —n) = ().

n— oo

[ro= o [oc-m=2[v. a [1=]v

¢/ La suite (f,,) converge simplement vers f, mais f fn ne converge pas vers f f. En fait, on n’a pas la domination
dans ce cas : il n’existe pas de ¢ intégrable qui domine tous les (- — n).

b/ On a directement

o&

L’intégration termes a termes

Exercice 3.
On pose uy,(z) = (=1)"z?"(1 — z).
a/ Montrer que la série ZZO:O u, converge simplement vers
b/ En déduire que

1—x
1422

pour tout z € [0,1).

n+1)2n+2) 4 2

1" 7w  In(2
PR )
n>0

Solution
a/ Pour z € [0,1), on a | — 22| < 1, donc la série géométrique de raison (—z?) converge. On obtient

0o 00 - 1
;un(‘r) =(1- x);(—fg) =(1-2)1 5

b/ Vérifions les hypotheses du théoréme d’intégration terme & terme sur I = [0,1).
(i) La série > u, converge simplement vers f(z) := 11_;;2.

(ii) Les fonctions u, et f sont continues sur [0, 1).
(i

iii) On a

1 1
1 1 1
d — 2n_ 2n+1: — = .
/Olun(a:)l x /Ox v n+1 2n+2 (2n+1)(2n+2)

La série numérique > [ |u,| qui converge (car elle se comporte en O(N~2)), donc le théoréme d’intégration
terme a terme s’applique.
On en déduit que f est intégrable, et que

O N AT S
/0 f(t)dt_nz_%/o “"_;(2n+1)(2n+2)'

Par ailleurs, on peut calculer directement l'intégrale de f. En effet, on a

/Olf(t)dt = /01 _dz _/01 vde [arctan(z)]} — B ln(1+x2)]1 _ g B ln;2).

1+ 22 1+ 22

&

Exercice 4.
On pose, pour n, k € N,

1
Ik ::/0 2" (= In(z))" da.

a/ Montrer que si n > 1, alors I, , est bien défini, et 0 < I,, ;; < oc.

b/ Dans le cas n = 0 et k = 1, montrer que In(x) est aussi intégrable sur [0, 1], avec fol In(z) = —1.
¢/ Montrer que sin > 1,
k 1
Ve>1, Lyp=——I) t Ino= .
= 1, n,k n+1 n,k—1, € n,0 n+1



En déduire que I, j = W
d/ Montrer que

Solution
On pose uy, i := 2™ (—In(z))* sur I = (0,1).
a/ Les fonctions u,, ; sont C* sur (0, 1], et lorsque  — 0, on a u, k(xz) — 0 si n > 1. Donc les fonctions wuy,
sont intégrables sur I.
b/ On a

/1 In(z)dz = [xIn(z) — x]i =—-1—¢eln(e) +&¢ — -1

e—0

¢/ On commencer par le cas k = 0. On a

Par ailleurs, avec une intégration par partie,

Ink = /O1 2" (—In(x))*dr = — /01 o k(—In(z))*! (_ml)dx + [n

n+1

k 1
= (-1 k=14 = — Ty 1.
n+1/0 2" (= In(@)* e +0 = —= L
Par récurrence, on en déduit que
[ k I k (kE-1) B B k! [ k!
n,k — n+1 n,k—1 — n+1(n—|—1) n,k—2 — - (n—i—l)’f n,0 — 7(71—}—1)’”‘1'

d/ Posons v, (z) := 42" (—In(z))" sur I = (0,1) (en fait, v, = Luy ). On vérifie les hypotheéses du théoréme
d’intégration terme a terme sur I.

(i) La série > v, converge simplement vers f(z) :=e
(ii) Les fonctions v, sont intégrables sur I.

(iii) Les fonctions v,, sont positives sur I, et on a

—z In(z) .

a / v |7/ ; 1 n! B 1
n = n n — (n+ )n+1*(n+1)n+1'

La série (a,) est sommable. On peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme. On en déduit que f

est intégrable, avec
o0

1
—zln(x) _ _ -
/ / o= Z(n+1)n+1—n:1nn~

&

Exercice 5.
On pose uy,(z) = =+ In(z)a™.
a/ Montrer que Y ° | u,(z) converge simplement vers In(z)In(1 — z) sur (0,1).
b/ En utilisant le résultat de 'exercice précédent, en déduire que In(x) In(1 — z) est intégrable sur (0, 1), et que

1 o)
1 In(1 —
/0 n(z)In(l —x)d Z n+1

¢/ En faisant une décomposition en éléments simples de montrer que

1
z(z+1)2°

111 1

nn+12 n (n+1)2 n+1

En déduire que

71_2

/0 In(z)In(1 —z)de =2 — R



Solution
a/ On rappelle que In est DSE de rayon de CV R = 1. En particulier,

In(z) In(1l — z) = In(z) Z %x” = Zun(x)

n=1

Donc la série ) u, converge vers In(z)In(l — x) sur I = (0, 1).

b/ Montrons que la série Y u,, vérifie les hypothéses du théoréme d’intégration terme & terme.
(i) La série Y2 | u, converge simplement vers f(z) := In(z)In(1 — z) (question précédente).
(ii) Les fonctions w,, sont positives et intégrables sur I, avec (cf exercice précédent)

1 1 1
1 1 1 1
an, ::/ |un|/ un:f/ (=ln(z))a" =-Ip1 = ————.
0 0 n Jo n " nm+1)?

(iii) On a a, ~ -, donc la série Y77 | a,, est sommable.
On peut appliquer le théoreme d’intégration terme a terme, et on déduit que f est intégrable sur I, et que

/f dx—/ln()lnl—xdx—Z/ v — Zan—z ﬁ

n=1
¢/ On peut écrire la décomposition en éléments simples sous la forme

1 a b c

z(z +1)2 7E+1+x+(1+x)2'

On peut facilement trouver la valeur de a en remarquant que lim,_,q x - 5 = =1 (donc a = 1), et la valeur

w(w—i—l

de ¢ avec lim,_,_1(1+ x)?- ﬁ = —1 (donc ¢ = —1). On trouve
1+ b 1 (Q+z)?+bz(l+z)—2 1+z+a*+bz®+ba
z l4+z (1+z)2 z(1l+x)? B z(1+xz)?
Par identification, on doit avoir b = —1. On a montré que
1 1 1 1

w(xz+12 2z 1+z (142

On trouve done que (on reconnait une série télescopique)
N N+1

N A 1 1
z:: n+l gﬁ_;n n+1 _N+1_n§ﬁ

n:l

.\ ’ . 2 .
La derniere série est convergente, et converge vers - — 1. On obtient donc

2

1
/0 In(z)In(1 —z)de =2 — 5

&

Exercice 6. Sur la série ) M

a/ Montrer que, pour tout x € R\ 277 et tout t € (0,1), on a
iz —t
Re e )= cos(z) '
1—elot 1 — 2tcos(x) +t2

b/ En déduire que (on pourra reconnaitre une intégrande de la forme %)

1 iz
Re/ 67. dt:—ln’2sin£’.
o \1—e?t 2

¢/ Montrer que (On fera trés attention d la domination ici... Peut-étre un TCD ?)

oo 1 1 eix
Z/ el(n+1)wtndt :/ <1> dt
—Jo o \1—e7t




d/ En déduire que

E c0s(nz) = fln‘2sinf’.
n 2
n=1

Solution
a/ On a, pour z € R\ 27Z (le dénominateur ne s’annule pas)

el” el?(1 — e 17¢) el? —t cos(z) — ¢
Re (——— ) =Re | ———5—~ ) =R =
¢ (1—e’xt> ¢ ( |1 — ei®t]? ) ¢ <1—2c0s(x)t—|—t2) 1 —2cos(z)t + t2

b/ On pose u(t) := 1 — 2cos(z)t + t2, de sorte que u'(t) = —2cos(t) + 2¢. On obtient

Re /0 <1_e‘;$t> dt = _71 ; Zl(tt) dt = —% [ln u(t)](l) = —% n(u(l)) — In(u(0))] = —% In(2 — 2 cos(x)).

Enfin, on utilise la relation cos(x) = 1 — 2sin?(x/2), donc 2 — 2 cos(x) = 4sin?(z/2), et enfin

Re /01 (ﬁ) dt = — n(|2sin(z/2)]).

— elmt

¢/ On pose u,(t) = e TV (ici, x est un parameétre fixé).
(i) On a, pour 0 < ¢ < 1, la série géométrique

(o ] oo II 1
;un(t): g )" 1—eiwt'

elx

1— ezt
(ii) Les fonctions w,, sont continues sur [0, 1], donc intégrables.

(iii) On a
1 1 1
ap, = / |un, | ()dE :/ t"dt = ——,
0 0 n+1

qui est une série non sommable... On ne peut pas appliquer le théoréeme d’intégration terme a terme directement.

Il y a donc convergence simple de la série > u, vers f(t) :=

Essayons plutot d’appliquer le TCD. On pose

N -
. 1 — (elTt N+1
t) _ E :el(n-l—l):ctn — el® 1(i ei)zt )

(i) La suite fy converge simplement vers f(t) := 1707;” sur I = (0,1).
(ii) Les fonctionb fN et f sont continues sur [0,1], donc intégrables.
iii) Posons = —2_. La fonction ¢ est intégrable sur I (car = ¢ 27Z), et pour tout N et tout t € I, on
M—cef]" &

a la dommatlon |fN( )| < ().
On peut appliquer le TCD, et on en déduit que

1 ) i(n+1):c > einz

= li t)dt = 1 el hzngy — = .
/Ol—eut /f Ninoo/ It e ZO/ Z nt 1 r;_l n

d/ En prenant la partie réelle, on trouve

—1In ’2 sin (g)’ = Z cosiln:r).

n=1

&




Pour aller plus loin

Exercice 7. Un théoréme de Dini
Les théorémes de Dini permettent de déduire des CVU a partir de CVS + hypothéses.

Soit (f,) une suite de fonctions continues de [0, 1] — R qui converge simplement vers f sur [0, 1].

On suppose (1) que f est continue, et (2) que pour tout n € N, f,, est une fonction croissante sur [0, 1].
a/ Montrer que f est croissante.

b/ Montrer que pour tout € > 0, il existe Ny € N tel que

Vay e, -yl <1 = f@) - f)l <e
0

¢/ On pose a; := NLO pour 0 < i < Ny. Montrer qu’il existe Ny € N tel que
VO<i<l, Vn=Ni, |fa(a)— fla) <e.
d/ Soit x € [0, 1], et soit 0 < i < Nj tel que a; < x < a;+1. Montrer que pour tout n > Ny,

[f(@) = fu(@)] < |f (@) = flai)|+[f(ai) = fulai)| + (1fnlas) = flai)l +1f(ai) = flaier)| +f(ais1) = fulaiv)])

Indice : on montrera que la parenthése est plus grande que |fn(x) — fn(a;)|.

e/ En déduire que (f,) converge uniformément vers f.

f/ En déduire que fol fn converge vers fol f. Comment démontrer ce résultat avec le TCD ?
Solution

a/ Soit 0 < a < b < 1. Comme f, est croissante, on a f,(a) < f,(b). En prenant la limite n — oo et par

convergence simple, on trouve f(a) < f(b). Ceci étant vrai pour tout 0 < a < b < 1, f est croissante sur [0, 1].

b/ Soit € > 0. f est continue sur le compact [0,1]. D’apres le théoréme de Heine, f est équicontinue. Donc il

existe n > 0 tel que

Ve,y € [0,1],  Jr—yl<n = |fala) = flai)| <e

11 suffit de prendre Ny tel que 1/Ny < .

¢/ Pour tout 0 < i < Ny, la suite f,(a;) converge vers f(a;). Donc il existe n; € N tel que pour tout n > n;, on
a \fn(a,-) — f(a1)| <e. On choisit N1 = MaXo<;< Ny M-

d/ Comme a; <z < a;y1, On a |z — a;| < |ajr1 —a;] = Nio et |z —ajp1| < Nio On peut appliquer les résultats
de la question b/ et ¢/. On obtient

|f (@) = fu(@)] < [f (@) = flai)| + [f(ai) = fulas)] + | fa(ai) — fu(2)]
S E+e+ ‘fn(az) - fn(x)l

Pour évaluer le dernier terme, on utilise que a; < x < a;41, et que f,, est une fonction décroissante. Donc

|fu(ai) = fo(z)| = fu(a:) = fu(z) < fula:) = folaisa)
< [fulai) = fai)] + [f(ai) = flaiv1)] + [f(air1) = fu(aiy1)] < 3e.

Au final, on a montré que

| fn(z) = f(z)] < 5e.

e/ Ceci étant vrai pour tout x € [0, 1] et tout € > 0, on en déduit que || f, — flleoc — 0, c’est & dire que la suite
(fn) converge uniformément vers f.

f/ On a 1 1 1 1
[ o= [ a = [n-s< [ 15 = 15 e -0

Ainsi les intégrales convergent. On aurait pu montrer le résultat avec le TCD. (i) La suite (f,) CVS vers f(z).
(ii) Les fonctions f, et f sont continues sur [0, 1], donc intégrables. (iii) Comme f, et f sont décroissantes, on
a |fn(x)] < max{|f.(0)|,|fn(1)]}. Les deux suites (f,,(0)) et (f,(1)) sont convergentes donc bornées. Soit M un
majorant. On pose ¢(z) = M. ¢ est intégrable sur [0, 1], et majore (f,) et f. On peut appliquer le TCD.

&




