Partiel (L2) Mathématiques fondamentales. (Corrections)
23 février 2023 D. Gontier & S. Wolf

Deux heures. Sans document.
1 page recto-verso, 6 exercices indépendants.
Baréme indicatif : Algébre = 10pts, Analyse = 10pts.

Exercice 1. Analyse : séries entiéres 1

a/ Calculer le développement en série entiere de la fonction suivante, et donner son rayon de convergence (avec
une justification rapide)
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b/ Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ﬁ
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La suite (r™) est bornée ssi r < 1, donc le rayon de convergence est R = 1.

b/ On a directement (réduire au méme dénominateur pour le vérifier)
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¢/ On commence par traiter la somme en n. D’apres les questions 1 et 2, on a
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En sommant sur k, on reconnait une somme télescopique. Donc
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Exercice 2. Analyse : séries entiéres 2
Le but de cet exercice est de calculer le développement en série entiére de f(x) = e” sin(x).

a/ Montrer que f est développable en série entiére, avec
o0

o sin(z) = Zoi' <(1 +1i)" 2—1 (1- i)") o

Quel est le rayon de convergence ?
b/ Montrer que (un dessin suffit...)

1+i=+v2 €7,
¢/ En déduire que
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e”sin(z) = Z T‘lx".
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Solution




a/ On a sin(z) = & (el — e7®), donc e”sin(z) = — (e1+)* — e(1=)2)_ Cette fonction est la somme de deux
i

exponentielle. Elle est donc DSE avec rayon de convergence R = oco. Explicitement, on a

(o) — 1Z<1+i>w_; <1+i>"x"zzl<<1+i>"21<1i>">xn, (R = ).
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b/ (dessin compliqué en IATEX...). Le module de 1 + i est v/2 (diagonale d’'un carré), et la phase est /4.
Donc 1 4i= v/2¢el%.

¢/ On a de méme que 1 —1i = V2~

L (41— (-7 = = (V2T - V2" E) = v sin ().
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2. Ainsi

Le résultat suit. U

Exercice 3. Analyse : séries entieres 3
On rappelle que arctan(z) =Y (Qni) 2t
1/ Montrer que (on pourra dériver l’expression...)
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2/ En déduire que (on pourra poser x = z2)
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Solution
a/ Notons f(x) la fonction dans le membre de droite, et calculons sa dérivée. On obtient
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En intégrant, on trouve que
¥ s — arctan(s)
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De plus, on a arctan(z) ~ x lorsque  — 0, donc — 1 quand z — 0. Ainsi, on trouve f(0) = 0, et le

résultat suit.

b/ En remarquant que
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on trouve que
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La suite 72"71/(2n + 1) est bornée ssi r < 1, donc cette fonction est DSE, avec R = 1. Pour |z| < 1, on peut
intégrer terme a terme, et on trouve
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En prenant x = 2°, on en déduit que
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