Partiel (L2) Mathématiques fondamentales. (Corrections)
11 avril 2022 D. Gontier € S. Wolf

Deuzx heures. Sans document.
1 page recto-verso, 6 exercices indépendants.
Baréme indicatif : Algébre = 10pts, Analyse = 10pts.

Exercice 1. Analyse : séries entiéres

Soit S(z) = 3_,50anz" une série entiere de rayon de convergence 0 < R < oo.
On note Ry, Ry et R3 les rayons de convergence des séries entieres

Si(z) == Z an?®",  Sa(z2) = Z aneVz2",  S3(z) = Zanz”Q.

n>0 n>0 n>0

a/ Montrer qu’il existe 0 < r1 < ro < 0o tel que la suite (a,r}) soit bornée, et telle que la suite (a,r%) soit non
bornée.

b/ Calculer Ry (on justifiera la réponse).

cl/ Montrer que Ry < R.
c2/ Montrer que Ry > R (on pourra utiliser le nombre r1).

d1/ Montrer que pour tout p < 1, la suite (anpnz) est bornée (on pourra utiliser le nombre ry)
d2/ Montrer que pour tout p > 1, la suite (a,p™ ) est non bornée (on pourra utiliser le nombre ).

Correction

a/ D’apres la définition du rayon de convergence R, si 0 < r; < R, la suite a,,r}" est bornée, et si R < 1o < 00,
la suite a,r5 est non bornée.

b/ On a Si(z) = S(2?). On en déduit que le rayon de convergence est R; = v/R.
cl/ On a |a,eV™| > |a,| pour tout n. D’apreés le cours, cela implique que Ry < R.
c2/ Soit z € C avec |z| < R, et soit 71 tel que |z| <r; < R. On a

1 1

|ane\/ﬁzn‘ = |anr7}| v (|Z|) < CeV™ (|Z|) — Ceﬁmlog(a)’

avec a := |z|/r1 < 0. On a log(a) < 0, donc v/n + nlog(a) — —oo. Ainsi, la suite de droite tend vers 0, et est
en particulier borné. Cela montre que |z| < Ry. Ceci étant vrai pour tout |z| < R, on a R < Ra.

d1/ Soit p < 1, on a
anpn2 _ (anr?)pnzrl—n < Cen2 log(p)fnlog(rl).

Comme p < 1, on a log(p) < 0, et n?log(p) — nlog(r1) — —oo lorsque n — co. On en déduit que la suite anp"2
est bornée.
d2/ Si p > 1, on a maintenant

anlp™ = (Ja|ry)er 1ose) = losr),

Cette fois, la suite |a,|r} est non bornée (par définition de rq), et la suite e’ log(p)—nlog(r2) nop plus, car
log(p) > 0. Donc la suite |a,|p™ est non bornée.
Cela montre que R3 = 1.

Exercice 2. Analyse : Encore des identités
On rappelle que la fonction f(x) := /1 + x est développable en série enti¢re sur (—1,1), avec

Vo e (-1,1), f(z)=S9(x):= Z a2, ot a = 1 <2n) (=)

am\n)on—1
n>0



a/ Montrer que le rayon de convergence de S est R = 1.
b/ On rappelle la formule de Stirling n! ~ v/27n (%)n Calculer un équivalent de a,, lorsque n — oco.

¢/ Montrer que

1 /2n\ (=1)
2= — .
V2 Z 4n ( n ) 2n—1
n>0
d/ Montrer que la série > a,, est absolument convergente. En déduire que

1 /2n\ 1 1 /on\ 1
0: —_— _— 1 —_— =
Z4n(n>2n1’ Pis que Z4n(n)2n1

n>0 n>1

Correction
a/ C’est dans le cours.
b/ Avec Stirling, on a

_ L@ ()" (=D" 1 V2am2n (3 Ty VemR (e
Tl 2n—1 " 2n 47' 2mn (2) o 2n 21 2y/mnd/?

¢/ La série Y a,, est une série alternée, dont le terme général tend vers 0. On peut appliquer le théoréme d’Abel,
et en déduire que f(1) = > a,. On obtient, comme voulu,

Va=Ya.

n>0

1 - _
d/ On a |a,| ~ 3773 donc > |an| est une série convergente. En remarquant que, pour n > 1, on a |a,| =

(—1)™a, = apz™ avec x = —1, cela implique qu’on peut aussi utiliser le théoreme d’Abel en # = —1. On obtient
f(1) =32, (=1)", ce qui donne

0="> an(-1)" = Z;(?) 2n1— 1

n>0 n>0
En remarquant que le terme n = 0 est nul sur la gauche, (en fait, ag = —1), on a
1 /2n 1
—ag = -H" 1= — .
ag Zan( )", ou encore Z4"(n>2n—1
n>1 n>1

Exercice 3. Analyse : Théoréme de Cauchy
Soit S(z) := )~ anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0.

a/ Soit 0 < r < R, et soit k € N fixé. Pour n € N, on introduit la fonction g, : [0,27] — C définie par
gn(e) — anrneinee—ikG.

al/ Montrer que la série Y g, convergence normalement sur [0, 27].

a2/ En déduire que la série Y g, converge uniformément sur [0, 27 vers 6 — S(rel?)ei+0.

b/ Montrer que

2 2
S(rei?)e*0dp = Z/ gn (0
0 n>0
P 1 —iko
¢/ En déduire que, pour tout k € N, on a a, = . S(rel?)e*q4.
™

d/ On suppose que R = oo, et que S est une fonction bornée sur C. Montrer que pour tout &£ > 1, on a a; =0
(on pourra faire la limite r — c0...).

Ceci montre le théoréme de Cauchy suivant :

‘Théoréme de Cauchy : Si f est une fonction holomorphe (=SE) bornée sur C, alors f est constante.

Correction



al/ On a
sup [gn(0)] = sup |ap|r™ = |an|r".
0€[0,27] 0€[0,27]

Comme r est plus petit que le rayon de convergence R, la série |a,|r™ est convergence, donc la série > g,
converge absolument sur [0, 27].

a2/ D’apres le cours, il existe une fonction G(6) tel que > g, = G (convergence uniforme). En particulier, on
doit avoir la convergence simple :

G(e) — Zgn(e) _ Z anrneinee—ikQ _ e—ik@ Za’ﬂ (,reie)” _ e—ik@s(reia).
n=0 n=0 n=0

b/ Comme la série Y g, converge uniformément vers G, ona [ G =) [ g,. Cela donne

21 2m o0 2m
S(rel?)e*0dp = G(0)do = / gn(6)d0.
0 0 n=0"0

¢/ On calcule maintenant fo% gn- On a

2m o .
/ gn(@)de = an’l“n/ ei(n—k)ede _ {O . si n 7& k
0 0

2rar sinon.
Ainsi,
27 ) ) o0 21 27
S(rei?)e"*0dh = Z/ gn(0)dl = / gr(0)d8 = 27mayr”.
0 =00 0

d/ Si S est une fonction bornée, on a, pour tout k € N,

2m

o] =
ag| = ——
k 2 rk

. ) 11 1
i0\ —ik6 < — .
S(re')e dG‘ <5 7nk27THS||OQ .

En faisant tendre r vers 'infini, on en déduit que, en fait, a; = 0.



