
Examen (L2 PSL) Mathématiques fondamentales.
25 mai 2023 D. Gontier & S. Wolf

Deux heures. Sans document.
1 page recto-verso, 6 exercices indépendants.

Barème indicatif : Algèbre = 10pts, Analyse = 10pts.

Exercice 1. Intégration sous le signe intégrale
Pour x > 0, on pose

F (x) :=

∫ 1

0

tx − 1

ln(t)
dt.

On rappelle que tx est une notation pour ex ln(t). On pose f(x, t) := tx−1
ln(t)

a/ Calculer (on pourra poser t = 1− u et faire un DL pour la deuxième limite...)

lim
t→0

f(x, t), et lim
t→1

f(x, t).

b/ Montrer que F ′(x) =
1

1 + x
.

c/ En déduire que F (x) = ln(1 + x).

Exercice 2. Une série de Fourier
Si f est une fonction 2π périodique, sont n-ème coefficient de Fourier est cn(f) := 1√

2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx.

Soit 0 < h < π. On étudie la fonction f qui est 2π-périodique, et qui, sur l’intervalle (−π, π) vaut

f(x) =

{
h− |x| si |x| ≤ h,

0 sinon.

a/ Dessiner la fonction f .
b/ Montrer que

cn(f) =
2√
2π

∫ π

0

f(x) cos(nx)dx, puis que cn(f) =


h2

√
2π

si n = 0

2√
2π

1− cos(nh)
n2

sinon.

c/ Montrer que (on pourra regarder en x = 0) (on rappelle que
∑∞

n=1
1
n2 = π2

6 )

∞∑
n=1

cos(nh)
n2

=
h2

4
+

π2

6
− πh

2
.

Exercice 3. Analyse : Développement en série entière de arcsin2

(Difficile, ne pas hésiter à sauter des questions). On pose

fn(t) := γn sin2n(t), avec γn :=
1

2

4n(n!)2

n2(2n)!
.

a/ Montrer que
γ1 = 1, et que (2n)(2n− 1)γn = 4(n− 1)2γn−1.

b/ En déduire que, pour tout t ∈ R, on a

∀n ≥ 2, f ′′
n (t) = 4(n− 1)2fn−1(t)− 4n2fn(t), et f ′′

1 (t) = 2− 4f1(t).

c/ On rappelle la formule de Stirling : n! ∼
√
2πn

(
n
e

)n. Calculer un équivalent de γn lorsque n → ∞.
d/ Soit 0 < y < π

2 , et soit α := sin(y). Montrer que 0 < α < 1, puis que la série
∑∞

n=1 4n
2fn converge

normalement sur [−y, y]. En déduire que

∞∑
n=1

f ′′
n (t) = 2 avec convergence uniforme sur [−y, y].



e/ Montrer que
∞∑

n=1

fn(t) = t2 avec convergence uniforme sur [−y, y].

f/ Montrer que arcsin2 est développable en série entière, et que

arcsin2(x) =

∞∑
n=1

γnx
2n.

g/ Quel est le rayon de convergence de cette série entière ?


