Examen (L2) Mathématiques fondamentales. (Corrections)
9 juin 2022 D. Gontier € S. Wolf

Trois heures. Sans document.
1 page recto-verso, 6 exercices indépendants.
Baréme indicatif : Algébre = 10pts, Analyse = 10pts.

Exercice 1. Analyse : Dérivabilité sous le signe intégrale

Pour ¢t > 0, on pose

[ arctan(tx) .
() 7/0 z(1 + 22) dr.

arctan(tz)

w(1rs7) est intégrable sur RT.

a/ Montrer que pour tout ¢ > 0, la fonction x —

b/ Montrer que la fonction F est de classe C, et que

R A dz
F(t)_/o 1+ 221+ 22)

¢/ Montrer que, pour tout ¢t € R* \ {1}, on a

1 1 t? 1
(14 t222)(1+22) 2 -1\ 141222 1+22)°
d/ En déduire que, pour tout ¢t € RT \ {1}, on a
1
Fl)y=2~_
2t+1

e/ On admet que la formule précédente est valide en ¢ = 1 aussi (c’est vrai car F’ est continue). Montrer que

F(t) = gln(l +1).
. arctan(tx) . . 4
a/ Soit f(t,z) := —————%. Pour tout ¢ > 0, la fonction f(¢,-) est continue sur R*. En 0, on a
x(1+ z2)
lim f(t,e) = —— <
11m = /<
oo+ 0T (14 22) o

donc cette fonction admet un prolongement par continuité en 0. De plus, en +o0, on a f(t,x) = O(x~?), donc
la fonction z — f(t, ) est intégrable sur R* d’aprés le critére de Riemann.
b/ On vérifie les hypothéses du théoréme de dérivation sous le signe [. On a déja montré que z — f(t,z)

était intégrable. On a
1

(1+t222)(1 4+ 22)’
En tant que fonction de x, cette fonction est continue sur [0, 00), et est intégrable en 400 (car elle décroit comme
O(z~*)). De plus, on a la majoration

atf(ta Sﬂ) =

00 (1, 2)| < —— = (),

| <
1+

qui est intégrable. Le théoréme de dérivation s’applique. On en déduit que F est de classe C*, et que

, o0 oo 1
F'(t) :/0 O f(t,x)dx :/0 (1+t222)(1 —|—ac2)dt'

¢/ C’est une décomposition en élément simple. Il suffit de réduire au méme dénominateur.

d/ On a donc
/OO 1 gt — 1 .2 /°° dz /OO dz
o (I+ez2)(1+22)  2-1 o 1+t222  J; 1422

% (t [arctan(tz)],” — [arctan(tz)];)

t2f
1 ™ T 1
= (t—1) = ———.
(t—l)(t+1)2( ) 214t




e/ On obtient

F(t):/o F’(s)ds:/o gsild T+ = 2 m(1 4 1),

Exercice 2. Analyse : séries de Fourier
Soit a € R\ Z, et soit f, la fonction 27r-périodique définie sur (—7, 7) par fo(t) := el®t.

a/ Montrer que f est C' par morceaux. Que vaut le point milieu 3 [f(7 ) + f(77)]?
b/ On pose ¢, (f) := \/% ffﬁ f(t)e~"tdt le n-éme coefficient de Fourier de f. Montrer que

2 (=™ .
VneZ, cu(f)=— sin(am).
() = <= sinam)
¢/ Montrer que
> o =
= (—n)?  sin®(am)
d/ Montrer que (on pourra regarder en t = )
cos(ar) 1 <~ 2«
7Tsin(cwr) a Z a2 —n?’ (+)-

a/ f est de classe O sur (—m,7), et 2m-périodique, donc est C'! par morceaux. On a

1

SEET) + f(m7)) =

1 — 1 i —iamy __ .
9 “(f(=mT)+ f(m7)) = 5(6 +e ) = cos(am).

2
b/ On a, comme «a # Z, que

en(f) =

1 1(a n)t 1™ 1 1 . .
/ 1(a n tdt |: :| — : el((x—n)ﬂ' _ e—l(a—n)ﬂ'}
N Vo [i@—m]_, = Varita-n)
2 1 2 (="
(=) sin(ar).

:\/T?(OZ—TL)SHI(( )) ma_n

¢/ Comme f est C! par morceaux, on peut utiliser Parseval. On obtient

Sle= [ i

neZ

9 4 1 . 9 2 ., 1
Z|C"| :,Z Dl p—_ sin”(am) = —sin (aw)zm.

nez

Le résultat suit.

d/ Comme f est C! par morceaux, on peut appliquer le théoréme de Dirichlet. On obtient

§ :Cn mt —

nez

(fEH)+ f(t7)).

DN =

En t = 7, et en utilisant la premiere question, on obtient

2

2ra—n
nez

sin(ar) = cos(ar).

On isole le terme n = 0, et on regroupe les terme n et —n pour n € N*, ce qui donne

cos(am) = iblnom'( +Z{ ainD ismom’( +Za2 >




Exercice 3. Analyse : Développement en produit infini

Cet exercice est la suite du précédent, mais peut se traiter séparément. On pourra admettre la formule (*).
Dans la suite, on fixre 0 < e < 1.

a/ Pour n € N*, on pose u,,(z) := —*2. Montrer que Y~ ; u, converge normalement sur [0, 1 —¢]. En déduire
que
o0
2 1
Z 3 z 5 = WC,OS(MC) — — (convergence uniforme sur [0,1 — ¢]).
—at-n sin(rz) =«

b/ Montrer que, pour tout y € [0,1 — ], et tout n € N*, on a

/Oyun(x)zlog (1_3{;)

¢/ Montrer que, pour tout y € [0,1 — €], on a (on pourra dériver...)

[ (v 1) iy (sl

d/ En déduire que, pour tout y € [0,1 —¢], on a

00 2
. )
sin(my) = 7y H (1 - nQ> .
n=1

e/ En déduire que

U < 4n2)_72r'

a/ On a, en utilisant que pour z € [0,1 —¢], on a |z] <1, et 0 <n? — 22 <n? — (1 —¢)? que

()] <~
max u X —_—
z€[0,1—¢] " ~n2 - (1 — 5)27

qui est sommable en n. Donc ) u,, est ACV. Elle converge donc uniformément (donc simplement) vers une limite
1. D’apres lexercice précédente, elle converge simplement vers (...). Par unicité de la limite, on a bien le résultat.

b/ On reconnait que mfan est de la forme ' /u avec u(x) = 22 — n?. Cela donne

/Oy un(z) = [In(n® — 2%)]" = In(n® —4?) —lnn® = In ("271_21/2> —In (1 - f;) .

¢/ On a

(Sin(ﬂy))’ __sin(my) N _cos(my) _ sin(ry) (_

Yy n

1 cos(my)
—+ .
Ty? Ty Ty y  sin(my)

On obtient

En intégrant entre 0 et 7, on obtient

d/ Comme on a convergence uniforme, on peut intégrer (*) terme a terme en z. Cela donne

sm i (1_).

En passant a I’exponentielle, on obtient




