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Corrigé.

Questions de cours. Le lecteur est bien str renvoyé au cours.

Exercice 1. Donner un équivalent lorsque n tend vers +0o auz suites definies ci-dessous :

1 1
o 1. un:nsin<ln<1+>) et 2. ’Un:nsin(ln<1+>)_1.
n n

On pouvait faire u, et v, d’un seul coup. En effet, on a

| 1+1 ! 1 + !
n )l===—"+o=].
n n  2n? n?

Puis on utilise le DL de sinus en 0 : sin(z) = # — % + o(2”) = x + o(z?), pour déduire que

e 1+1 1 1+ 1 N 11 N 1\\?2 1 1+ 1
in( In = - - - il — - _ =)
° n n 2n2 © n2 © n  2n? © n2 n  2n? © n2
11 suit que
. 1 1 1
nsin(In{1+ — =1——+4o0(—].
n 2n n

On déduit immédiatement que u, ~ 1 et v, ~ —ﬁ.

1
e 3. w, = exp <cos ()) — e. On factorise par e de sorte que

n
1
Wy =€ <exp <cos () — 1) — 1) .
n
On a cos (%) -1= —# +o (7712) En utilisant le DL a l'ordre 1 de I'exponentielle exp(z) =
1+ x4+ o(z), on déduit

1 1 1 1 e 1
=Tz to\z) To\Tae o\2) ) ) T T o)

[

Donc w,, ~ —5.7



n
) — 2. On factorise par 2 et on écrit

v (oo o (122 )] 1),

On fait un DL du logarithme a l’ordre 2 :

n (1 N 1n(2)> _In(@2) In?(2) o (;) 7

n n 2n2

nln <1 + ln£2)> CIn(2) = —ln;f) +o (i) .

Un DL a l'ordre 1 d’exponentielle exp(z) = 1 + x 4 o(z) donne alors

oo ot (1. 2) ] 1B (1) (L (1)) M (1Y,

In2(2) .

puis

1

11 suit que x,, = _1112& +o(L

), donc z,, ~ —

Exercice 2. Pour chaque terme général suivant, indiquer si la série correspondante est absolu-
ment convergente, semi-convergente ou divergente. On discutera selon les parameétres.

1 b
° l.un:cos<\/ﬁ>—a—noua,bER.

On utilise le DL & l'ordre 4 de cosinus : cos(z) =1 — %2 + % +o(z?) =1—% +o(23). Donc

b+ 3 1
Up = (1 —a)— n2—|—0<n3/2>.

Donc si a # 1, alors u, ~ (1 — a) et la série diverge par théoréme d’équivalence pour les

séries positives (puisque 1 — a a un signe fixe).
. . b+1 L s L
Sia =1 mais b # —%, alors u, ~ ——-2 et la série diverge par théoréme d’équivalence pour

les séries positives ( uisque —L 2 a un signe ﬁxe)
Sl enﬁn a=1c¢et b = —1 alors Up = O - dOIlC n3/2]un| tend VErs 0 Donc par critére en
2 n3/2 )7

n® la série positive de terme général |u,| est convergente, et la série de terme général w,, est
absolument convergente.

1/n
e 2. v, = / In(1 + z) de.
0

On commence par observer que v,, est positif, puisque le logarithme l’est sur [1, +o0c[. Ensuite

on utilise In(1 4+ z) < z, et donc
1/n 1
< dx = —.
vy < /0 vdr = o5

2



Par théoréme de comparaison pour les séries positives, la série de terme général v,, converge.

e 3.z, :sin((_nh)n) ou a > 0.

Comme sin(—z) = —sin(z), on voit que pour tout entier n,

2y = (—1)"sin <nla> .

Puis comme sinus est croissante sur [0,7/2] et que la suite de terme général 1/n® est dé-
croissante a valeurs dans [0, 1], la suite de terme général sin (n%) décroit, vers 0 bien str (la
limite est évidente). Donc par critére spécial des séries alternées, la série de terme général

1 1
|z, | = sin <> ~—.
ne ne

Par théoréme de comparaison pour les séries positives, la série de terme général x,, est
absolument convergente si et seulement si o > 1.

Ty converge.
Ensuite, on a clairement

Exercice 3. Soit a €]0, 7].

1. Montrer que la série de terme général In (cos (2%)) converge.

On commence par remarquer que 'on a pour tout n que 55 €]0, 5[, donc cos (2%) > 0, et on
peut passer au logarithme sans probléme d’existence.
Ensuite on a par développement du cosinus

a a’ 1
COS(@):l—W+O 92n
2

! a _ a 1 a® 1 _ a’ 1
H(COS <27n)) __722714-1 +o 2771 +o —72271_’_1 +o 2?” ——72271_,’_14-0 27” .
Donc par théoréme de comparaison pour les séries positives (négatives en l'occurrence), la
série considérée converge.

puis par celui du logarithme

2. Montrer que pour tout a €]0, 5[ et tout entier n >0, on a

s (_a
cos (i) _ S T) (Qn_l) .
n 2sin (2%)
s

, 5[, cela équivaut a

. (a ay . a
2sin (2—71) cos (2—“) = sin <2n_1) ,

ce qui correspond a la formule sin(2z) = 2sin(z) cos(z) pour = = 5.

Pour a dans |0




3. En déduire la somme de la série ci-dessus.

En calculant les premiéres valeurs, on peut deviner la formule générale pour la somme par-
tielle. Puis une récurrence élémentaire montre que pour tout N € N

N .
Sin e (1)) = (M)

Comme lorsque N tend vers +oo, on a sin (ZLN) ~ 5%, on en déduit facilement que

Sin oo (3)) — 1 (B22).

sin(2a) ) .

lorsque N tend vers 4+o00. La somme de la série est donc In ( T

Exercice 4. Etudier la convergence des intégrales suivantes, en fonction du paramétre quand il y
en a un :

+o0 1
o et cos(t)

On commence par remarquer que l’application ¢ — ef + cos(t) est croissante sur Rt (sa
dérivée e! —sin(t) est positive puisque e! > 1 sur RT). Elle est donc supérieure ou égale a sa
valeur en zéro, c’est-a-dire 2. Donc la seule singularité se trouve en +o0o. Comme le cosinus
est borné, on a e + cos(t) fod el, puis

1 —t
— Y ~ € .
et + cos(t) +oo

L’intégrale f0+°° et dt est convergente : cela se voit soit par un calcul direct, soit par le critére

2e=% converge vers 0 lorsque x tend vers +oo. L’intégrale 0+°° L dt est

o iQ
en ¢ puisque z TFeos(D)

donc convergente par théoréme d’équivalence pour les intégrales positives.

+0o0 dy
. 2./ ——— ot a et B € R sont fixés.
o yr+yP

_1
yo+yP
en 400 (et méme des deux cotés pour a = 1).

Considérons maintenant le cas o < 8. Dans ce cas on a

Séparons quelques cas. Si a = 3, on a alors = 2%& qui diverge toujours soit en 0, soit

Y+’ ~ oy et Yy +yP ~ o,
0 “+o0
donc 1 1
b —a s
vty 0’ Yo TP o’



Par théoréeme d’équivalence pour les intégrales positives, I'intégrale converge donc si et seule-
ment sia < 1let>1.

Le cas f < a est le méme en échangeant les noms de « et 5. On trouve donc au final que
I'intégrale converge si et seulement si

min(q, 5) < 1 < max(a, ).

+o0
3. /1 exp(—+/In(2)) dz.

Il s’agit clairement d’un intégrande positif, et la seule singularité se trouve en +oo. On
remarque que pour z > e, on a In(z) > 1, donc In(z) > /In(z), donc

% = exp(—1In(z)) < exp(—+/In(2)).

On conclut par théoréme de comparaison pour les intégrales positives que 'intégrale

/e " (/2] d

diverge et par conséquent celle qui est demandée aussi.

4. /+Oo(\3/x—|— — Yx)V? da.
0

La encore I'intégrande est continu en 0 et la question de la convergence se pose uniquement
en +o00. On écrit alors

(Vo +1— Y2)V*¥ =exp <\/51n [\3/5 (\3/14— % - 1)]) )

Maintenant,
3 1 1 3 1
In [%(\/lel)] = -In(z) +1n (\/1+1>.

x 3 T
Or

3 1+1_1_1+0<1>7

V T 3z T
donc

In (\3/ 1+ % — 1> =In (31&:(1 + 0(1))) = —In(3z) —In(1 +0(1)) = —In(x) — In(3) + o(1).
On déduit que
In [% <f‘/1 + % - 1)] = —21%(”“") —1In(3) + o(1).
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Donc

(Var 1= ¥ —esp (2200 )i+ o) )

Donc

P+ Y0 = enp (2 o) 2 +olvE)).

Comme

2D (3) 7+ 200(@) +o(vE) v~V

ces deux fonctions tendent vers —oo lorsque x tend vers 400, et donc leur exponentielle tend

vers 0. Donc
(Vo +1— ¢z)V® — 0 lorsque z — +00.

Par critére en x¢, I'intégrale converge.

Exercice 5. Soit f une fonction continue de R dans R. On définit la suite u de terme géné-

ral donné par
n+1
VneN, u,= / f
n

. r+oo L . Py
1. Montrer que st fo f converge, alors la série de terme général u, converge.

Dire que l'intégrale converge, c’est dire que la fonction X — fOX f a une limite ¢ quand X
tend vers +o0o. Introduisons la suite (x,,) définie par z,, = n+1 pour tout n. Alors clairement
Tn — +00 lorsque n tend vers +oo, donc par composition des limites

/nf—M.

0

Or bien str
T n+1 n k+1 n
L= = =Y um
0 0 k=0"F k=0

Cette somme partielle a droite converge, c’est exactement ce qu’il fallait démontrer.

2. Montrer que si f est positive et que la série de terme général u, converge, alors f0+oof
converge.

Comme f est positive, pour montrer que la fonction X fOX f a une limite quand X tend
vers 400, il suffit de montrer qu’elle est majorée puisqu’elle est croissante. Or pour X € RT,

on a
X BEX)+1  EX) ik +oo
/fS/ fZZ/ f= up <y ug,
0 0 k=0 “F k=0

puisque les uy sont positifs et que leur série converge. D’ot le résultat.

E(X)

k=0



3. Montrer par un contre-exemple que cela n’est pas vrai en général si on ne suppose pas que f
est positive.

Prenons f(z) = cos(mx). Alors pour tout n € N

/n " f(z)dz = [Sm(”)]zﬂ —0.

s

Donc (uy,) est la suite nulle, la série de terme général u, est donc convergente. Mais si
I'intégrale convergeait, on aurait donc

X 400
/ f— / f lorsque x — +00,
0 0

donc

(- () = (7))o

On aurait donc

n+%
/ f(z)dx — 0 lorsque n — +00.
n

T s

[ ey - etz

qui ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers 4+o00. L’intégrale ne converge donc pas.

4. On suppose dans cette question que f tend vers 0 en linfini. Montrer que dans ce cas
+o0o
l'intégrale f converge <= la série de terme général u,converge.
0

L’implication de gauche & droite a déja été montrée et ne nécessite pas I’hypothése que f
tend vers 0 en l'infini. Montrons l'autre sens, et supposons que la série de terme général u,

converge, et notons
“+o00
{= E Uk .
k=0

Soit € > 0. Par définition de la convergence, on peut fixer un NV € N tel que pour n > N, on

ait
n
=3
k=0

Par ailleurs comme f tend vers 0 en +oo, on peut fixer un K € R tel que pour > K, on
ait

<

N ™

[f(@)] <

DN ™



Posons M = max(K + 1, N +2). Alors pour X > M on a

N

IN

IN

e—/OE(X)f—fETX)f‘
e_/OE(X)f

X
+ / f
B(X)
B(X)—1 X
¢ — Uk +/ Ifl.
kzzg E(X)

Comme X > M > N+2,0ona E(X) > N+1etdonc E(X)—1> N;il suit que le
premier terme est inférieur a €/2. Comme X > M > K + 1, on a E(X) > K, et donc on a
|f(z)] <e/2 sur lintervalle [E(X), X]. Donc le second terme est lui aussi inférieur a /2.

Au final on a montré que pour tout € > 0, on pouvait trouver un M € R* tel que pour

[ =

L’intégrale converge donc vers £ lorsque X tend vers +00, et donc l'intégrale f0+°° f converge,

X >M:

ce qu’il fallait démontrer.



