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EXAMEN

Deux heures — Sans document ni appareil électronique.
Toutes les réponses doivent étre justifiées mais concises.
Mentionner sur la copie les erreurs d’énoncé éventuelles.

1. Dérivée de U'inversion des matrices (3 points). — Calculer la dérivée
de T'application Z : GI,,(R) ©, M — M~

2. Résolution approchée d’une équation (5 points). — Donner une va-
leur approchée de la solution, proche de 1, de 1’équation

z'+0,99z —2,03 =0,

en calculant le développement limité au premier ordre de la fonction
x(p,q) définie implicitement par 1’équation 27 + pz + ¢ = 0 au voisinage
de (z,p,q) = (1,1,—2). Bonus : Donner une méthode pour majorer I’erreur
ainsi commise (on pourra déja montrer que la solution exacte vérifie 1 <
xr < 2).

3. Une équation linéaire (5 points). — Soient g : R? — R une fonction
nulle en 0 et fy : R — R une fonction paire, toutes deux de classe C*.
Trouver l'expression de la fonction f : R? — R de classe C* telle que

~y 0o f(zy) + 20, f(vy) = g(zy) et f(x,0) = folz) (Vay),

en supposant qu’elle existe ; on pourra chercher f en coordonnées polaires
(r,0) (avec z = rcosf, y = rsinf). Cette solution existe-t-elle si g(x,y) =
1 (pour tous z,y)? Bonus : Si g(x,y) = xy (sans omettre de vérifier le
caractere C! de f)?

4. Inégalité de Hadamard (5 points). — Montrer que, pour tous vecteurs
Z1,...,x, € R",
| det(@,....xn)| < @ - ],

ou | -| est la norme euclidienne de R" ; on pourra commencer par montrer
que, si xs,...,x, est une famille libre donnée et si z; est un maximum de
la fonction S" ! — R, £ — det(€,x3,...,7,), T1 est orthogonal & s, ..., Ty,
puis en déduire les maxima de det(z1,...,z,,) lorsque z,...,z,, € S"~ 1.

5. Facteur intégrant (5 points). — Soit
v:R? >R, (t,x)+— 2t(x —cost) — sint.

Montrer qu’il existe une fonction f de classe C* sur R? telle que v =
—ii—fc; on pourra chercher f telle que @, f(t,z) = e * (¥t,z). En déduire
qu’il existe une unique fonction x sur R de classe C*, 2r-périodique, et
telle que 2'(t) = v(t,x(t)) pour tout t; on pourra remarquer que l'image

du chemin ¢ — (¢,z(t)) est incluse dans une courbe de niveau de f.



Solution. —

1. Dérivée de 'tnversion des matrices. — Si M est inversible et H assez
petite pour que M + H elle-méme soit inversible,

(M+H)™ =M*YI+HM )™
Quitte éventuellement a prendre H encore plus petite, la série
D (D HEMT
k=0

converge absolument, et alors
(M+H) ' =M"'(I-HM " +o0(H)),
donc I'application d’inversion Z : M ~— M~ est dérivable et
I(M)-H=—-M"HM.
(Par récurrence, on peut en déduire que Z est de classe C*.)

2. Résolution approchée d’une équation. — La fonction
fr(R(XPQ) = (11, -2)) = (RO), (zpq) — 2" +pr+q

croit strictement avec x, et possede une unique racine réelle x(p,q), d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires. D’apres le théoreme des fonctions
implicites, puisque 0, f(X,P,Q) = 7X® + P = 8 > 0, cette fonction
(p,q) — x(p,q) est de classe C*. La formule de Taylor au premier ordre
nous dit

1
f (1—=1t) (35x(20) 0p° + 02(2) 0q” + 20,042 (21) 6p dq) dt,
0

avec dp = p— P = —=0,01, 0g = ¢ — Q = —0,03 et 2z, = (P + tp,Q +
tdq). La partie principale donne la valeur approchée de la solution et
le reste intégral donne l’erreur commise, a majorer. Calculons donc les
dérivées partielles de la fonction implicite. Par une premiere dérivation
de I’équation, on obtient

{apxua@) = i =t
0gr(P,Q) = _ﬁ - _%'
Donc
2(0,99; —2,03) ~ z(P,Q) + % + % = 1,005.

Estimation de I'erreur : Notons R le terme de reste intégral. En dérivant
I’équation implicite une seconde fois, on trouve ’expression des dérivées
partielles secondes de (p,q) — z(p,q), en fonction de x, p et q. Pour ma-
jorer R, il suffit donc d’une estimation a priori de z(p,q), ce qu’on obtient
en remarquant que

f(Lip;q) = 0,04 <0 < f(2;p;q) = 123,99
donc que 1 < z(p,q) < 2, etc.



3. Une équation linéaire. — Soit f une fonction vérifiant les conditions
requises. En composant I'équation aux dérivées partielles a droite par
¢ : R* > R? (r,0) — (z,y), on obtient

r(—sin@d,fow+cosfd,f o) =goy;

cette équation est équivalente a I’équation voulue parce que ¢ est surjec-
tive.

Soit F' la fonction sur R? définie par ce diagramme :
(r,0) —— (z,y) = (r cosf,rsinf)
\ If
flay) = F(r0)
On a F(r,f) = f(rcosf,rsinf), donc
OrF = cos00,fop+sinfd,fop
OoF =1 (—sinfd,f op+cosbd,fop).
Donc I’équation aux dérivées partielles satisfaite par f équivaut a
O =G:=goyp.
Dans cette équation, r est fixé et joue le role d’'un parametre; on peut
intégrer par rapport a #; la formule fondamentale du calcul différentiel
dit alors que

(2)  F(r0)=F(r0)+ fo gow(rt)dt= fo(r) + fo gop(rt)dt.

Donc F' est uniquement déterminée par les données du probleme. Mais F',
de part sa construction, doit étre 2w-périodique par rapport a #, condition
satisfaite si et seulement si

(1)

0

2m
(3) f g(rcostrsint)dt =0 (Vr = 0).

0

Si I’équation (B]) est violée, le probleme n’a pas de solution. C’est le
cas notamment si g = 1.

Si en revanche cette équation est satisfaite, comme c’est le cas si
g(x,y) = xy, on définit F par la formule (2)). Ensuite, on pose d’abord
£(0,0) = fo(0). Au voisinage d’un point (r9,0y) tel que ro # 0, ¢ est un
difféomorphisme local et I'on pose

f=Foyp™
au voisinage de (z9,y0) = ©(ro,00). Si (1,01) est une autre détermination
de ¢! (20,y0), c'est-a-dire si p(r1,1) = (20,40), on a w1 = @y (mod 27),

donc, comme F' est 2m-périodique par rapport a 6, la formule ci-dessus
définit bien une fonction f en dehors de I'origine.

La fonction f ainsi définie est-elle de classe C'? On veut vérifier que
les dérivées partielles, solutions du systeme linéaire (), sont continues.
Comme le déterminant du systeme vaut r, la seule difficulté est en r = 0.



D’apres 'hypothese, ¢(0,0) = 0. Donc, d’apres la formule de Taylor, go ¢
est de la forme
gop(rd) =rG(rb),

oll G est la fonction de classe C° définie par

G(r,0) = L a—i (go(0,sr)) ds.

Donc
9

F(r,0) = fo(r) +r J G(ryt) dt,

0
donc 0pF est divisible par r, au sens que %(%F est continue. Donc les
dérivées partielles de f sont les solutions d’un systeme linéaire continu
et de déterminant 1, donc sont elles-méme continues de (r,0), mais pas
forcément en fonction de x et y.

Dans le cas de g(z,y) = xy,

2 2

F(r,0) = fo(r) — TZ(COS 20—1) = fo(r) + % sin® @),

donc
2

fzy) = foWP2+ 2+ L.

2
Donc f n’est pas de classe C*.

4. Inégalité de Hadamard. — Le déterminant, qui est continu, atteint
ses bornes sur le compact (S"~1)". Déterminons ses maxima, sachant que
sa valeur maximum est > 1 puisque le déterminant de la base canonique
de R™ vaut 1.

Soit 1 un maximum de la fonction
f:S"P SR, ¢ det(€,),
T := (z3,...,x,) étant fixé. On peut supposer libre la famille & = (z3,...,7,),
sans quoi f est identiquement nulle.
Soit de plus g : R" — R, 21 — 1|z1]?, de sorte que S*™! ait pour

équation (submersive) g = 3. Il existe une forme linéaire A\ € R* = R
telle que

flla) - §=X-g'(z1)-& (VEeR").

Comme det(z1,Z) est linéaire par rapport a z;

f'(z1) - € = det(&,2).
De plus,

g (1) & =2x1-& (produit scalaire).

Donc, pour tout &,

det(&,2) = Axy - €.
En prenant ¢ = zq, on voit que

A = det(z1,2).



Si cette quantité est nulle, ceci signifie que f(x1,...,z,) = 0, et (x1,...,z,)
n’est pas un maximum de f. Supposons-la donc non nulle. En prenant
maintenant £ = x;, ¢ = 2,...,n, on voit que

0=uxy-x
c’est-a~dire que xy est orthongonal a xs,...,z,.
En répétant I'argument pour chaque variable, on voit par récurrence
que, en un maximum de f sur (S"7!)", les x; forment une famille or-
thonormale. Réciproquement, si x est une base orthonormale de R™, son

déterminant vaut +1 selon son orientation : x est donc un maximum
(resp. un minimum) si c¢’est une base directe (resp. indirecte).

On en déduit 'inégalité d’Hadamard dans le cas général par multi-
linéarité du déterminant :

T Tp
det(xq,... = det | ——,...,—— | < .
ctanets) = far] o] det (ncZ2) < ] -
5. Facteur intégrant. — Remarque 1 : La réponse a l'exercice est tri-

viale en remarquant que les solutions de I’équation z'(t) = v(¢,z(t)) sont
de la forme
z(t) = cost + Ce', CeR.

L’intérét de la méthode proposée réside en fait dans des cas plus com-
pliqués.

Remarque 2 : 1l n’existe pas de fonction f de classe C'® telle que v =
—% et 0,f = 1, par exemple, parce qu’alors on n’aurait pas 0, f = O f -
Mais on voit qu’on a le choix de mutiplier numérateur et dénominateur,

. t . . .
dans la fraction @7 par une fonction arbitraire, pour trouver f. Ce

facteur arbitraire s’aelle un facteur intégrant. Ici, on va voir que le

facteur e~** convient. )
Cherchons donc f comme suggérée telle que 0, f(t,x) = e ¥, soit
f(t.z) = ze " + o(t) pour une certaine fonction ¢ de classe C*. Alors

v doit vérifier
of (tax) = —2tze ™ + (1)
— e ¥ (2t(x — cost) — sint),
soit
¢'(t) = e (2t cost + sint),
soit, a une constante additive inesstentielle prét,
o(t) = —e" cost.
On peut donc poser
fltx) = (x—cost),

1. Dans le langage des formes différentielles, ceci revient a dire que la forme dz+wv dt
2
n’est pas fermée, mais que et (dz + vdt), qui a méme noyau, l'est.



et 'on vérifie, au cas ot I’on n’en soit pas déja convaincu, que ’on a bien

af

Ouf

Soit & une solution 27-périodique de I'équation différentielle

2'(t) = v(t,x(t)).

Alors, comme une simple dérivation par rapport a ¢ le montre, la fonction
t — f(t,x(t)) est constante sur R; géométriquement, I'image du chemin
t — (t,z(t)) est incluse dans une courbe de niveau de f. Comme z est
supposée 2m-périodique, la courbe de niveau correspondante doit étre
invariante par les translations (t,x) — (t+2m,z). Or, f ne possede qu'une
seule telle courbe de niveau : c’est celle de valeur nulle, d’équation x =
cost.

FIGURE 1. Courbes de niveau de la fonction f(z,y) = e~**(z — cost)

Réciproquement, la fonction z(¢) = cost est bien une solution périodique
de I’équation différentielle voulue, puisque

2'(t) = —sint = 2t(x(t) — cost) — sint.




