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Avertissement

La découverte du calcul différentiel et des équations différentielles, notamment par I.
Newton 1 et G. Leibniz, 2 est l’une des plus extraordinaires conquêtes de l’esprit hu-
main. Ce cours en est une introduction. On y parle de dérivée d’une application, du
théorème d’inversion locale et de certaines de ses variantes géométriques, des surfaces
(sous-variétés) de Rn, des multiplicateurs de Lagrange, de convexité — l’alphabet de
bien des raisonnements en mathématiques et dans quasiment toutes les disciplines scien-
tifiques quantitatives. C’est un vieux sujet, mais on trouvera dans ce cours le portrait
de mathématiciens contemporains.

Sous les hypothèses de ce cours, les applications possèdent des formes normales linéaires
(par exemple, le théorème d’inversion locale donne une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une application soit localement équivalente, à changement de coordonnées près,
à l’identité). Il convient donc d’être à l’aise avec les rudiments de l’algèbre linéaire, dont
nous avons fait des rappels au fil du cours. Nous avons pris le parti de nous concentrer
sur le calcul différentiel en dimension finie. Les équations différentielles, ordinaires ou
aux dérivées partielles, sont traitées dans d’autres cours à l’Université Paris-Dauphine.

Inévitablement, le cours parâıtra abstrait sans un important travail d’appropriation,
qui passe par la lecture et la relecture du cours, ainsi que la résolution des exercices. Il
faut savoir redire précisément les définitions et les énoncés des propositions et théorèmes,
ainsi qu’avoir au moins une idée des démonstrations, sans quoi l’on ne peut pas prétendre
comprendre les énoncés, ni aller plus loin dans des cours ultérieurs, même plus “concrets”.
Les exercices sont le plus souvent des applications immédiates du cours. Il faut aussi
s’entrâıner à faire certains des exercices plus ambitieux, comportant plusieurs questions

interdépendantes qui ne sont pas directement reliées au chapitre en cours ; c’est le seul
test véritable pour voir si l’on a compris. Faire un dessin ou comprendre un cas particulier
doivent permettre de ne jamais rester muet.

L’examen a pour objectif de vérifier la capacité à résoudre des exercices simples mais
variés, et s’assurer que des cours plus poussés seront profitables. Essayer de s’y préparer
spécifiquement en apprenant rapidement un petit nombre de “questions de cours” ba-
lisées, ou en apprenant à résoudre un petit nombre d’exercices type, serait une perversion
de l’idée d’examen. Le jeu en est à la fois intéressant et difficile. J’espère que le lecteur
y trouvera plaisir... Bon travail !

J. F.

1. IsaacNewton, physicien et mathématicien anglais (1642–1727), dont on peut légitimement
soutenir qu’il marqua la naissance de la science moderne.

2. Gottfried Wilhelm Leibniz, savant allemand (1646-1716).
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Indications bibliographiques et
remerciements

L’esprit de ce cours est proche des remarquables notes de cours de l’université
Paris-Diderot (non publiées) d’A. Chenciner, du livres de M. Chaperon [Cha03] et
de F. Laudenbach [Lau11], ainsi que du livre d’exercices de F. Rouvière [Rou03],
livres que l’on consultera avec profit. Les appendices de topologie sont inspirés de
cours de Choquet [Cho64] de T. Tao [Tao16].

Les chapitres portant une étoile peuvent être sautés en première lecture. Ceux sur
la formule de Stokes sont une introduction heuristique, dont les trous pourront
être comblés par la lecture d’ouvrages plus spécialisés.

Les livres suivants sont plus avancés et fourniront des références et des compléments
sur divers aspects du cours :

— Arnold [Arn84] sur les équations différentielles,
— Arnold encore [Arn88, Arn89] sur les systèmes dynamiques et la mécanique

classique,
— J.-P. Demailly [Dem06] sur l’analyse numérique,
— F. Pham [Pha92] sur le calcul et la géométrie différentiels,
— Rudin [Rud74] sur l’analyse complexe,
— Hirsch [Hir94] et Milnor [Mil97] sur la topologie différentielle,
— Hörmander [Hör07] sur l’analyse convexe,
— Kolmogorov-Fomin [KF57], H. Brezis [Bre99] ou Hirsch-Lacombe [HL99]

sur l’analyse fonctionnelle.

Merci à ceux qui m’ont aidé à améliorer ce cours, dont A. Ben Amor, T. Castan,
A. Chenciner, G. Flath, A. Frouvelle et D. Gontier, et qui continueront à le faire...
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C Espaces métriques complets 157

Glossaire 161

Alphabet grec 165

Bibliographie 168

Index 169



Chapitre 1

Dérivée d’un chemin

Mots-clefs du chapitre Chemin, courbe paramétrée, vitesse, accélération, for-
mule de Taylor, vecteur tangent, point régulier, point d’inflexion, point de rebrous-
sement (cusp)

Soit c : I intervalle ouvert Ă R Ñ Rp, t ÞÑ cptq. Une telle application, qui ne
dépend que d’une variable, s’appelle un chemin ou une courbe paramétrée de Rp :
on peut penser à la variable t comme au temps et à cptq comme la position d’un
point mobile, au temps t.

La courbe (non paramétrée) associée à c est l’image cpIq Ă Rp de l’application c.
Réciproquement, c s’appelle un paramétrage de son image.

1.1 Exemple. Le graphe d’une fonction f : I intervalle ouvert Ă R Ñ R est la
courbe

C “ tpx, fpxqq, x P Iu Ă R2.

Son paramétrage par l’abscisse est c : I Ñ R2, x ÞÑ px, fpxqq.

1.2 Définition. La dérivée de c en t P I est la limite dans Rp, si elle existe,

c1ptq “ lim
τÑ0

1

τ
pcpt ` τq ´ cptqq P Rp.

Il est équivalent de dire que

c1ptq “ 1

τ
pcpt ` τq ´ cptqq ` op1q,

ou que

cpt ` τq “ cptq ` c1ptqτ ` opτq, (1.1)

quand τ tend vers 0, c’est-à-dire que c possède un développement limité du premier
ordre en t, et que le coefficient dans le terme linéaire est c1ptq.

— La notation opτ kq désigne une fonction négligeable devant τ k quand τ tend

vers 0, c’est-à-dire telle que opτkq
τk

Ñ 0.
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10 CHAPITRE 1. DÉRIVÉE D’UN CHEMIN

— En composantes, si l’on note 1 c “

¨

˚

˝

c1
...
cp

˛

‹

‚
, on obtient

¨

˚

˝

c1pt ` τq
...

cppt ` τq

˛

‹

‚
“

¨

˚

˝

c1ptq
...

cpptq

˛

‹

‚
`

¨

˚

˝

c1
1ptq
...

c1
pptq

˛

‹

‚
τ `

¨

˚

˝

opτq
...

opτq

˛

‹

‚
,

donc

c1ptq “

¨

˚

˝

c1
1ptq
...

c1
pptq

˛

‹

‚
. (1.2)

La caractérisation (1.1) a le mérite de garder un sens si τ est un vecteur, à condition
que c1pτq soit une application linéaire et que opτq soit pris au sens de op}τ}q ; c’est
celle-ci qui nous permettra de généraliser la notion de dérivée au cas de plusieurs
variables.

1.a Exercice (Deux chemins de Lissajous). Tracer l’image des chemins c “ px, yq :
R Ñ R2 suivants :

#

xptq “ cos3 t sin t

yptq “ cos2 t,

#

xptq “ 3 cos t ` 2 cosp3tq
yptq “ 3 sin t ´ 2 sinp3tq

(ce sont deux exemples de courbes de Lissajous, 2 dont, par définition, les compo-
santes sont des polynômes trigonométriques).

Indication. En exploitant la périodicité et la symétrie par rapport aux axes de
coordonnées, on se ramène à étudier c sur l’intervalle r0, π{2s dans le premier cas
et r0, π{4s dans le second. Pour tracer les tangentes verticales et horizontales, on
pourra utiliser la notion de vecteur tangent en un point régulier, décrite ci-dessous ;
pour tracer les tangentes au point singulier t “ π{2 de la première courbe, on
utilisera la formule de Taylor rappelée ci-dessous ou, plus généralement, on pourra
se réferrer à l’exercice 1.b. Voir la figure 1.1.

On note donc c1 : I Ñ Rp la dérivée ou vitesse de c. C’est une application de
même nature que c elle-même, à savoir un chemin de Rp. En continuant à dériver,
on note c2 “ pc1q1 l’accélération, c3 “ pc2q1, puis cpkq “ pcpk´1qq1 pour les ordres de
dérivation suivants. Par exemple, quand un homme politique affirme que la hausse
du chômage décélère, c’est dire que, si c est le nombre de chômeurs, c3 ă 0.

1. Noter les vecteurs verticalement est arbitraire. Cette convention a l’unique avantage de
faciliter le calcul des produits matrice-vecteur. Nous ne serons pas toujours cohérents là-dessus
et nous noterons parfois c “ pc1, ..., cpq un chemin dans Rp sans que cela doivent être compris
différemment.

2. Jules Antoine Lissajous (1822-1884), physicien français, célèbre pour son étude des
phénomènes oscillatoires, ainsi que pour avoir expérimenté, pendant le siège de Paris en 1870,
un système de communication optique via une montgolfière



11

Figure 1.1 – Deux chemins de Lissajous

L’allure d’un chemin au voisinage d’un point (notamment un point où la vitesse
s’annule) est déterminée par l’importante formule de Taylor, que nous rappelons
maintenant : le développement de Taylor de c s’obtient simplement en développant
chacune des coordonnées de c.

1.3 Rappel (Les deux formules fondamentales du calcul différentiel [Féj14]). Si
f : ra, bs Ñ R est en escalier (constante sur chaque intervalle d’une subdivision finie
de ra, bs), on définit de façon évidente l’intégrale de f . Si f est seulement continue
(éventuellement par morceaux), il existe une suite pfnq de fonctions en escalier qui
converge uniformément vers f , et l’on montre que : 1) l’intégrale de fn converge,
2) la limite ne dépend pas du choix de la suite. Si maintenant c “ pc1, ..., cpq est

un chemin de Rp continu sur ra, bs, on pose
şb

a
cptq dt “

´

şb

a
c1ptq dt, ...,

şb

a
cpptq dt

¯

.

Avec ces définitions, on montre que,

1) Si c : ra, bs Ñ Rp est continue, la fonction Cptq “
şt

a
cpsq ds est de classe C1 et

C 1ptq “ cptq, i.e. C est une solution de l’équation différentielle C 1 “ c de donnée c.

2) Si C : ra, bs Ñ Rp est de classe C1, Cpbq ´ Cpaq “
şb

a
C 1ptq dt, i.e. l’équation

différentielle précédente possède au plus une solution une fois que Cpaq est fixé.

1.4 Notation. On note c : pR, tq Ñ Rp un chemin défini sur un certain voisinage
de t dans R. Cette notation permet de ne pas donner de nom à ce voisinage. On
peut aussi noter c : pR, tq Ñ pRp, aq si de plus cptq “ a.

1.5 Théorème (Formule de Taylor). Si c est de classe Ck`1 sur un voisinage de t
(c’est-à-dire que cpk`1q existe sur ce voisinage et y est continue), pour tout τ assez
petit,

cpt ` τq “ cptq ` c1ptq τ ` ¨ ¨ ¨ ` cpkqptq τ
k

k!
`

ˆ
ż 1

0

p1 ´ sqk
k!

cpk`1qpt ` sτq ds
˙

τ k`1.
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Démonstration. D’après la seconde formule fondamentale ci-dessus, appliquée au
chemin s ÞÑ cpt ` sτq, r0, 1s Ñ Rp,

cpt ` τq “ cptq `
ż 1

0

d

ds
cpt ` sτq ds

“ cptq `
ˆ

ż 1

0

c1pt ` sτq ds
˙

τ.

Ensuite, une intégration par parties (en choisissant, comme primitive de 1, la
fonction s´ 1, qui a le mérite de s’annuler en s “ 1 et donc de faire disparâıtre le
terme en c1pt ` τq) montre

cpt ` τq “ cptq ´
“

p1 ´ sqc1pt ` sτq
‰1

0
τ `

ˆ
ż 1

0

p1 ´ sqc2pt ` sτq ds
˙

τ 2

“ cptq ` c1ptqτ `
ˆ

ż 1

0

p1 ´ sqc2pt ` sτq ds
˙

τ 2,

et, par récurrence, la formule voulue.

Voici maintenant une généralisation de la notion de vecteur vitesse. En effet, en un
point t où la vitesse c1 s’annule, celle-ci ne suffit pas pour déterminer la direction
tangente au chemin ; c’est qu’on arrive trop lentement au point cptq pour voir d’où
l’on vient et où l’on va. On pallie cette difficulté en accélérant le temps.

1.6 Définition. La droite tangente à c en t est la droite limite, si elle existe, de la
droite (“corde”) joignant cptq à cpt` τq quand τ tend vers 0. En prenant la limite
quand τ tend vers 0˘, on obtient la notion de droite tangente à gauche ou à droite.

La droite Dt,τ joignant cptq à cpt` τq est l’ensemble des points p “ px, yq tels que
les vecteurs p´ cptq et cpt` τq ´ cptq soient colinéaires. Elle a donc pour équation

detpp ´ cptq, cpt ` τq ´ cptqq “
∣

∣

∣

∣

x ´ xptq xpt ` τq ´ xptq
y ´ yptq ypt ` τq ´ yptq

∣

∣

∣

∣

“ 0.

Le cas le plus simple est celui où c1ptq ‰ 0 ; on dit que t est un point régulier de c.
D’après la formule de Taylor au premier ordre :

cpt ` τq “ cptq ` c1ptqτ ` opτq,

donc l’équation est de la forme

τpy1ptqpx ´ xptqq ´ x1ptqpy ´ yptqq ` op1qq “ 0.

Après division de l’équation par τ (ce qui ne change pas la droite), quand τ tend
vers 0 l’équation de Dt,τ tend vers l’équation

y1ptqpx ´ xptqq ´ x1ptqpy ´ yptqq “ 0

de la droite tangente en t au chemin ; c’est la droite passant par cptq et de pente
y1ptq{x1ptq P R Y t8u (comme x1ptq et y1ptq ne sont pas tous deux nuls, ce rapport
n’est pas indéterminé).
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En un point singulier, où c1ptq “ 0, on peut avoir besoin de calculer un équivalent
plus précis de cpt` τq ´ cpτq quand τ tend vers 0. Souvent, il suffit de calculer un
développement limité de c jusqu’au premier terme non nul de la série de Taylor,
et ce dernier indique alors la direction tangente. Si la série de Taylor de c en t est
nulle, on parle de point plat, et il faut utiliser une autre échelle de comparaison.

1.b Exercice ‹ (Vecteur tangent à un chemin en un point singulier).
Soient c “ px, yq : pR, tq Ñ R2 et k ě 1 tels que c soit de classe Ck`1 et 3

c1ptq “ ¨ ¨ ¨ “ cpk´1qptq “ 0, cpkqptq ‰ 0;

on suppose k minimal pour cette propriété.

En post-composant c par une transformation linéaire qui envoie le vecteur v sur
le premier vecteur de la base canonique, on se ramène au cas où xpkqptq ‰ 0. Soit
l le plus petit entier ą k tel que yplqptq ‰ 0. Le point t est

— régulier si k “ 1 (c’est le cas banal, les autres sont exceptionnels)
— un point d’inflexion si k et l sont impairs et l ą k

— un point de rebroussement (ou point cusp, en franglais) si k est pair (de
première espèce si l impair, de seconde espèce si l est pair).

1. Donner des exemples de points d’inflexion et de rebroussement, et les dessiner.
Comment définir une demi-tangente en un point de rebroussement ?

c(t)

D = c(t) +Dc′(t)

D

Figure 1.2 – Droite des vecteurs tangents en un point régulier de c (k “ 1)

D D
c(t) c(t)

Figure 1.3 – Point d’inflexion et point de rebroussement

1.c Exercice (Cardiöıde). Justifier le tracé figure 1.4 de la courbe définie en coor-
données polaires par l’équation r “ 1` cos θ. On déterminera la tangente en θ “ 0
et π.

3. Si c1ptq “ c2ptq “ ¨ ¨ ¨ “ cpk´1qptq “ 0 et cpkqptq ‰ 0, on dit que le chemin c est plat à l’ordre
k ´ 1. Ici, on est en train de supposer que c n’est pas plat à tout ordre.



14 CHAPITRE 1. DÉRIVÉE D’UN CHEMIN

Figure 1.4 – Cardiöıde

On montre qu’une courbe c : pR, aq Ñ pRp, bq est entièrement définie, localement
au voisinage de a, par la donnée de son vecteur vitesse c1ptq à chaque instant
t proche de a. (Ça n’est pas évident, et l’on ne peut généralement pas calculer
cptq “ pxptq, ypyqq explicitement, par de simples calculs d’intégrales.) C’est en fait
le contenu essentiel du théorème de Cauchy-Lipschitz (voir l’exercice 4.d pour une
première démonstration).

L’exercice suivant montre un cas où, à défaut de trouver explicitement le chemin
c, on peut déterminer la courbe image.

1.d Exercice (Facteur intégrant).
Soient c : R Ñ R2 un chemin dont la vitesse au point px, yq “ cptq est donnée par
le champ de vecteurs

v : R2 Ñ R2, px, yq ÞÑ px ` sin xqpy,´xq.

1. Montrer qu’il existe une fonction non triviale (= non constante localement au
voisinage de c) f de classe C8 sur R2 telle f soit constante le long de c.

2. En déduire que c est bornée.

1.e Exercice (Courbure).
Soit c : rt0, t1s Ă R Ñ R2 un chemin dans le plan, de classe C2. La longueur de c
est

Lpcq “
ż t1

t0

}c1ptq} dt.

1. Montrer que Lpcq est invariant par changement de paramétrage (on fera des
hypothèses plausibles sur le “changement de paramétrage”).

Supposons que t P st0, t1r soit un point régulier (c1ptq ‰ 0). Le vecteur tangent
unitaire est

τptq “ c1ptq
}c1ptq} ,
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et le vecteur normal unitaire est le vecteur νptq obtenu à partir du précédent par
une rotation de π{2. La (droite) normale est la droite passant par cptq et dirigée
par le vecteur normal unitaire.

2. Montrer que généralement les normales en t et en s se coupent en un point
unique, et que ce point a une limite quand s tend vers t. On appelle centre de
courbure et l’on note Cptq cette limite.

3. Déterminer le nombre Rptq ě 0, appelé le rayon de courbure, tel que

Cptq “ cptq ˘ Rptqνptq;

la courbure est 1{Rptq.
Le chemin C est la développée de c et, inversement, c est la développante de C.

4. Trouver la développée de cptq “ p3t ´ t3, 3t2q.

Exercices complémentaires

1.f Exercice (Ellipse). Trouver un paramétrage rationnel de l’ellipse

cptq “ pa cos t, b sin tq pt P Rq

(où a et b sont deux réels fixés), c’est-à-dire un chemin c̃ dont l’image cöıncide
avec celle de c, et dont les composantes soient des fractions rationnelles.

1.g Exercice ‹ (Étude des solutions d’une équation différentielle).
Étudier qualitativement les solutions de l’équation

t2x13 ` x2x1 ´ x2 “ 0

(sont-elles bornées ?, quelle sont leurs limites au bord de leur domaine d’exis-
tence ?) ; on pourra commencer par trouver un paramétrage rationnel de la courbe
cissöıde d’équation

Y pX2 ` Y 2q ´ X2 “ 0,

et s’y ramener.

1.h Exercice (Longueur d’un chemin continu).
Soient c : T “ ra, bs Ñ Rn un chemin continu et τ “ tt0 “ a ď t1 ď ¨ ¨ ¨ ď tn´1 ď
tn “ bu une subdivision de ra, bs. La variation totale de c relativement à τ est

Vτ pcq “
n

ÿ

i“1

}cptiq ´ cpti´1q} P r0,`8r,

où } ¨ } est la norme euclidienne de Rn. Autrement dit, Vτ pcq est la longueur du
polygone de sommets successifs cpt0q, ..., cptnq. Quand on choisit des subdivisions
contenant de plus en plus de points de ra, bs, ce polygone approche la courbe c de
plus en plus près. La longueur de c (voir la figure 1.5) est

Lpcq “ sup
τ

Vτ pcq P r0,`8s.
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Le chemin c est rectifiable si il est de longueur finie.

1. Montrer que si c est lipschitzien, il est rectifiable.

2. Montrer que si c est de classe C1,

Lpcq “
ż b

a

}c1ptq} dt;

on pourra appliquer le théorème des accroissements finis à la courbe ϕ : t ÞÑ
cptq ´ tc1psq, s P T .
3. Montrer que

c : r0, 1s Ñ R, t ÞÑ
#

t2 cos2pπ{t2q si t ‰ 0

0 si t “ 0

n’est pas rectifiable.

4. Montrer que si T “ r0, πs, n P N˚ et cn : r0, πs Ñ R2, t ÞÑ pt, n´1 sinntq, la
longueur de cn ne dépend pas de n P N˚. La longueur est-elle une fonctionnelle
continue ?

γ([a, b])

x0
x1

x2

x3

x4

Figure 1.5 – La longueur de c est la limite supérieure des courbes polygonales
inscrites

1.i Exercice (Limite d’une dérivée).
1. La fonction f : x ÞÑ x2 sinp1{x2q, prolongée par continuité en 0, est-elle dérivable
sur [0,1] ? Sa dérivée est-elle continue ?

2. Montrer que, si f : r0, 1s Ñ Rp est continue, dérivable sur s0, 1s, et telle que f 1

possède une limite ℓ P Rp en 0, f est dérivable en 0 et f 1p0q “ ℓ.



Chapitre 2

Dérivée d’une application

Mots-clefs du chapitre Dérivée, dérivée partielle, gradient

On a défini la dérivée en t d’un chemin c : pR, tq Ñ Rp comme le vecteur

c1ptq “ lim
τÑ0

cpt ` τq ´ cptq
τ

P Rp.

Cette égalité équivaut au développement limité

cpt ` τq “ cptq ` c1ptqτ ` opτq,

où le vecteur c1ptq “

¨

˚

˝

c1
1ptq
...

c1
pptq

˛

‹

‚
peut aussi être vu comme une matrice-colonne,

soit une application linéaire de LpR,Rpq, et le scalaire τ comme une vecteur 1-
dimensionnel, de sorte que c1ptqτ s’interprète comme un produit matrice-vecteur,
à valeurs dans Rp. Cette formulation se généralise directement au cas où l’espace
de départ est multi-dimensionnel.

Soit donc f : pRn, xq Ñ Rp une application. 1

2.1 Définition. L’application f est dérivable en x si il existe une application
f 1pxq P LpRn,Rpq (linéaire) telle que

fpx ` ξq “ fpxq ` f 1pxq ¨ ξ ` opξq (2.1)

quand ξ tend vers 0. L’application f 1pxq P LpRn,Rpq s’appelle la dérivée de f en
x, 2 et, si ξ P Rn, le vecteur

f 1pxq ¨ ξ “ lim
tÑ0

1

t
pfpx ` tξq ´ fpxqq (2.2)

1. Rappelons pour la dernière fois que cette notation signifie que f est définie sur un certain
voisinage (auquel on ne souhaite pas ici donner de nom) de x dans Rn.

2. La dérivée s’appelle aussi la différentielle, le jacobien, l’application linéaire tangente, etc.,
et se note dfpxq, dxf , Dfpxq, Jfpxq, Tfpxq, f˚pxq, etc. Le point de vue moderne est de ne pas
changer de terminologie ni de notation, par rapport à la dérivée d’une fonction d’une variable,
puisque celle-ci n’est qu’un cas particulier de la notion générale de dérivée. (Qui voudrait noter
différemment, par exemple, l’addition des nombres rationnels et l’addition des nombres entiers ?)
Dans le cas où n “ 1, le produit matrice-vecteur f 1pxq ¨ ξ se réduit au produit d’un vecteur par
un scalaire.

17



18 CHAPITRE 2. DÉRIVÉE D’UNE APPLICATION

s’appelle la dérivée directionnelle de f en x dans la direction de ξ.

L’expression (2.2) montre que la dérivée, si elle existe, est unique. Mais attention,
il ne suffit pas que la dérivée directionnelle de f existe dans toute direction pour
que f soit dérivable (on pourra voir différentes pathologies possibles, propres à la
dimension n ą 1, dans l’exercice 2.h).

x

y = f(x)

ξ

x1

x2

y

Figure 2.1 – Dérivée directionnelle : c’est la dérivée de la fonction le long du
chemin t ÞÑ x ` tξ

La notation f 1pxq ¨ ξ fait ressortir le fait que f 1pxq est une matrice, élément de
Mp,npRq, que l’on multiplie matriciellement par ξ P Rn, pour obtenir un vecteur
de Rp. La i-ième ligne de f 1pxq est la dérivée de fi, la i-ième composante de f .

2.2 Exemple. Si f est une application linéaire,

f 1pxq ¨ ξ “ lim
tÑ0

1

t
pfpx ` tξq ´ fpxqq “ fpξq.

La dérivée en un point x d’une fonction d’une variable f : pR, xq Ñ Rp (chemin)
était auparavant définie comme un vecteur de Rp,

f 1pxq “

¨

˚

˝

f 1
1pxq
...

f 1
ppxq

˛

‹

‚
, (2.3)

et non comme une application linéaire R Ñ Rp. Mais le vecteur (2.3) peut aussi
bien être vu comme une matrice colonne P Mn,1pRq, c’est-à-dire justement comme
une application linéaire R Ñ Rp,

τ ÞÑ

¨

˚

˝

f 1
1pxqτ
...

f 1
ppxqτ

˛

‹

‚
,

conformément à la définition 2.1.

2.3 Notation. Soient e1, ..., en les vecteurs de la base canonique de Rn. La dérivée
directionnelle de f dans la direction de ei s’appelle la i-ième dérivée partielle de f
en x et se note

Bf
Bxi

pxq “ f 1pxq ¨ ei “ lim
tÑ0

1

t
pfpx ` teiq ´ fpxqq;
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c’est la dérivée du chemin de Rp obtenu en figeant toutes les coordonnées de x sauf
la i-ième. On la note aussi Bxi

fpxq ou Bifpxq.

Par exemple,

Bf
Bx1

px1, x2q “ lim
tÑ0

1

t
pfpx1 ` t, x2q ´ fpx1, x2qq .

�
Attention, contrairement à ce que cette notation suggère, la i-ème dérivée partielle
de f en x dépend de toutes les coordonnées utilisées, et non seulement de la i-ième.
En effet, la courbe, paramétrée par xi, le long de laquelle la i-ième dérivée partielle
de f se calcule, a pour équation xj “ ctej (j ‰ i). La forme de cette courbe dépend
donc des coordonnées xj (tandis que xi ne détermine que son paramétrage). C’est
une source d’erreur classique, qui a trompé même des mathématiciens tels que
Lagrange ou Laplace au 18e siècle. Mais, au 21e siècle, cette erreur n’est plus
tolérée dans une copie de L3 !

2.4 Exemple. Considérons la fonction

fpx1, x2q “ x2

et le changement de coordonnées

ˆ

y1
y2

˙

“ φ

ˆ

x1
x2

˙

“
ˆ

x1
x1 ` x2

˙

,

de sorte que
ˆ

x1
x2

˙

“ φ´1

ˆ

y1
y2

˙

“
ˆ

y1
´y1 ` y2

˙

.

Posons g “ f ˝ φ´1, c’est-à-dire gpy1, y2q “ fpx1, x2q “ x2 “ y2 ´ y1
3 :

x ✤ φ //
☛

f %%❑❑
❑❑

❑❑
❑❑

❑❑
❑ y✸

gyysss
ss
ss
ss
ss

fpxq “ gpyq

Alors
B1fpxq “ 0 ‰ B1gpyq “ ´1,

bien que x1 “ y1. Géométriquement, on voit que ces deux dérivées n’ont rien à
voir : elles sont les taux d’accroissement de la fonction f le long des chemin x2 “
cte et y2 “ x1 ` x2 “ cte respectivement. On peut faire remonter ce phénomène
au fait qu’un élément e˚

i de la base duale pe˚
1 , ..., e

˚
nq d’une base pe1, ..., enq d’un

espace vectoriel dépend non seulement de ei mais de tous les ej.

La matrice de f 1pxq s’exprime de la façon suivante, dans les bases canoniques de
Rn et de Rp.

3. Quand on écrit gpyq “ fpxq, il est tacite que y “ φpxq. Pour ainsi définir g, il faut que φ

soit inversible.
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2.5 Lemme. Si f : pRn, xq Ñ Rp est dérivable en x,

f 1pxq “
ˆ Bf

Bx1
pxq, ..., Bf

Bxn
pxq

˙

“

¨

˚

˝

B1f1pxq ¨ ¨ ¨ Bnf1pxq
...

...
B1fppxq ¨ ¨ ¨ Bnfppxq

˛

‹

‚
P Mp,npRq.

On est ainsi ramené à des calculs de dérivées de fonctions réelles d’une variable
réelle. Par exemple, si

f : R2 Ñ R2, px, yq ÞÑ
ˆ

sinpx ´ yq
x ` 2y

˙

,

sa dérivée en px, yq est la matrice

f 1px, yq “
ˆ

cospx ` yq ´ cospx ` yq
1 2

˙

.

Par ailleurs, il est commode de savoir écrire directement la formule développée :

f 1pxq ¨ ξ “
ÿ

i

Bf
Bxi

pxqξi,

sans passer par la matrice. Cette formule est intuitive : la variation infinitésimale
de f (! infinitésimal " signifie : la variation fpx` ξq ´ fpxq, au premier ordre en ξ
quand ξ tend vers 0) est la somme des ξi pondérés par les dérivées partielles de f .

Démonstration.

f 1pxq ¨ ξ “ f 1pxq ¨
ÿ

i

ξiei

“
ÿ

i

ξi f
1pxq ¨ ei (linéarité)

“
ÿ

i

ξi
Bf
Bxi

pxq (notation)

“
ˆ Bf

Bx1
pxq, ..., Bf

Bxn
pxq

˙

¨

˚

˝

ξ1
...
ξn

˛

‹

‚
(produit matrice-vecteur).

La seconde égalité découle de (1.2).

Par exemple, la dérivée en x “
ˆ

x1
x2

˙

de l’application

f : R2 Ñ R3,

ˆ

x1
x2

˙

ÞÑ

¨

˝

x1
x21 ` x2
x32

˛

‚
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est

f 1pxq “

¨

˝

1 0
2x1 1
0 2x22

˛

‚P M3,2pRq “ LpR2,R3q.

Le lemme précédent connâıt des généralisations évidentes. Par exemple, si f :
pRn ˆ Rm, px, yqq Ñ Rp est dérivable, la dérivée de f se décompose naturellement
en deux blocs horizontaux :

f 1px, yq “
´

Bf
Bxpx, yq Bf

By px, yq
¯

,

où par exemple le premier bloc Bf
Bxpx, yq P LpRn,Rpq désigne la dérivée de f par

rapport à la variable x, obtenue en figeant y.

2.6 Notation. Si f est une application linéaire Rn Ñ Rp, on a vu (exemple 2.2)
qu’elle est égale à sa propre différentielle en tout point. Comme l’application
linéaire f 1pxq ne dépend pas du point x où on la calcule, il est d’usage de no-
ter alors df au lieu de f 1pxq ou de dfpxq. 4

En particulier avec les omniprésentes “applications coordonnées” xi : Rn Ñ R,
u ÞÑ xipuq “ ui,

dxi : R
n Ñ R, v ÞÑ vi

est la i-ième projection canonique Rn Ñ R 5, et

f 1pxq “ Bx1
fpxq dx1 ` ¨ ¨ ¨ ` Bxn

fpxq dxn.

Cette écriture est intuitive : la variation de f est la somme des contributions de
dérivées partielles par rapport à chacune des variables.

2.7 Proposition (Règles de calcul). 1. La dérivation est linéaire : si f, g :
pRn, xq Ñ Rp sont dérivables en x et si α, β P R,

pαf ` βgq1pxq “ αf 1pxq ` βg1pxq.

2. Si f : pRn, xq Ñ pRp, yq et g : pRp, yq Ñ Rq sont deux applications dérivables
respectivement en x et en y, g ˝ f est dérivable en x et sa dérivée est le
produit matriciel des dérivées de f et de g :

pg ˝ fq1pxq “ g1pyq ¨ f 1pxq. (2.4)

3. Si f : pRn, xq Ñ pRn, yq est localement inversible et si f et f´1 sont
dérivables (respectivement en x et en y), f 1pxq est un automorphisme de
Rn et

`

f´1
˘1 pyq “ f 1pxq´1.

Démonstration. 1. Trivial en utilisant l’unicité de la dérivée.

4. On aurait aussi pu penser à f 1...
5. La raison pour distinguer xi de dxi apparâıtra dans le chapitre sur les surfaces. En gros,

l’argument de xi est un “point” tandis que celui de dxi est un “vecteur tangent”, choses qui ne
seront alors plus les mêmes...
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2. La formule découle du développement limité suivant :

g ˝ fpx ` hq “ gpfpxq ` f 1pxq ¨ h ` ophqq
“ gpyq ` g1pyq ¨ pf 1pxq ¨ h ` ophqq ` opf 1pxq ¨ h ` ophqq
“ gpyq ` g1pyq ¨ f 1pxq ¨ h ` ophq.

3. La formule précédente appliquée à f ˝ f´1 “ id et à f´1 ˝ f “ id donne
respectivement

f 1pxq ¨ pf´1q1pyq “ I et pf´1q1pyq ¨ f 1pxq “ I,

donc l’opérateur pf´1q1pyq est inversible, d’inverse f 1pxq.

Un cas particulier de la formule 2.4 est le suivant : Si c : pR, tq Ñ pRn, xq et
f : pRn, xq Ñ pRp, yq sont dérivables,

pf ˝ cq1ptq “ f 1pxq ¨ c1ptq.

Cette formule peut être utilisée pour définir de façon cinématique la dérivée de f
dans la direction de c1ptq : f 1pxq ¨ c1ptq n’est autre que la vitesse du chemin f ˝ c ;
il est ici important que cette quantité ne dépend de c qu’à travers c1ptq.

f
γ′(t)

f(γ(t))

(f ◦ γ)′(t)

γ(t)

Figure 2.2 – Dérivée d’une application

2.a Exercice (Dérivée le long d’un chemin). Soient c : pR, 0q Ñ pR2, 0q et f :
pR2, 0q Ñ R de classe C8, tels que c1 “ pB2f ˝ c,´B1f ˝ cq. Montrer que la fonction
f ˝ c est localement constante.

2.b Exercice (Équations de transport – méthode des caractéristiques (1)).
1. Trouver les fonctions f : R2 Ñ R, px, tq ÞÑ fpx, tq, de classe C1 vérifiant
l’équation de transport

Bxf “ Btf ;
on pourra utiliser le changement de variables ϕ : px, tq ÞÑ pu, vq “ px ` t, x ´ tq.
2. Trouver les fonctions f : R2 Ñ R, px, tq ÞÑ fpx, tq, de classe C2 vérifiant
l’équation de propagation des ondes

B2
xf “ B2

t f ;

on pourra utiliser le même changement de variables ϕ que dans la question précé-
dente.
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2.c Exercice (Une équation linéaire – méthode des caractéristiques (2)).
Soient g : R2 Ñ R une fonction nulle en 0 et f0 : R Ñ R une fonction paire, toutes
deux de classe C1.

1. Trouver l’expression de la fonction f : R2 Ñ R de classe C1 telle que

´y Bxfpx, yq ` x Byfpx, yq “ gpx, yq et fpx, 0q “ f0pxq p@x, yq,

en supposant qu’elle existe ; on pourra chercher f en coordonnées polaires pr, θq
(avec x “ r cos θ, y “ r sin θ).

2. Cette solution existe-t-elle si gpx, yq “ 1 (pour tous x, y) ?

3. Si gpx, yq “ xy (sans omettre de vérifier le caractère C1 de f) ?

2.d Exercice (Application bilinéaire).
Soit B : Rn ˆ Rm Ñ Rp une application bilinéaire.

1. Montrer qu’il existe C ě 0 tel que

}Bpx, yq} ď C }x} }y};

la plus petite des constantes C pour cette inégalité est appelée la norme de B, i.e.

}B} “ sup
}x}“1, }y}“1

}Bpx, yq}.

2. En déduire la dérivée de B.

3. En déduire la dérivée de la composition des applications linéaires.

4. Soit c : pR, 0q Ñ pMnpRq, Inq un chemin dérivable de matrices isométriques,
c’est-à-dire tracé sur

OnpRq “ tM P MnpRq, tMM “ Iu.

Montrer que le vecteur vitesse c1p0q est une matrice antisymétrique. Dans le cas
n “ 3, définir le vecteur rotation associé à c1p0q (ceci utilise le produit vectoriel).

2.e Exercice. Calculer la dérivée des applications suivantes (en un point quel-
conque) :

1. MnpRq Ñ MnpRq, M ÞÑ M2

2. MnpRq Ñ MnpRq, M ÞÑ tMM .

3. GLnpRq Ñ MnpRq, M ÞÑ M´1 (on commencera par montrer que GLnpRq est
ouvert dans MnpRq)
4. MnpRq Ñ R, M ÞÑ detM (on pourra commencer par les matrices inversibles).

Un vecteur étant plus facile à représenter qu’une forme linéaire, on considère sou-
vent le gradient, défini dans l’exercice suivant.
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2.f Exercice (Gradient d’une fonction).
Soit f : pRn, aq Ñ R une fonction dérivable en a. Le gradient de f en a est le
vecteur grad fpaq P Rn défini par

xgrad fpaq|ξy “ f 1paq ¨ ξ p@ξ P Rnq,

où x¨|¨y est un produit scalaire (euclidien) de Rn.

1. Justifier l’existence du gradient.

2. Montrer que grad fpaq pointe dans la “direction de plus grande pente” de f ,
c’est-à-dire dans la direction dans laquelle il faut se déplacer pour que la valeur de
f augmente le plus vite possible.

3. Dans le cas où n “ 2, calculer les composantes de grad fpaq pour le produit
scalaire standard

xξ|ηy “ ξ1η1 ` ξ2η2.

Soient
ρ : R2 Ñ R2, p “ pr, θq ÞÑ px1, x2q “ pr cos θ, r sin θq

l’application “coordonnées polaires”, p tel que ρppq “ a, et

F “ f ˝ ρ : pR2, pq Ñ R, pr, θq ÞÑ fpr cos θ, r sin θq;

F est la fonction f “lue dans les coordonnées polaires”.

Soit x¨|¨yp le produit scalaire induit en p par les coordonnées polaires, à savoir

xP |Qyp “ xρ1ppq ¨ P, ρ1ppq ¨ Qy. 6

4. Calculer les composantes du gradient de F en p relativement au produit scalaire
x¨|¨yp, dans la base canonique, puis dans une base orthonormée.

2.g Exercice (C-dérivabilité).
Soit f : pC, zq Ñ C. Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est C-dérivable en z, c’est-à-dire que

f 1pzq :“ lim
ζÑ0, ζPC˚

fpz ` ζq ´ fpzq
ζ

existe dans C

2. f est différentiable en z (vue comme une fonction pR2, zq Ñ R2) et satisfait
l’équation de Cauchy-Riemann :

Bf
By pzq “ i

Bf
Bx pzq.

3. f est conforme, c’est-à-dire conserve les angles : si f 1pzq ‰ 0 et si ζ1, ζ2 P C,
l’angle entre ζ1 et ζ2 est le même qu’entre f 1pzq ¨ ζ1 et f 1pzq ¨ ζ2.

En Analyse complexe, on montre que, si f est C-dérivable, elle est localement
développable en série entière, donc de classe C8 [Rud74].

6. La collection des produits scalaires ainsi obtenus en faisant varier le point p s’appelle une
métrique riemannienne.
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Exercices complémentaires

2.h Exercice (Dérivabilité directionnelle et dérivabilité).
1. Soit f : pRn, xq Ñ Rp. Se convaincre que les propriétés suivantes vont par force
croissante :

1. f possède une dérivée dans toutes les directions en x, i.e. pour tout ξ P Rn

la limite

f 1pxq ¨ ξ “ lim
tÑ0

1

t
pfpx ` tξq ´ fpxqq

existe

2. f possède une dérivée dans toutes les directions en x et l’application f 1pxq :
ξ ÞÑ f 1pxq ¨ ξ est linéaire 7

3. f est dérivable en x 8

et que la dernière implique la continuité de f en x.

2. (Discontinuité) Trouver une fonction f discontinue en x mais possédant une
dérivée directionnelle dans toutes les directions.

3. Montrer que si, pour une fonction f : pRn, xq Ñ Rp et un vecteur v P Rn,
f 1pxq ¨ v existe, pour tout λ P R on a

f 1pxq ¨ pλvq “ λf 1pxq ¨ v.

4. (Non-linéarité) Trouver une fonction telle que f 1pxq soit définie sur tout Rn

mais ne soit pas linéaire.

5. Montrer que, si f est différentiable en x, pour tout chemin c : pR, 0q Ñ pRn, xq
dérivable,

pf ˝ cq1p0q “ f 1pxq ¨ c1p0q

(ceci est une première instance de la formule de dérivation des fonctions com-
posées).

6. (Non-uniformité) En déduire une fonction telle que f 1pxq P LpRn,Rpq, mais telle
que l’on n’ait pas

fpx ` ξq “ fpxq ` f 1pxq ¨ ξ ` opξq

quand ξ tend vers 0.

Indication : À défaut d’imaginer soi-même les trois exemples demandés, on pourra
donner des formules pour les fonctions dont les graphes sont tracés sur la figure 2.3.

7. On dit alors que f est Gateaux-dérivable (sans accents circonflexe, attention les franco-
phones !). René Eugène Gateaux (1889–1914) est un mathématicien français mort au combat
à 25 ans le 3 octobre 1914. Ses travaux en analyse fonctionnelle, notamment sur l’intégration en
dimension infinie, furent le point de départ de la construction la mesure de Wiener dans l’étude
du mouvement brownien.

8. Parfois on précise alors Fréchet-dérivable, par opposition à Gateaux-dérivable. Maurice
Fréchet est un mathématicien français (1878–1973). Remarquablement prolifique, il est célèbre
notamment pour ses découvertes en topologie, en probabilités et en analyse fonctionnelle.
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x

y

x

y

x

y

Figure 2.3 – Diverses raisons de ne pas être dérivable

2.i Exercice (Identité d’Euler).
Soient f : Rnzt0u Ñ R une fonction dérivable et k ě 1. Monter que les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est homogène de degré k : fptxq “ tkfpxq (@x P Rnzt0u, @t ą 0)

2. Identité d’Euler : f 1pxq ¨ x “ kfpxq (@x P Rnzt0u).

2.j Exercice (F. Laudenbach).
1. Soient pD1, D2, D3q et pD1

1, D
1
2, D

1
3q deux familles de droites vectorielles de R2.

Montrer qu’il existe une application linéaire (donc dérivable) de R2 dans lui-même
envoyant chaque Di sur D

1
i.

2. Soient maintenant pD1, ..., D4q et pD1
1, ..., D

1
4q deux familles de quatre droites

vectorielles de R2. Montrer qu’il existe une application dérivable f : R2 Ñ R2

inversible telle que fpDiq “ D1
i si et seulement si le birapport des deux famillles

est le même ; le birapport de quatre nombres complexes z1, ..., z4 deux à deux
distincts est

pz1, ..., z4q “ z3 ´ z1

z3 ´ z2
ˆ z4 ´ z2

z4 ´ z1
,

et le birapport de quatre droites vectorielles de R2 est le birapport de leurs pentes.



Chapitre 3

Classe C1

Mots-clefs du chapitre Classe Ck, formule de la moyenne, inégalité des ac-
croissements finis, formule de Liouville

Soit f : U ouvert Ă Rn Ñ Rp. Rappelons qu’on note C0pRn,Rpq l’espace vectoriel
des telles applications qui sont continues.

3.1 Définition. L’application f est continûment dérivable ou de classe C1, ce
qu’on note f P C1pU,Rpq, si elle est dérivable en tout point de U et si sa dérivée
f 1 : U Ñ LpRn,Rpq est continue. Elle est de classe Ck si f 1 : U Ñ LpRn,Rpq est
de classe Ck´1. Elle est de classe C8 si elle est de classe Ck pour tout k P N.

3.2 Lemme. Si f : U ouvert Ă Rn Ñ Rp et g : V ouvert Ă Rp Ñ Rq sont de
classe C1, g ˝ f est de classe C1 sur U X g´1pV q.

Démonstration. En tout point x P U1 :“ U Xg´1pV q, g ˝f est dérivable de dérivée

pg ˝ fq1pxq “ g1pfpxqq ¨ f 1pxq.

Cette dérivée est donc la composée de l’application continue

U1 Ñ LpRp,Rqq ˆ LpRn,Rpq, x ÞÑ pg1pfpxqq, f 1pxqq

et du produit matriciel (bilinéaire, donc continu, cf. l’exercice 2.d)

LpRp,Rqq ˆ LpRn,Rpq, pb, aq ÞÑ b ¨ a,

donc est continue.

3.3 Théorème (Formule de la moyenne). Si f est de classe C1 sur U et si c :
rα, βs Ñ U est un chemin de classe C1,

fpcpαqq ´ fpcpβqq “
ż β

α

f 1pcptqq ¨ c1ptq dt.

Démonstration. D’après la seconde formule fondamentale du calcul différentiel à
une variable,

fpcpαqq ´ fpcpβqq “
ż β

α

d

dt
fpcptqq dt,

27
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où
d

dt
fpcptqq “ f 1pcptqq ¨ c1ptq.

Rappelons que, si c : rα, βs Ñ Rn est un chemin de classe C1, sa longueur est

ℓpcq “
ż β

α

}c1ptq} dt.

Aussi, pourM P LpRn,Rpq, on note }M} la norme d’opérateur deM , subordonnée
aux normes euclidiennes sur Rn et Rp :

}M} “ max
xPRn, x‰0

}Mx}Rp

}x}Rn

.

(Exercice : Montrer que la “norme subordonnée” est bien une norme sur LpRn,Rpq,
et définir de même une norme subordonnée pour les applications bilinéaires.)

3.4 Corollaire (Inégalité des accroissements finis). Si f : U ouvert Ă Rn Ñ Rp

est de classe C1,
}fpyq ´ fpxq} ď ℓpcq sup

rα,βs
}f 1 ˝ c},

pour tout chemin c de classe C1 joignant x à y dans U .

En particulier, pour tous x, y P U tels que rx, ys P U ,
}fpyq ´ fpxq} ď }y ´ x} sup

rx,ys
}f 1}.

y

x

c

U

Figure 3.1 – L’inégalité des accroissements finis majore la variation de f entre x
et y

Démonstration. On a

}fpyq ´ fpxq} “
›

›

›

›

ż 1

0

f 1pcptqq ¨ c1ptq dt
›

›

›

›

ď
ż 1

0

}f 1pcptqq} }c1ptq} dt,

d’où la conclusion. Le cas particulier s’obtient en choisissant cptq “ p1 ´ tqx ` ty,
0 ď t ď 1.
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L’inégalité des accroissements finis est en fait vérifiée sous des hypothèses légère-
ment plus larges.

3.a Exercice (Inégalité des accroissements finis).
Soient F : rα, βs Ñ Rp et ϕ : rα, βs Ñ R deux applications continues, dérivables
sur sα, βr, telles que

}F 1ptq} ď ϕ1ptq
sur sα, βr. Montrer que

}F pβq ´ F pαq} ď ϕpβq ´ ϕpαq.

3.b Exercice. Montrer qu’une fonction f : Bpa, rq “ tx P Rn, }x´ a} ă ru Ñ Rp

est constante si et seulement si f 1 ” 0.

3.5 Corollaire. Soit f : U ouvert Ă Rn Ñ Rp. Les propriétés suivantes sont
équivalente :

1. f est de classe C1

2. les dérivées partielles Bxi
fpxq “ limtÑ0

1
t
pfpx` teiq ´ fpxqq existent et sont

continues.

Démonstration. L’implication directe est triviale, puisque, pour tout i “ 1, ..., n,

Bxi
fpxq “ f 1pxq ¨ ei.

Réciproquement, soit x P U . Notons Lpxq l’application linéaire de Rn dans Rp

définie par
Lpxq ¨ ξ “ Bx1

fpxq ξ1 ` ¨ ¨ ¨ ` Bxn
fpxq ξn.

Il n’y a qu’à montrer que

fpx ` ξq “ fpxq ` Lpxq ¨ ξ ` opξq,

puisque Lpxq dépend continûment de x par hypothèse. Pour un vecteur ξ donné
assez petit, soit c : r0, 1s Ñ U , t ÞÑ fpx ` tξq.
Or, c est dérivable, de dérivée

c1ptq “ Lpx ` tξq ¨ ξ.

En effet, la quantité
1

τ
pfpx ` pt ` τqξq ´ fpx ` tξqq

peut se décomposer comme

ÿ

1ďiďn

1

τ
pfpx ` tξ ` τpξ1, ..., ξi, 0, ..., 0qq ´ fpx ` tξ ` τpξ1, ..., ξi´1, 0, ..., 0qq

(de façon à ne faire apparâıtre que des variations parallèles aux axes de coor-
données), qui, par hypothèse quand τ tend vers 0, tend vers

c1ptq “
ÿ

1ďiďn

Bf
Bxi

px ` tξqξi “ Lpx ` tξq ¨ ξ.
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D’après cette expression de c1ptq, c1 est continue, donc c est de classe C1.

D’après la formule de la moyenne,

fpx ` ξq ´ fpxq “
ż 1

0

Lpx ` tξq ¨ ξ dt.

Donc

}fpx ` ξq ´ fpxq ´ Lpxq ¨ ξ} ď
ż 1

0

}Lpx ` tξq ´ Lpxq} dt }ξ}.

Or, cette dernière intégrale tend vers 0 avec t, puisque t ÞÑ Lpx` tξq est continue
sur l’invervalle compact r0, 1s, donc uniformément continue. Donc

}fpx ` ξq ´ fpxq ´ Lpxq ¨ ξ} “ opξq

comme voulu.

Dans l’exercice suivant, on démontre le théorème de fonction implicite par récur-
rence sur la dimension de l’équation. Une démonstration plus géométrique sera
donnée aux chapitres 5–9 (cette dernière passera facilement à la dimension infinie,
chapitre 26).

3.c Exercice (Fonction implicite).
Soit

f : pRn ˆ Rp Ñ Rp, p0, 0qq Ñ pR, 0q, px, yq ÞÑ fpx, yq
une fonction de classe C1 telle que

det
Bf
By p0, 0q ‰ 0.

On veut montrer qu’il existe une unique fonction

ϕ : pRn, 0q Ñ pRp, 0q

de classe C1 telle que, localement au voisinage de p0, 0q dans Rn ˆ Rp,

fpx, yq “ 0 ô y “ ϕpxq. (3.1)

1. Le montrer dans le cas où p “ 1.

Rappel. Soit M P MppRq. La méthode du pivot de Gauss montre qu’il existe une
suite d’opérations sur les lignes (permutations ℓ1

i “ ℓσi @i, dilatations ℓ1
i “ λℓi et

transvections ℓ1
i “ ℓi `λℓj) qui mette M sous forme triangulaire supérieure S. Ces

opérations peuvent être vues comme autant de multiplications à gauche de M par
des matrices (resp. de permutation, de dilatation ou de transvection) :

A1 ¨ ¨ ¨AkM “ U,

soit
M “ pA´1

k ...A´1
1 qU.

2. Conclure par récurrence sur p.
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3.d Exercice (Formule de Liouville).
1. Soient A : R Ñ MnpRq une fonction continue, et x1, ..., xn : R Ñ Rn des
solutions de l’équation différentielle linéaire

x1ptq “ Aptqxptq.

Montrer que le (déterminant) wronskien (aussi appelé (déterminant) jacobien)

wptq “ detpx1ptq, ..., xnptqq

vérifie l’équation différentielle linéaire

w1ptq “ trAptqwptq;

on rappelle que la dérivée de l’application déterminant (exercice 2.e) est

pdetq1pAq ¨ H “ tr
`

tĀH
˘

.

2. Soient maintenant v : pRn, aq Ñ Rn un champ de vecteurs de classe C1 et pϕtq
son flot, c’est-à-dire que, pour tout x proche de a, t ÞÑ ϕtpxq est l’unique solution
maximale du problème de Cauchy

d

dt
pϕtpxqq “ vpϕtpxqq, ϕ0pxq “ x.

Montrer que
d

dt
detpϕ1

tqpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ div vpxq,

avec

div vpxq “ tr v1pxq “
ÿ

1ďiďn

Bvi
Bxi

pxq

(divergence de v en x).

3. À quelle condition sur son champ de vecteurs vitesse un fluide est-il incompres-
sible ?
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Chapitre 4

Le théorème du point fixe

Mots-clefs du chapitre Application lipschtizienne, application contractante,
point fixe

Soient pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques. Par exemple, X et Y peuvent
être des ouverts de Rn, munis de la distance euclidienne }x ´ x1}.
Soit v : X Ñ Y . Dire que v est continue en x P X, c’est dire qu’il existe une
fonction ηpǫq ą 0 qui tend vers 0 quand ǫ tend vers 0, telle que que

@ǫ ą 0 @x, x1 dXpx, x1q ă ηpǫq ñ dY pfpxq, fpx1qq ă ǫ.

Si v est ! peu " continue, η doit tendre rapidement vers 0 en fonction de ǫ, par
exemple comme ǫ36 ou e´1{ǫ. Si on peut choisir η “ Cǫ, cela correspond à une
forme de continuité forte, qui s’appelle la continuité lipschitzienne.

4.1 Définition. Le rapport de Lipschitz 1 v est

lip v “ sup
x,x1PX, x‰x1

dY pvpxq, vpx1qq
dXpx, x1q P r0,`8s.

L’application v est
— lipschitzienne si lip v ă 8
— contractante si lip v ď 1
— strictement contractante si lip v ă 1.

(Le champ de vecteurs v est localement lipschitzien si, pour tout a P X, il existe
un voisinage V de a dans X (ou, de façon équivalente, une boule Bpa, rq r ą 0)
tel que lip v|V ă `8. Etc.)

4.2 Exemples. – Une application linéaire v : Rn ý est lipschitzienne, et

lip v “ }v}

(le montrer, en utilisant la compacité de la sphère unité en dimension finie).

1. Rudolph Otto Sigismund Lipschitz, mathématicien allemand (1832–1903). Il travailla
dans beaucoup de domaines mathématiques, et découvrit en particulier la version moderne du
théorème d’existence et d’unicité locales de solutions d’équations différentielles ordinaires.
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– Une isométrie de Rn (soit une application v : Rn Ñ Rn dans lui-même qui
préserve la distance euclidienne : dpvpxq, vpx1qq “ dpx, x1q pour tous x, x1) est une
contraction.

4.3 Remarques. – Si f : X Ñ Y et g : Y Ñ Z,

dZpg ˝ fpxq, g ˝ fpx1qq
dXpx, x1q “ dZpg ˝ fpxq, g ˝ fpx1qq

dY pfpxq, fpx1qq
dY pfpxq, fpx1qq

dXpx, x1q ,

donc
lippg ˝ fq ď lip g lip f.

– Si f, g : X Ñ Rn,
lippf ` gq ď lip f ` lip g.

Le corollaire 3.4 se reformule dans les termes suivants.

4.4 Proposition (Inégalité des accroissements finis). Si une application f : U
ouvert convexe de Rn Ñ Rp est de classe C1,

lip f ď sup
xPU

}f 1pxq}.

Comme précédemment, }f 1pxq} désigne la norme d’opérateur de f 1pxq, soit aussi
sa constante de Lipschitz.

4.a Exercice (Théorème du point fixe, Peano 2 [Pea88], Picard 3 [Pic90]).
Soient pX, dq un espace métrique complet et f : X Ñ X une contraction stricte.

1. Montrer que f possède un unique point fixe a P X et que, pour tout x P X, la
suite des images itérées de x par f converge géométriquement vers a.

2. Montrer que la convergence est localement uniforme et, siX est borné, uniforme.

Supposons maintenant que f “ fλ dépende d’un paramètre λ P Λ, où Λ est un
ouvert de Rn, et que la famille pfλq soit uniformément strictement contractante (il
existe α tel que lip fλ ď α ă 1 quel que soit λ). D’après ce qui précède il existe
une application a : Λ Ñ X, λ ÞÑ aλ “ l’unique point fixe de fλ.

3. Montrer que, si λ ÞÑ fλpxq est continue pour tout x P X, φ est continue.

4. Montrer que, si λ ÞÑ fλpxq est localement lipschitzienne pour tout x, λ ÞÑ aλ
est localement lipschitzienne.

5. Montrer que, si X “ Rp, si Λ est un ouvert d’espace de Banach et si f est de
classe Cr, λ ÞÑ aλ est de classe Cr.

Il existe beaucoup d’autres théorèmes de point fixe. Par exemple, le théorème de
Brouwer affirme qu’une application continue de la boule fermée dans elle-même

2. Giuseppe Peano, mathématicien et linguiste italien (1858–1932, qui axiomatisa
l’arithmétique)

3. Charles Émile Picard, mathématicien français (1856–1941), célèbre pour ses travaux sur
les singularités de fonctions holomorphes et sur les équations intégro-différentielles.
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possède un point fixe. Il généralise le théorème des valeurs intermédiaires (qui
est équivalent au fait qu’une fonction continue f : r0, 1s ý possède un point
fixe). Nous n’utiliserons pas ces théorèmes de de nature topologique, ni a fortiori
leurs généralisations en dimension infinie (théorème de Schauder), malgré leur
importance en analyse fonctionnelle.

4.b Exercice (Points fixes attractifs ou répulsifs).
Soit f : pR, aq Ñ pR, aq une application de classe C2 ayant a comme point fixe.
Comme en Théorie des Systèmes dynamiques, on notera ici fn la composée de f
n fois avec elle-même : f 0pxq “ x et, pour tout n P N, fn`1pxq “ fpfnpxqq.
1. Supposons que a est attractif : |f 1paq| ă 1. Montrer que, si x est assez proche de
a, la suite pfnpxqq est définie sur N et, si f 1paq ‰ 0, converge vers a géométriquement :

fn`1pxq ´ a „ f 1paqpfnpxq ´ aq quand n Ñ `8.

2. Supposons que a est même surattractif : |f 1paq| “ 0. La question précédente
montre que, si x est assez proche de a, la suite pfnpxqq est définie sur N et converge
vers a. Montrer que, si f 2paq ‰ 0, la convergence est quadratique :

fn`1pxq ´ a „ f 2paq
2

pfnpxq ´ aq2 quand n Ñ `8.

3. Supposons au contraire que a est répulsif : |f 1paq| ą 1. Montrer qu’il existe un
voisinage V de a tel que quel que soit x P V ztau, il existe n P N tel que fnpxq R V .

4. Comment calculer les décimales du nombre d’or a “ 1`
?
5

2
à ǫ près ? Indication :

Le nombre a est un point fixe attractif de l’application f : r0,`8r, x ÞÑ
?
x ` 1.

Les choses se compliquent si l’on passe d’une récurence xn`1 “ fpxnq à une
récurrence ! dépendant du temps n " xn`1 “ fpxn, nq. On est alors obligé de
passer en dimension infinie, en raisonnant dans un espace de suites. L’exercice
suivant en donne un exemple.

4.c Exercice (J.-C. Yoccoz).
Soit pxnq une suite réelle définie par x0 P R et

xn`1 “ x2n ´ 100 ` sinn p@n P Nq.
On veut montrer qu’il existe un unique x0 P R tel que pxnq soit bornée à valeurs
ě 0.

1. Montrer que, si pxnq est bornée, pour tout n on a 10 ď xn ď 11.

Soient X l’ensemble des suites réelles pynq de r10, 11s, d la distance

dppynq, pznqq “ sup
n

|yn ´ zn|

et F l’opérateur

F : X ý, pynq ÞÑ pznq, zn “
a

100 ´ sinn ` yn`1.

2. Vérifier que F est bien défini. Quelle est son rapport de Lipschitz ?

3. Conclure. On donnera une estimation de l’unique point fixe panq de F .
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L’une des applications les plus célèbres du théorème du point fixe est la démons-
tration (par Lipschitz) de l’existence et de l’unicité des solutions d’équations
différentielles, donnée ci-dessous en exercice. L’autre application que nous en ferons
est la démonstration du théorème d’inversion, dans le chapitre suivant.

4.d Exercice (Théorème de Cauchy-Lipschitz).
1. Montrer que le problème de Cauchy

#

γ1ptq “ γ1{3ptq
γp0q “ 0

possède plusieurs solutions sur R (une infinité, même).

Soient E “ Rd, U un ouvert de E et v un champ de vecteurs 4 sur U localement
lipschitzien.

Considérons, pour χ ą 0 et k ą 0, la norme }¨}χ de C0pr´T, T s, Eq définie par

}x}χ “ max
tPr´T,T s

e´χk|t| }xptq}

(cette norme écrase la croissance exponentielle des trajectoires en fonction du
temps) ; le paramètre k sera choisi plus tard. En particulier, }¨}0 est la norme C0.

2. Montrer que toutes les χ-normes sont équivalentes.

3. Montrer que } ¨ }χ fait de C0pr´T, T s, Eq un espace de Banach.

Supposons d’abord que U “ E et que v est lipschitzien sur E tout entier, et notons
k “ lip v. Soit T ą 0 et soit φ : C0pr´T, T s, Eq Ñ C0pr´T, T s, Eq l’application qui,
à un chemin continu x P C0pr´T, T s, Eq, associe le chemin φx P C0pr´T, T s, Eq
défini par

pφxqptq “ a `
ż t

0

vpxpsqq ds.

Les courbes intégrales de v passant par a à t “ 0 sont les points fixes de φ.

4. Montrer que, pour tout point a P U il existe un réel T ą 0 tel qu’il existe une
unique courbe γa : r´T, T s Ñ U dérivable, solution du problème de Cauchy

#

γ1ptq “ vpγptqq
γp0q “ a.

(4.1)

5. En déduire le cas général, où U est un ouvert quelconque et v est seulement
localement lipschitzien.

6. Si x est la solution cherchée et si x0 est la valeur approchée initiale, montrer
que, pour tout n P N on a

}x ´ φnx0}0 ď
ˆ

ekT

n

˙n
n

n ´ kT
}x0 ´ φx0}0 .

4. Une champ de vecteurs sur U est une application U Ñ E.
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7. Calculer φn0 dans le cas où d “ 1, vpxq “ x et a “ 1.

8. Si v est (globalement) lipschitzien sur E, montrer que la solution maximale du
problème de Cauchy est définie sur R.

9. Si le champ de vecteurs v dépend du temps, quelle régularité de v suffit-elle ?

10. Que peut-on dire dans le cas où E est un espace de Banach ?
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Chapitre 5

Inversion locale

Mots-clefs du chapitre Lipéomorphisme, difféomorphisme

Le théorème d’inversion locale affirme, sous certaines hypothèses sur une applica-
tion f , qu’il existe une unique application f´1 telle que, localement,

y “ fpxq ô x “ f´1pyq.
Le théorème des fonctions implicites, son frère jumeau, affirme que, sous certaines
hypothèses sur une application F p¨, ¨q, il existe une unique application ϕ telle que,
localement,

F px, yq “ 0 ô y “ ϕpxq
c’est-à-dire que, localement,

F px, ϕpxqq ” 0

et que ϕpxq est l’unique solution de cette équation. Ces deux théorèmes se déduisent
facilement l’un de l’autre (dans l’un des deux sens, poser F px, yq “ px, fpxqq). Ils
émergèrent des travaux : d’I. Newton et G. Leibniz, pour qui la question était moins
de démontrer ce théorème que de calculer la fonction inverse ; de J.-L. Lagrange, 1

qui démontra une version particulière du théorème utile dans la détermination de
la position de la Terre en fonction du temps, dans le Système solaire ; d’A. Cauchy,
qui démontra rigoureusement le théorème pour la première fois, pour les fonctions
analytiques ; d’U. Dini, 2 qui démontra la version 5.2 ci-dessous, etc.

5.1 Définition. Soit f : U ouvert de Rn Ñ V ouvert de Rp une bijection. Elle est
— un homéomorphisme si f et f´1 sont continues
— un lipéomorphisme si f et f´1 sont lipschitziennes
— un difféomorphisme si f et f´1 sont de classe C1

— un Ck-difféomorphisme si f et f´1 sont de classe Ck (k P N˚ Y t8u)
— un isomorphisme analytique si f et f´1 sont analytiques réelles.

5.2 Théorème (Inversion locale). Une application f : pRn, aq Ñ Rp de classe C1

est un difféomorphisme local si et seulement si f 1paq P LpRn,Rpq est inversible
(donc n “ p).

1. Joseph L. Lagrange, mathématicien et astronome italo-français (1736–1813). Voir
http://www.breves-de-maths.fr/joseph-louis-lagrange/

2. Ulisse Dini, mathématicien et homme politique italien (1845–1918)
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Rappelons qu’une application f : pRn, aq Ñ Rp de classe C1 est un difféomorphisme
local, par définition, si et seulement si il existe un voisinage ouvert U de a, assez
petit, tel que la restriction f : U Ñ fpUq soit un difféomorphisme.

Démonstration du sens facile. Si f : pRn, aq Ñ pRp, bq est un C1-difféomorphisme
local, f´1 ˝ f “ id et f ˝ f´1 “ id au voisinage respectivement de a et de b, donc,
par dérivation,

pf´1q1pbq ¨ f 1paq “ In et f 1paq ¨ pf´1q1pbq “ In.

Donc f 1paq est un isomorphisme, et, notamment, p “ n. Il se trouve que la
réciproque est vraie, et constitue le résultat principal de ce chapitre.

5.3 Remarque ‹. Soit f : U ouvert de Rn Ñ V ouvert de Rp une bijection. On
vient de voir que, si f est un C1-difféomorphisme local, forcément p “ n. La même
conclusion est-elle automatique pour une bijection f plus générale ? Si f est un
homéomorphisme, le théorème de l’invariance du domaine de Brouwer 3 (1912)
affirme que oui. Si f est une simple bijection, la conclusion est fausse en général,
comme le démontra G. Cantor. 4

Le reste du chapitre consiste en la démonstration du sens non trivial du théorème.

1. Théorie lipschitzienne

5.4 Théorème (Inversion globale). Soient h : Rn ý un lipéomorphisme et u :
Rn ý une application lipschitzienne. Si

lip u lipph´1q ă 1,

h ` u est un lipéomorphisme et

lip
`

ph ` uq´1
˘

ď lipph´1q
1 ´ lip u lipph´1q .

Trivialement, h ` u est lipschitzienne, puisque lipph ` uq ď liph ` lip u. Donc la
nouveauté est que d’une part h` u est bijective et que d’autre part le rapport de
Lipschitz de son inverse satisfait l’inégalité donnée.

Démonstration. L’application v “ u ˝ h´1 est une contraction stricte, puisque
lip v ď lip u lipph´1q ă 1. Comme

h ` u “ pid`vq ˝ h,

il suffit de montrer que id`v est un lipéomorphisme et que

lip
`

pid`vq´1
˘

ď 1

1 ´ lip v
.

3. Luitzen Brouwer, mathématicien néerlandais (1881–1966), auteur de découvertes fonda-
mentales en topologie, et initiateur de la logique intuitionniste.

4. Georg Cantor, mathématicien allemand (1845–1918). Pour répondre à certaines questions
sur la convergence des séries de Fourier, il donna un fondement à la théorie des ensembles.
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Soit y P Rn. On veut montrer que y possède un antécédant unique par id`v. Ses
antécédants éventuels sont les point fixes de vy : R

n Ñ Rn, x ÞÑ y ´ vpxq :

x ` vpxq “ y ô x “ y ´ vpxq.

Or vy a la même constante de Lipschitz que v. Elle aussi, donc, est une contraction
stricte. D’après le théorème de Picard, vy possède un unique point fixe. Donc id`v
est bijective.

Si x “ pid ` vq´1pyq et x1 “ pid ` vq´1py1q, on a

|x ´ x1| “ |vypxq ´ vy1px1q| “ |y ´ vpxq ´ y1 ` vpx1q| ď |y ´ y1| ` pLip vq |x ´ x1|,

donc

|x ´ x1| ď |y ´ y1|
1 ´ Lip v

,

ce qui montre l’estimation de la constante de Lipschitz de l’inverse.

5.5 Exemple. L’équation de Kepler y “ x´ ǫ sin x définit un lipéomorphisme de R
dans R si |ǫ| ă 1. En mécanique céleste, y est le temps et x est un angle (l’anomalie
excentrique) qui repère la position de la Terre sur l’ellipse qu’elle décrit autour du
Soleil.

5.6 Remarque. Si de plus v est linéaire, l’inverse de id ` v est la somme de la
série normalement convergente (pour la norme des opérateurs linéaires)

řp´1qnvn.
Pourquoi l’adaptation de cette idée au cas non linéaire n’est-elle pas directe ?
Réponse : la constante de Lipschitz n’est pas une norme pour les opérateurs non
linéaires.

5.a Exercice (Inversion globale).
Soit f : Rn ý une application continue.

1. Montrer que, si f est injective et propre (au sens que, si pxnq tend vers l’infini,
il en est de même de pfpxnqq), f est surjective ; on pourra commencer par montrer
que fpRnq est fermée.

Supposons dorénavant que,

lip f “ sup
x‰x1

}fpxq ´ fpx1q}
}x ´ x1} ă `8 et lip inf f :“ inf

x‰x1

}fpxq ´ fpx1q}
}x ´ x1} ą 0.

2. Montrer que f est surjective. En déduire que f est un lipéomorphisme.

3. En déduire une autre démonstration du théorème 5.4.

5.7 Théorème (Inversion locale). Soient h : pRn, aq Ñ Rn un lipéomorphisme et
u : pRn, aq Ñ Rn une application lipschitzienne. Si, localement au voisinage de a,

lip u lipph´1q ă 1,

h ` u est un lipéomorphisme localement au voisinage de a.
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Début de la démonstration du théorème 5.7. Comme précédemment, on note v “
u ˝ h´1, de sorte que

h ` u “ pid`vq ˝ h,
et il s’agit donc de montrer que id`v est un lipéomorphisme local. Cela découlera
immédiatement du théorème 5.4, après qu’on aura prolongé id`v convenablement.

Soit r ą 0. Notons ρ la ! rétraction "
5

ρ : Rn ÝÑ B̄pa, rq, x ÞÝÑ
"

a ` r x´a
}x´a} pour }x ´ a} ě r

x pour }x ´ a} ď r

x

B̄(b, r)

ρ(x)

b

Figure 5.1 – La rétraction ρ

Comme la restriction de ρ à la boule est l’identité, si u est initialement définie sur
B̄pa, rq, l’application v ˝ρ prolonge v à Rn entier, sans la modifier sur la boule.

5.8 Lemme. On a lip ρ “ 1, et donc lippv ˝ ρq ď lip v.

Démonstration du lemme. Le lemme découle du fait que lip ρ “ 1. Par translation
on peut se ramener au cas où a “ 0.

– Si }x} , }y} ď r, }ρpyq ´ ρpxq} “ }y ´ x}.
– Si }x} ď r ď }y}, on a

}ρpyq ´ ρpxq}2 “ pry{ }y} ´ xq2 “ r2 ´ 2r x ¨ y { }y} ` }x}2

ď }y}2 ´ 2x ¨ y ` }x}2 “ py ´ xq2 “ }y ´ x}2 .

– Si enfin r ď }x} ď }y}, on a

}ρpyq ´ ρpxq} “
›

›

›

›

ρ

ˆ

ry

}x}

˙

´ ρ

ˆ

rx

}x}

˙›

›

›

›

ď
›

›

›

›

ry

}x} ´ rx

}x}

›

›

›

›

(d’après le cas précédent)

ď r

}x} }y ´ x} ď }y ´ x}

5. Si A est une partie d’un espace métrique ou topologique X, une rétraction de X sur A est
une application X Ñ A dont la restriction à A est l’identité.
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Fin de la démonstration du théorème 5.7. Comme lip v ă 1, le théorème d’inver-
sion globale, montre que l’application id`pv ˝ ρq est un lipéomorphisme. Donc il
en est de même de sa restriction id`v, donc de h ` u “ pid`vq ˝ h.

5.9 Remarque ‹. Dans un espace de Banach qui ne serait pas de Hilbert, la
constante de Lipschitz de ρ se détériore d’un facteur 2 : par exemple si }x} ď
r ď }y}, on a

}ρpyq ´ ρpyq} “ }ry{ }y} ´ x} ď }ry{ }y} ´ y} ` }y ´ x}
ď }y} ´ r ´ }y ´ x} ď }y} ´ }x} ` }y ´ x}
ď 2 }y ´ x} .

Dans le théorème, il faut alors supposer que 2 lip u lipph´1q ă 1.

2. Régularité

Fin de la démonstration du théorème 5.2. Soient h : x ÞÑ“ b ` f 1paq ¨ px ´ aq et
u “ f ´ h. Par hypothèse, f 1paq est inversible, donc lipph´1q ă `8. De plus,
localement

upx ` ξq ´ upxq “
ˆ

ż 1

0

u1px ` tξq dt
˙

ξ,

donc
lip u|Bpa,ǫq ď sup

yPB̄pa,ǫq
}u1pyq}.

Or, par continuité de f 1, u1pyq Ñ 0 quand y Ñ 0. Donc, si ǫ est assez petit,

lippu|Bpa,ǫqq lipph´1q ă 1.

D’après le théorème d’inversion locale lipschitzien, f est un lipéomorphisme local.
La régularité de l’inverse de f s’en déduit grâce à la proposition suivante.

5.10 Proposition (Régularité). Soit h : pRn, xq Ñ Rp un lipéomorphisme.
— Si h est dérivable en x, h1pxq est un isomorphisme, h´1 est dérivable en

y “ hpxq et ph´1q1pyq “ h1pxq´1.
— De plus, si h est de classe Ck, 1 ď k ď 8, il en va de même de h´1.

Démonstration. — Supposons h dérivable en x. Montrons que l’application
h1pxq P LpRn,Rpq est un isomorphisme. Quels que soient ξ P Rn et ǫ ą 0
assez petit, on a

}ξ} “ 1

ǫ

›

›h´1phpx ` ǫξqq ´ h´1phpxqq
›

› ď Lip ph´1q1
ǫ

}hpx ` ǫξq ´ hpxq} ,

donc, à la limite quand ǫ Ñ 0,

}ξ} ď Lip ph´1q }h1pxq ¨ ξ} ;

donc h1pxq est injective, donc inversible.
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Pour tout η P Rp,

η “ hph´1py ` ηqq ´ hph´1pyqq
“ h1pxq ¨

`

h´1py ` ηq ´ x
˘

` op}h´1py ` ηq ´ x}q
“ h1pxq ¨

`

h´1py ` ηq ´ x
˘

` opηq

(la dernière égalité résulte du fait que h´1 est lipschitzienne). En appliquant
h1pxq´1 aux deux membres, on voit que

h1pxq´1 ¨ η “ h´1py ` ηq ´ h´1pyq ` opηq.

Donc h´1 est différentiable en y et ph´1q1pyq “ h1pxq´1.
— Si de plus h est de classe Ck, on a encore

ph´1q1pyq “ h1ph´1pyqq´1

pour tout y P V . Par ailleurs, pour m P N, cette même formule montre que
si h´1 et h1 sont de classe Cm, ph´1q1 l’est aussi, comme composée de h´1,
de h1 et de l’application analytique GLpE,F q Ñ GLpF,Eq, A ÞÑ A´1 ; il en
résulte que h´1 est de classe Cm`1. Ceci montre par récurrence que h´1 est
de classe Ck.

5.11 Remarque ‹. L’argument fonctionne aussi avec k “ ω, i.e. dans la catégorie
des applications analytiques réelles. De plus, comme l’inverse d’une bijection C-
linéaire est C-linéaire, l’argument fonctionne, mutatis mutandis, en classe holo-
morphe.

5.b Exercice (Algorithme de Newton).
Soit f : pRn, 0q Ñ pRn, 0q de classe C2 telle que f 1p0q soit inversible. Sous ces
hypothèses, on va retrouver le théorème d’inversion locale. Soit, pour y P Rn,

φ : pRn, 0q Ñ Rn, x ÞÑ x ` f 1pxq´1py ´ fpxqq.

On définit x0 “ 0, et, aussi longtemps que la récurrence a un sens, xn`1 “ φpxnq “
φnp0q.
1. Montrer que, si y est assez proche de 0, xn existe pour tout n et converge vers
un x P Rn tel que fpxq “ y, quadratiquement (c’est-à-dire que ln | ln }xn ´ x} | est
linéaire en n).

2. Comment calculer
?
2 à ǫ près ?

5.c Exercice (Surface stable d’une application).
Soient X “ Rn et Y “ Rp, et

f : X ˆ Y ý, px, yq ÞÑ papxq ` rpx, yq, hpx, yqq

avec

a : pX, 0q ý, r : pX ˆ Y, 0q Ñ pX, 0q, h : pX ˆ Y, 0q Ñ pY, 0q.
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On suppose que a est un lipéomorphisme et que

lip r, liph ! 1.

On veut montrer qu’il existe une unique application contractante α : pX, 0q Ñ
pY, 0q dont le graphe soit invariant par f :

fpgrapheαq “ grapheα

(théorème de Perron). Le graphe de α s’appelle une surface ou variété stable (lip-
schitzienne) de f .

1. Montrer que, pour toute application contractante α : pX, 0q Ñ pY, 0q, il existe
une unique application β “ Gpαq : pX, 0q Ñ pY, 0q telle que

graphe β “ fpgrapheαq;

β “ Gpαq est la transformée de graphe de α.

Soit A l’espace de toutes les contractions α : pX, 0q Ñ pY, 0q définies sur un
voisinage fixe de 0 dans X.

2. Montrer que A est stable par G.

3. ‹ Montrer qu’il existe 0 ď k ă 1 tel que, pour tous α ‰ β P G,

lippGpαq ´ Gpβqq ď k lippα ´ βq;

on admettra que cela implique l’existence et l’unicité d’un point fixe de G.

4. L’énoncé ci-dessous persiste-t-il si X et Y sont des espaces de Banach ?
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Chapitre 6

Forme normale d’une application
linéaire

Mots-clefs du chapitre Applications linéaires équivalentes, forme normale,
rang

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, respectivement n et p,
et ϕ une application linéaire de E dans F .

6.1 Définition. Une application linéaire ϕ̃ : Ẽ Ñ F̃ est équivalente à ϕ s’il existe
des isomorphismes P : E Ñ Ẽ et Q : F Ñ F̃ tels que

ϕ̃ “ Q ˝ ϕ ˝ P´1.

Une forme normale de ϕ est une application linéaire Rn Ñ Rp équivalente à ϕ et
de la forme

Jr “
ˆ

idRr 0
0 0

˙

:

ˆ

x

y

˙

ÞÑ
ˆ

x

0

˙

pour un certain entier r ď minpn, pq.

6.2 Proposition (théorème du rang). La forme normale de ϕ est Jr, où r “
dim imϕ ( rang de ϕ). En particulier, dimkerϕ ` rangϕ “ n.

Démonstration. Soit pes`1, ..., enq une base de kerϕ (où l’on a noté s est la codi-
mension de kerϕ), que l’on complète en une base pe1, ..., enq de E. La restriction de
ϕ à Vect pe1, ...esq est injective, et réalise donc un isomorphisme sur l’image de ϕ.
Donc r “ s (c’est-à-dire que dim kerϕ ` rangϕ “ n). Soit maintenant pf1, ..., frq
la base de imϕ définie par fi “ ϕpeiq pour i “ 1, ..., r ; on la complète en une
base pf1, ..., fpq de F . Alors Jr est la matrice de ϕ dans les bases pe1, ..., enq et
pf1, ..., fpq.

Autrement dit, toutes les matrices de rang r ont pour matrice Jr dans des bases
bien choisies.
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6.3 Cas particuliers. Si ϕ est surjective, r “ p ď n et la forme normale de ϕ est la
surjection

Jp “
`

idRp 0
˘

.

Si ϕ est injective, r “ n ď p et la forme normale de ϕ est l’injection

Jn “
ˆ

idRn

0

˙

.

6.a Exercice (Critère de contrôlabilité de Kalman).
Soient A P Md,dpRq et B P Md,rpRq. On considère le problème de Cauchy

#

fp0q “ x

f 1ptq “ Afptq ` Bgptq,

sur l’intervalle de temps r0, T s, où g : r0, T s Ñ Rr est une fonction bornée continue.
Soit A§ l’ensemble des points de la forme fpT q obtenus en faisant varier g. La
fonction g s’appelle un contrôle et les points y P Ax sont qualifiés d’atteignables.
Montrer que Ax est Rd entier si et seulement si

rangrB,AB, ¨ ¨ ¨ , Ad´1Bs “ d

(la notation rB,AB, ¨ ¨ ¨ , Ad´1Bs désigne la matrice en ligne par blocs, dont les
blocs successifs sont les AkB, k “ 0, ..., d ´ 1).

L’action du groupe GLpEq sur l’espace LpEq des endormorphismes de E (par
conjugaison : P ¨ϕ ÞÑ P ˝ϕ˝P´1) est significativement plus compliquée et possède
une infinité d’orbites (étant donnée déjà que les homothéties λI, λ P R, ne sont pas
équivalentes entre elles). Il existe plusieurs formes normales relativement à cette
action de groupe.

6.b Exercice (Forme normale de Jordan 1).
Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie et ϕ un endomorphisme
de E de polynôme minimal

µpXq “
r

ź

k“1

pX ´ λkqαk ,

où les λk P C sont deux à deux distincts.

Écrivons la décomposition en éléments simples de 1{µ de la façon suivante :

1

µpXq “
ÿ

1ďkďr

QkpXq
pX ´ λkqαk

.

1. Montrer que les endomorphismes

Pi “ Qipϕq
ź

j‰i

pϕ ´ λjIqαj

1. Camille Jordan, mathématicien français, spécialiste de théorie des groupes
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sont des projecteurs algébriquement orthogonaux (PiPj “ 0 si i ‰ j), tels que
ř

i Pi “ id.

2. Montrer le lemme des noyaux :

E “ ‘r
k“1 kerpϕ ´ λr idqαk .

3. En déduire que ϕ se décompose comme la somme d’un endomorphyisme diago-
nalisable

D “
ÿ

i

αiPi

et d’un endomorphisme nilpotent N “ ϕ ´ D (décomposition de Dunford).

4. En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice d’un opérateur
donné ϕ P LpEq est une matrice diagonale par blocs, dont chaque bloc est un bloc
de Jordan

Jrpλq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λ 1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 λ 1
. . . 0

...
. . . . . . . . . 0

0 ¨ ¨ ¨ 0 λ 1
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 λ

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

6.c Exercice (Diagonalisabilité sur R).
Montrer que, si A est une matrice réelle diagonalisable dans C dont les valeurs
propres sont réelles, elle est diagonalisable dans R.

La forme normale de Frobenius 2 a la mérite d’être “algorithmique” (c’est-à-dire
que son calcul ne passe pas par la détermination des racines du polynôme ca-
ractéristique, et est valable quel que soit le corps de base).

6.d Exercice ‹ (Forme normale de Frobenius).
Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur K “ R ou C, et ϕ P LpEq.
1. Montrer qu’il existe un entier r ě 1, des sous-espaces vectoriels E1, ..., Er de E,
des vecteurs x1 P E1, ..., xr P Er et des entiers d1, ..., dr ě 1 tels que

— E “ E1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Er

— Ei a pour base pxi, ϕpxiq, ..., ϕdi´1pxiqq (i “ 1, ..., r)
— πi`1 divise πi (i “ 1..., r ´ 1), où l’on a noté πi le polynôme minimal de la

restriction de ϕ à Ei.
Indication : On pourra commencer par montrer qu’il existe un vecteur x1 P E

tel que le polynôme minimal de ϕ soit le polynôme minimal ponctuel de ϕ en x1
(c’est-à-dire le polynôme unitaire qui engendre l’idéal des polynômes P P KrXs
tels que P pϕqpx1q “ 0.

2. En déduire qu’il existe une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée b (produit
scalaire pseudo-euclidien) telle que ϕ soit autoajoint pour cette forme :

bpϕpxq, yq “ bpx, ϕpyqq.
2. Ferdinand Georg Frobenius, mathématicien allemand (1849–1917), spécialiste notamment

de la théorie des représentations de groupes.
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Indication : malgré les efforts pour rendre cet énoncé intrinsèque, la démonstration
est matricielle, et il s’agit de montrer que, si M P MnpKq, M est semblable à sa
transposée.

Une application en est donnée dans l’exercice 22.f.



Chapitre 7

Forme normale d’une application

Mots-clefs du chapitre Applications équivalentes, forme normale

La notion d’applications équivalentes que nous introduisons ici permet de simplifier
l’énoncé de diverses variantes géométriques du théorème d’inversion locale.

Soit une application f : pRn, aq Ñ pRp, bq de classe C1. Réinterprétons la conclusion
du théorème d’inversion locale de la façon suivante. Si f 1pxq est inversible, f est
un difféomorphisme local donc on peut voir l’application

f : x ÞÑ y “ fpxq

comme un “changement de coordonnées” ; au lieu de repérer un point x P Rn

par la collection de ses coordonnées px1, ..., xnq, on le repère par une autre collec-
tion de nombres py1, ..., ynq. Alors, tautologiquement, l’application f vue dans les
coordonnées y n’est autre que l’identité :

x P pRn, aq f //

f

��

y P pRn, bq.

y P pRn, b “ fpaqq
id“f˝f´1

66❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧

On a trouvé des coordonnées locales y dans lesquelles f prend la forme de l’identité,
qu’on appelle sa forme normale.

7.1 Définition. Une application f̃ : pRn, ãq Ñ pRp, b̃q de classe C1 est équivalente
à f s’il existe des difféomorphismes α : pRn, aq Ñ pRn, ãq et β : pRp, bq Ñ pRp, b̃q
tels que

f̃ “ β ˝ f ˝ α´1.

Une forme normale de f est une application linéaire Jr : pRn, 0q Ñ pRp, 0q
équivalente à f . 1

1. Quand aucune application Jr n’est équivalente à f , on peut chercher des formes normales
de f plus compliquées, par exemple polynomiales. On en verra des exemples plus loin avec le
lemme de Morse.
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Autrement dit, le diagramme d’applications suivant commute :

pRn, aq f //

α

��

pRp, bq
β
��

pRn, ãq f̃ // pRp, b̃q.

(7.1)

Les difféomorphismes ! verticaux " sont vus comme des changements de variables,
tandis que l’application qui nous intéresse est horizontale : c’est f dans les coor-
données initiales, et sa réincarnation f̃ dans les nouvelles coordonnées.

Par exemple, f est toujours équivalente à une application f̃ : pRn, 0q Ñ pRp, 0q, à
laquelle on se ramène par de simples translations :

pRn, aq f //

¨´a

��

pRp, bqβ
¨´b
��

pRn, ãq F // pRp, b̃q,

soit
f̃px̃q “ fpx̃ ` aq ´ b.

7.a Exercice.
Montrer que si une application est équivalente à une application localement sur-
jective (respectivement injective), la première elle-même est localement surjective
(resp. injective).



Chapitre 8

Fonctions implicites

Mots-clefs du chapitre Fonction implicite

Dans ce chapitre, nous allons voir une variante de l’inversion locale, correspondant
au cas où la forme normale de l’application est non l’identité, mais une projection
linéaire d’un espace produit sur un facteur. Dans le chapitre suivant, nous verrons
des variantes correspondant aus formes normales suivantes : projection linéaire,
injection linéaire ou, plus généralement, la matrice Jr (subimmersion linéaire) du
chapitre 6.

8.1 Théorème (des fonctions implicites). Soit

f : pRn ˆ Rp, pa, bqq Ñ pRp, cq, px, yq ÞÑ fpx, yq

une application de classe C1. Si Byfpa, bq P LpRpq est un isomorphisme, f est
équivalente à la projection canonique

Jp : R
n ˆ Rp Ñ Rp, px, zq ÞÑ z.

Démonstration. L’application

α : pRn ˆ Rp, pa, bqq Ñ pRp, cq, px, yq ÞÑ px, zq “ px, fpx, yqq

vérifie

α1pa, bq “
ˆ

idRn 0
Bxfpa, bq Byfpa, bq

˙

,

où cette dernière matrice carrée est de rang maximum n ` p. Donc, d’après le
théorème d’inversion locale, α est un difféomorphisme local, qu’on peut utiliser
comme changement de coordonnées à la source de f . Donc f est équivalente à la
projection canonique

Jp “ f ˝ α´1 : Rn ˆ Rp Ñ Rp, px, zq ÞÑ z.

La forme la plus opérationnelle du théorème est donnée par l’exercice suivant.
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8.a Exercice (Théorème des fonctions implicites).
Sous les hypothèses du théorème des fonctions implicites, montrer qu’il existe une
unique fonction Y : pRn, aq Ñ pRp, bq telle que, localement,

fpx, yq “ 0 ô y “ Y pxq.

8.b Exercice (Relation entre dérivées partielles).
Soit f : pR3, pa, b, cqq Ñ pR, 0q une fonction de classe C1 telle que

Bxfpa, b, cq ‰ 0, Byfpa, b, cq ‰ 0, Bzfpa, b, cq ‰ 0.

On note X, Y, Z les fonctions, définies implicitement et localement, telles que

fpx, y, zq “ 0 ô x “ Xpy, zq ô y “ Y px, zq ô z “ Zpx, yq.

Que vaut le produit ByX BzY BxZ au point pa, b, cq ?

8.c Exercice (Résolution approchée d’une équation).
1. Donner une valeur approchée de la solution, proche de 1, de l’équation

x7 ` 0, 99x ´ 2, 03 “ 0,

en calculant le développement limité au premier ordre de la fonction xpp, qq définie
implicitement par l’équation x7 ` px` q “ 0 au voisinage de px, p, qq “ p1, 1,´2q.
2. Donner une méthode pour majorer l’erreur ainsi commise ; on pourra déjà mon-
trer que la solution exacte vérifie 1 ď x ď 2.

8.d Exercice (L’équation de degré trois). Soit f : R3 Ñ R, px, p, qq ÞÑ x3 `px`q.
Dessiner, pour p fixé respectivement ă 0, “ 0 et ą 0, les courbes d’équation
fpx, p, qq “ 0 dans le plan des px, qq. Puis tracer dans le plan des pp, qq le lieu des
points où l’équation f “ 0 ne détermine pas de fonction implicite xpp, qq.



Chapitre 9

Submersions et immersions

Mots-clefs du chapitre immersion, subimmersion

Soit une application f : pRn, aq Ñ pRp, bq de classe C1.

Submersions Le théorème de submersion est une version géométrique du théo-
rème des fonctions implicites, dans laquelle l’hypothèse de non-dégénérescence
porte sur un mineur quelconque de la dérivée, pas forcément le premier (ou le
dernier) mineur carré.

9.1 Théorème (de submersion). Si f 1paq P LpRn,Rpq est surjective (donc n ě p),
une forme normale de f est la surjection canonique

Jp “
`

Ip 0
˘

: Rn “ Rp ˆ Rn´p Ñ Rp, px, yq ÞÑ x;

on dit alors que f est une submersion en a.

Comme f 1paq est elle-même équivalente (comme application linéaire) à Jp, le
théorème dit que f est équivalente à sa partie linéaire f 1paq, autrement dit que f
est linéarisable.

Jp

f

ϕ ψ

b

0

a

0

Figure 9.1 – Submersion f et sa forme normale Jp
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9.a Exercice (Théorème de submersion).
1. Démontrer le théorème de submersion. Indication : S’inspirer du cas où f est
une application linéaire pour trouver un isomorphisme quelque part... (Si Rn ”
ker f 1paq ‘ V , appliquer le théorème d’inversion locale au ! déploiement " F :
pV ˆ ker f 1paq, aq Ñ Rp ˆ Rn´p, px, yq ÞÑ pfpx, yq, yq.)
2. En déduire que f possède un inverse à droite (appelé section de f), c’est-à-dire
une fonction g : pRp, bq Ñ pRn, aq telle que

f ˝ g “ idpRp,bq .

Le fait que f 1paq soit surjective dit que, dans la matrice

f 1paq “

¨

˚

˝

B1f1paq ¨ ¨ ¨ Bnf1paq
...

...
B1fppaq ¨ ¨ ¨ Bnfppaq

˛

‹

‚

on peut trouver une sous-matrice carrée inversible d’ordre p. Le théorème des
fonctions implicites est donc un cas particulier du théorème de submersion, où la
sous-matrice carrée inversible est simplement constituée des p dernières colonnes.

Les applications du théorème de submersion viendront dans les chapitres suivants,
notamment dans la définition d’une surface.

Immersions

9.2 Théorème (d’immersion). Si f 1paq P LpRn,Rpq est injective (donc n ď p),
une forme normale de f est l’injection canonique

Jn “
ˆ

In
0

˙

: Rn Ñ Rp “ Rn ˆ Rp´n, x ÞÑ px, 0Rp´nq;

on dit alors que f est une immersion.

Jn

f

ϕ

b

00

a

ψ

Figure 9.2 – Immersion f et sa forme normale Jn
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9.b Exercice. 1. Démontrer le théorème d’immersion. Indication : Si E est une
supplémentaire de im f 1paq : Rp ” im f 1paq ‘E, considérer l’application F : pRn ˆ
E, aq Ñ Rp, px, yq ÞÑ fpxq ` y.

2. En déduire que f possède un inverse local à gauche, c’est-à-dire une fonction
g : pRp, bq Ñ pRn, aq telle que

g ˝ f “ idpRn,aq .

Subimmersions ‹ Le théorème du rang constant ci-dessous englobe les théo-
rèmes de submersion et d’immersion. La complication est que, si le rang n’est pas
maximal en un point, il peut ne pas être constant.

9.3 Définition. Le rang d’une application f : pRn, aq Ñ Rp en a est le rang de
f 1paq (ď minpn, pq). L’application est de rang maximal en a si son rang en a vaut
minpn, pq. Le point a est régulier ou critque selon que le rang est maximal ou pas.

9.c Exercice (Rang d’une application).
1. Donner un exemple de discontinuité du rang d’une application.

2. Montrer que le rang d’une application en un point est semi-continu inférieure-
ment, c’est-à-dire que, si pxnq tend vers a, la limite du rang de f en les xn est
supérieure au rang de f en a.

9.4 Théorème ‹ (du rang constant). Si le rang de f 1pxq P LpRn,Rpq est locale-
ment constant égal à r au voisinage de a, une forme normale de f est

Jr “
ˆ

Ir 0
0 0

˙

: Rn “ Rr ˆ Rn´r Ñ Rp “ Rr ˆ Rp´r, px, yq ÞÑ px, 0Rp´rq.

on dit alors que f est une subimmersion.

9.d Exercice. Déduire le théorème du rang constant du théorème d’inversion
locale.

9.5 Remarque. Dans les théorèmes, 9.1, 8.1, 9.2 et 9.4, si f est de classe Ck (k P NY
t`8u) il en est de même des fonctions construites à l’aide du théorème d’inversion
locale, d’après le théorème de régularité du chapitre précédent.

9.e Exercice. Soit f : pRn, aq Ñ Rn une application localement injective.

1. L’application f est-elle automatiquement un difféomorphisme local ?

2. Montrer qu’il existe des points b arbitrairement proches de a tels que f soit un
difféomorphisme local au voisinage de b.
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Chapitre 10

Incursion en analyse complexe ‹

La rigidité de la classe analytique permet d’obtenir, pour les fonctions analytiques,
des théorèmes de type inversion locale plus précis. Nous effleurons ici le sujet à tra-
vers quelques exemples, et renvoyons à un cours spécialisé pour des démonstrations
détaillées.

10.a Exercice (Méthode des séries majorantes [Car61]).
Montrer le théorème d’inversion locale directement en classe analytique. On pourra
utiliser la méthode suivante, dite des séries majorantes. Commencer par montrer le
théorème dans la classe des séries formelles 1. Puis utiliser une série majorante pour
montrer la convergence de la série formelle réciproque trouvée ; la série majorante
d’une série

ř

anz
n est une série

ř

n αnz
n à coefficients réels positifs telle que |an| ď

αn pour tout n.

10.1 Théorème (de Rouché). Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un
ouvert borné D de C bordé par des chemins continues γi, i P I. Si

|fpzq ´ gpzq| ă |gpzq| le long des γi,

f et f ` g ont le même nombre de zéros dans D.

Idée de démonstration. La fonction méromorphe h “ f{g vérifie

|hpzq ´ 1| “ |fpzq ´ gpzq|
|gpzq| ă 1.

Lui appliquer le théorème de l’argument.

10.b Exercice (Théorème fondamental de l’algèbre).
Montrer que tout polyn̂ome complexe de degré n possède exactement n racines
complexes.

10.c Exercice (Localisation des zéros d’un polynôme).
Soient a P C, |a| ě 1 et n P N, n ě 2. Montrer que les racines du polynôme
1 ` z ` azn ont un module ď 2.

1. Une série formelle est une série entière, ici à plusieurs variables, dont le domaine de conver-
gence est éventuellement nul.
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10.d Exercice (Polygone de Newton).
Soit Σ Ă R2 l’ensemble des zéros du polynôme réel

P px, yq “ y3 ` x2y2 ´ xy ` x4.

On s’intéresse à la structure de Σ au voisinage de l’origine. Trouver les réels α ą 0
tels qu’il existe une unique fonction analytique Y : pR, 0q Ñ R telle que localement

P px, xαY pxqq ” 0.

On commencera pourra procéder en trois temps : (1) déterminer les valeurs de α
pour lesquelles l’équation P px, xαY pxqq “ 0 possède une unique solution formelle,
(2) déterminer lesquelles de ces solutions formelles correspondent à des solutions
analytiques, et (3) montrer que les autres valeurs de α ne donnent pas d’autres
solutions.

10.e Exercice ‹ (Théorème de division de Malgrange).
Soient f : pCn, 0q Ñ pCn, 0q, x ÞÑ y “ fpxq, une application holomorphe, et µ sa
multiplicité, définie par

µ “ lim
rÑ0`

max
y

7
`

f´1pyq X Bp0, rq
˘

,

où Bp0, rq est la boule de rayon r centrée en l’origine.

On définit de plus l’algèbre locale de f comme

Q “ Hx{pf˚
MyqHx,

où Hx est l’algèbre des germes en 0 de fonctions holomorphes dans Rn, My est
l’idéal maximal des germes en 0 de fonctions holomorphes dans Rn (c’est-à-dire
l’idéal des germes s’annulant en 0) et f˚

My est l’ensemble des fonctions de la forme
ϕpfpxqq, où ϕ P My.

1. ‹ Montrer que la multiplicité µ est bien définie, que, si r est assez petit ą 0,
presque tout point y proche de 0 possède exactement µ préimages dans Bp0, rq, et
que Q est de dimension µ (voir [AVZK86, paragraphe 5]).

2. Montrer que l’application de Viète, définie par le fait que les yi sont les po-
lynômes symétriques élémentaires

y1 “
ÿ

i

xi, y2 “
ÿ

iăj

xixj, ..., yn “
ź

i

xi,

a pour multiplicité µ “ n!.

Soit e “ pe1, ..., eµq P Hµ
x une famille de représentants d’une base de Q.

3. Montrer que, pour toute série formelle ϕ P Crrx1, ..., xnss, il existe un unique
champ formel a P Crry1, ..., ynssµ telle que

ϕ “ f˚a ¨ e,

soit
ϕpxq “ a1pfpxqqe1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` aµpfpxqqeµpxq.
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Autrement dit, en “divisant” (au sens du produit scalaire) la fonction ϕ par e on
obtient une fonction qui se factorise par f , de la forme apfpxqq, d’où le nom de
théorème de division.

4. ‹ Montrer que, si ϕ est convergente, il en est de même de a ; on pourra utiliser
la méthode des séries majorantes [Hou61].

5. En déduire que, si ϕ est une fonction symétrique, elle se factorise (de façon
analytique) par l’application de Viète.

6. Montrer que, si f dépend de paramètres, on peut remplacer les fonctions ekpxq
par des fonctions arbitraires Ekpx, tq telles que Ekpx, 0q “ ekpxq. Indication : Les
Ekpx, tq forment un ensemble de générateurs de l’algèbre locale de l’application
F : px, tq ÞÑ pfpx, tq, tq parce que F px, tq ´ F px, 0q et les Ekpx, tq ´ Ekpx, 0q sont
dans l’idéal engendré par t dans l’espace Ctx, tu des fonctions holomorphes en 0
de x et de t.

7. En déduire le théorème de préparation de Weierstrass : Soit

F px, tq “ xµ ` u1ptqxµ´1 ` ¨ ¨ ¨ ` uµptq, usp0q “ 0.

Alors toute fonction ϕpx, tq se laisse mettre sous la forme

ϕpx, tq “ apx, tqF px, tq `
µ´1
ÿ

r“0

hrptqxr;

a est le quotient de ϕ par F , et le polynôme de degré µ ´ 1 est le reste.
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Chapitre 11

Surfaces I – Espace tangent

Tout le monde sait ce que c’est qu’une courbe, jusqu’à ce
qu’il ait étudié suffisamment de mathématiques pour que
ses idées soient brouillées par le nombre infini
d’exceptions possibles.

F. Klein

Mots-clefs du chapitre Surface, dimension, codimension, redressement, équa-
tion, espace tangent

Deux moyens pour définir une surface de R3 sont : par une équation

fpx, y, zq “ 0,

ou par un paramétrage

x “ Xps, tq, y “ Y ps, tq, z “ Zps, tq

(où s et t sont des paramètres). 1 Par exemple, le plan d’équation x ` y ` z “ 0
peut aussi être paramétré de la façon suivante

x “ s, y “ t, z “ ´s ´ t ps, t P Rq.

Mais, en fonction de f ou de pX, Y, Zq, on peut obtenir un ensemble “singulier”,
qu’on n’a pas envie d’appeler une surface (lisse). C’est le cas par exemple de
l’équation x2 ` y2 ` z2 “ 0 et du paramétrage constant x “ y “ z “ 0. Dans ce
chapitre, on verra des conditions suffisantes pour obtenir une surface : en l’occu-
rence il suffit que f soit une submersion, ou pX, Y, Zq une immersion.

1. On pourrait aussi prendre l’exemple d’une courbe de R3, qui peut être défini par un système
de deux équations réelles fpx, y, zq “ 0, gpx, y, zq “ 0 ou par un paramétrage x “ Xptq, y “ Y ptq,
z “ Zptq.
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11.1 Définition. Une surface (lisse) 2 de dimension d de Rn est une partie S de
Rn telle que, pour tout a P S, il existe un difféomorphisme

α : pRn, aq Ñ pRd ˆ Rn´d, 0q

tel que, localement au voisinage de 0,

px̃, ỹq P αpSq ô ỹ “ 0.

Le difféomorphisme α est un redressement local de S (voir la figure 11.1), l’entier
d est la dimension de S, et l’entier p “ n ´ d est sa codimension.

Quand d “ 1, on parle plus spécifiquement de courbe et, quand p “ 1, d’hyper-
surface.

a

{x̃}

ỹ

α

S

α(S)

0

Figure 11.1 – Surface S et son difféomorphisme de redressement α

11.a Exercice (Graphe d’une application).
Soit f : pRn, aq Ñ pRp, bq une application de classe C1. Montrer que son graphe

Gpfq “ tpx, yq, y “ fpxqu

est une surface de Rn ˆ Rp de dimension n.

11.2 Proposition (Surface définie par une équation). Soient f : pRn, aq Ñ pRp, bq
une submersion et S la partie de Rn définie par l’équation f “ b, i.e. S “ f´1pbq ;
par abus, on appelle parfois f elle-même une équation de S. Alors S est une
surface de Rn de codimension p, et donc de dimension n ´ p.

Démonstration. En effet, en notant d “ n´ p, le théorème de submersion montre
qu’il existe des difféomorphismes

#

α : pRn, aq Ñ pRd ˆ Rp, 0q
β : pRp, bq Ñ pRp, 0q

2. Nous utiliserons ce vocable pour désigner les sous-variétés de Rn. Parfois on réserve le
terme de surface aux sous-variétés de dimension 2.
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tels que le diagramme suivant commute :

pRn, aq f //

α

��

pRp, bq
β

��
pRd ˆ Rp, 0q Jp // pRp, 0q.

Donc, localement, si αpxq “ px̃, ỹq, et puisque β ˝ f “ Jp ˝ α,

px̃, ỹq P αpSq ô fpxq “ b ô pβ ˝ fqpxq “ 0 ô pJp ˝ αqpxq “ 0 ô ỹ “ 0.

Donc le difféomorphisme α redresse S, qui est bien une surface de Rn.

f
b

S : f = b

a

Figure 11.2 – Surface S d’équation f “ 0

11.3 Exemple. La sphère

Sn “ tx P Rn`1, }x} “ 1u

est une surface de dimension n, définie globalement par l’équation

fpxq “ 0, fpxq “ }x}2 ´ 1;

f est bien un submersion au voisinage de tout point de Sn (mais pas en 0 R Sn)
puisque

f 1pxq ¨ ξ “ 2x ¨ ξ “ 0 p@ξq ô x “ 0.

11.4 Exemple. Notons T “ S1 le cercle. C’est une courbe de R2. Le tore de dimen-
sion n, Tn, est alors une surface de R2n, de dimension n.

11.b Exercice (Groupes classiques).
Montrer que les groupes suivants sont des surfaces de MnpRq ” Rn2

, dont on
calculera la dimension :

— le groupe linéaire GLnpRq
— le groupe linéaire spécial

SLnpRq “ tM P MnpRq, detM “ 1u

— le groupe orthogonal

OnpRq “ tM P MnpRq, tMM “ Iu.
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11.c Exercice (Un lemme de division ‹). Soient f : pRn, 0q Ñ R une fonction de
classe C8 et g : pRn, 0q Ñ Rp une submersion de classe C8. Montrer que

gpxq “ 0 ñ fpxq “ 0 p@xq

si et seulement si il existe une fonction a : pRn, 0q Ñ pRp, 0q telle que fpxq “
apxq ¨ gpxq (le produit scalaire euclidien de apxq et gpxq).

Un chemin γ est tracé sur S (d’équation f “ 0) si f ˝ γ ” 0. 3

11.5 Définition. L’espace tangent à une surface S Ă Rn en un point x P S est
l’ensemble TxS des vecteurs vitesses γ1p0q de chemins γ : pR, 0q Ñ pS, xq (on dit que
les tels chemins sont tracés sur S) dérivables (vus comme chemins pR, 0q Ñ Rn).

x

TxSS

Figure 11.3 – Plan tangent à une surface. On représente généralement le plan
affine tangent x ` TxS, passant par x et dirigé par TxS.

11.6 Proposition. Si f : pRn, xq Ñ pRp, 0q est une équation locale de S,

TxS “ ker f 1pxq.

En particulier, TxS est un sous-espace vectoriel de même dimension que S.

Démonstration. L’inclusion TxS Ă ker f 1pxq est triviale, puisque si γ : pR, 0q Ñ
pS, xq est un chemin dérivable tracé sur S, f ˝ γ ” 0, donc, par dérivation en 0,
f 1pxq ¨ γ1p0q “ 0, donc γ1p0q P ker f 1pxq.
Montrons l’inclusion réciproque. Soit ξ P ker f 1pxq. On veut réaliser ξ comme le
vecteur vitesse γ1p0q d’un chemin γ : pR, 0q Ñ pRn, xq tracé sur S (f ˝ γ ” 0).
D’après le théorème de submersion, il existe deux difféomorphismes α et β faisant
commuter le diagramme suivant :

pRn, xq f //

α

��

pRn, 0q
β

��
pRn, 0q Jp // pRp, 0q.

(11.1)

Notons ξ̃ “ α1pxq ¨ ξ. Comme Jp ˝ α “ β ˝ f , on a

Jp ¨ ξ̃ “ Jp ¨ α1pxq ¨ ξ “ β1p0qf 1pxq ¨ ξ “ 0.

3. Rappelons que cette notation signifie que la fonction f ˝ γ est identiquement nulle, alors
que la notation f ˝ γ “ 0 pourrait signifier qu’elle s’annule juste en certains points.
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Donc ξ̃ P ker Jp (traduction du côté de la forme normale, de l’hypothèse selon
laquelle ξ P ker f 1pxq). Cette fois, il est facile de réaliser ξ̃ comme le vecteur vitesse
d’un chemin γ̃ tracé sur αpSq “ ker Jp : à cause de la forme très particulière de
Jp : px, yq ÞÑ px, 0q, l’hypothèse dit que ξ̃ est de la forme ξ̃ “ p0, ξ̃2q, et il suffit
donc de poser γ̃ptq “ p0, tξ̃2q. Il ne reste qu’à poser γptq “ α´1 ˝ γ̃ptq. On vérifie
que

f ˝ γ “ f ˝ α´1 ˝ γ̃ “ β´1 ˝ Jp ˝ γ̃ “ 0

et que
γ1p0q “ α1pxq´1 ¨ γ̃1p0q “ α1pxq´1 ¨ ξ̃ “ ξ.

11.d Exercice. Calculer le plan tangent à Sn en un point x.

11.e Exercice. Calculer la droite tangente à l’ellipse d’équation

x2

a2
` y2

b2
“ 1.

11.7 Définition. Soient S et T des surfaces respectivement de Rn et de Rp.
Soit f : pS, aq Ñ pT, bq une application. La dérivée de f en a, si elle existe, est
l’application f 1paq : TaS Ñ TbT définie par

f 1paq ¨ γ1p0q “ pf ˝ γq1p0q,

pour tout chemin γ : pR, 0q Ñ pS, aq dérivable tracé sur S.

f

a = γ(0) (f ◦ γ)(0)

γ′(0) f ′(a) · γ′(0) = (f ◦ γ)′(0)

Figure 11.4 – Définition cinématique de la dérivée f 1paq : c’est l’application qui
envoie la vitesse d’un chemin sur la vitesse du chemin image

Démonstration (de quoi ?) Il faut démontrer que, si γ̃ : pR, 0q Ñ pS, xq est un
chemin tel que γ̃1p0q “ γ1p0q, pf ˝ γ̃q1p0q “ pf ˝ γqp0q.
Il existe un difféomorphisme de redressement α : pRn, aq Ñ pRd ˆ Rn´d, 0q tel que
αpSq “ tpx, 0q, x P Rdu. Donc α ˝ γptq est de la forme pxptq, 0q, et α ˝ γ̃ptq de la
forme px̃ptq, 0q. D’après la formule habituelle de dérivation des fonctions composées
(définies sur des ouverts d’espaces eucliens, et non sur des surfaces),

pα ˝ γq1p0q “ α1paq ¨ γ1p0q
“ α1paq ¨ γ̃1p0q
“ pα ˝ γ̃q1p0q,
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donc x1p0q “ x̃1p0q. Posons F “ f ˝ α´1. Alors

pf ˝ γq1p0q “ pF ˝ α ˝ γq1p0q
“ pF ˝ px, 0qq1p0q
“ F 1pαpaqq ¨ px1p0q, 0q p˚q
“ F 1pαpaqq ¨ px̃1p0q, 0q
“ pF ˝ px̃, 0qq1p0q p˚q
“ pF ˝ α ˝ γ̃q1p0q
“ pf ˝ γ̃q1p0q,

où les égalités p˚q découlent de la formule habituelle de dérivation des fonctions
composées.

11.8 Proposition. Si S est une surface de Rn de dimension d, au voisinage
de tout point a de S il existe un base epxq “ pe1pxq, ..., edpxqq de TxS telle que
e : pS, xq Ñ Mn,dpRq soit de classe C1.

Démonstration. Soit α : pRn, aq Ñ pRdˆRn´d, 0q, x ÞÑ pX, Y q, un difféomorphisme
de redressement de S, de sorte que αpSq ait pour équation Y “ 0. Soit pe1, ..., edq
la base canonique de Rd. C’est une base de l’espace tangent à αpSq en tout point
voisin de 0. Alors pα1pxq´1peiqqi“1,...,d est une base de TxS (parce que α1pxq est
un isomorphisme), ce qui démontre la proposition, au changement de notation
près.

11.f Exercice (Transversalité).
Soient f : pRn, xq Ñ pRp, yq C1 et S une surface de Rp contenant y, de dimension
d. On suppose que f est transverse à S en x, au sens que

im f 1pxq ` TyS “ Rp.

Montrer que f´1pSq est localement une surface de Rn de dimension n ´ p ` d.

11.g Exercice (Contour apparent d’une surface).
Soient Q une forme quadratique définie positive sur R3 et S l’ellipsöıde d’équation
Q “ 1. Soit a un point à l’extérieur de S, c’est-à-dire tel que Qpaq ą 1 (pourquoi
est-ce bien l’extérieur de S ?). Le contour apparent de S vu de a est l’ensemble C
des points x de S où l’espace affine tangent x`TxS contient a. Montrer que C est
une ellipse (intersection de S et d’un plan affine de R3).



Chapitre 12

Extrema de fonctions
(semi-)continues

Mots-clefs du chapitre Suite minimisante, minimum, continuité, semi-conti-
nuité, compacité

Soit f : X Ñ R une fonction sur un espace métrique. Soit

m “ inf
X
f P r´8,`8r

la borne inférieure de f . Une suite minimisante de f est une suite pxnq de X telle
que

lim fpxnq “ m;

une telle suite existe forcément, par définition de la borne inférieure. Mais on ne
sait pas, en général, si elle converge dans X.

12.1 Définition. Un minimum est un point x P X tel que fpxq “ m (forcément
P R par définition de f). Le nombre m s’appelle alors la valeur minimum.

On définit de même les notions de borne supérieure, de suite maximisante, de
maximum et de valeur maximale. Un extremum est un point x qui est soit un
minimum soit un maximum.

Par exemple, la fonction x2 sur X “ R possède un minimum en x “ 0, mais pas
de maximum puisque sa borne supérieure est `8.

12.2 Théorème. Si X est compact, une fonction continue f : X Ñ R possède
(au moins) un minimum et un maximum.

Démonstration. Soit pxnq une suite minimisante. Comme X est supposé compact,
il existe une suite extraite pxnk

q convergente dans X, disons vers un point x. Par
continuité de f , fpxq “ m, donc x est un minimum.

12.3 Exemple. Soient C une courbe fermée de Rn (fermée signifie qu’elle possède
un paramétrage c : T Ñ C ) et f : C3 Ñ R définie par

fpx, x1, x2q “ }x ´ x1} ` }x1 ´ x2} ` }x2 ´ x}.
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Alors f possède un minimum et un maximum, puisque f est continue et que,
comme T est compact, C l’est aussi. Les minima sont en nombre infinis, puisqu’ils
contiennent déjà tous les triplets de la forme px, x, xq, x P C. À supposer que C
ne contienne pas de triplets de points alignés (par exemple si C est strictement
convexe), les maxima, eux, sont constitués de points deux à deux distincts, puisque,
si x ‰ x1,

fpx, x1, x2q ą fpx, x, x2q.

12.a Exercice. Soient X l’ensemble des fonctions f croissantes de classe C1 sur
R telles que fp´1q “ ´1 et fp1q “ 1, et J : X Ñ R telle que

Jpfq “
ż `1

´1

x2f 1pxq dx.

Montrer que infX J “ 0 et que J n’atteint pas sa borne inférieure.

12.4 Remarque. En fonction de la “forme” deX, on peut souvent inférer l’existence,
non seulement d’extrema, mais plus généralement de points critiques des fonc-
tions dérivables sur X. Leur nombre minimal s’appelle la catégorie de Lyusternik-
Schnirelmann k et, s’ils sont non dégénérés (c’est-à-dire si la fonction est de Morse),
le nombre de points critiques minimum est le nombre de Betti ě k. Un point cri-
tique qui n’est pas un extremum local s’appel un point col (voir la figure 12.1).

Figure 12.1 – Graphe d’une fonction (telle que x2 ´ y2) possédant un point col.

Dans le théorème 12.2, si l’on cherche seulement un minimum de f , toute la force
de la continuité de f n’est pas requise.

Rappel : la limite inférieure d’une fonction f en un point a est

lim inf
xÑa

fpxq “ lim
ηÑ0

inf fpBηpaqq;

cette limite existe parce que la fonction η ÞÑ inf fpBηpaqq est croissante.

12.5 Définition. Soient f : X Ñ R̄ une fonction et a P X un point. La fonc-
tion f est semi-continue inférieurement (sci) en a si l’une de ces deux conditions
équivalentes suivantes est satisfaite :

— fpaq “ lim inf
xÑa

fpxq.
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— pour tout ǫ ą 0 il existe un voisinage V de a tel que fpaq ´ ǫ ă fpV q.
Elle est semi-continue supérieurement en a si ´f est semi-continue inférieurement
en a.

Remarquons que, si f est sci en a, on a donc

fpaq ď lim sup
xÑa

fpxq,

avec égalité si et seulement si f est continue en a.

12.6 Exemple. La fonction indicatrice de s0, 1r est sci, tandis que celle de r0, 1s est
scs.

12.7 Exemple. La fonction indicatrice de Q sur R est sci en tout point x irrationnel,
et scs en tout point x rationnel.

12.8 Théorème. Si X est compact, une fonction semi-continue inférieurement
f : X Ñ R̄ possède un minimum.

Démonstration. Soit m “ infX f . Soit pxnq une suite minimisante de f : pour tout
ǫ ą 0, il existe N tel que, pour tout n ě N , fpxnq ď m ` ǫ.

Par compacité de X, il existe une suite extraite pxnk
q convergente dans X. Notons

a sa limite. Par semi-continuité de f en a, il existe K tel que, pour tout k ě K,
fpaq ´ ǫ ď fpxnk

q.
Donc, pour k ě K tel que nK ě N , fpaq ď m ` 2ǫ. Donc fpaq “ m.

Terminons ce chapitre par quelques propriétés des fonctions semi-continues, qui
seront utiles dans l’exercice 12.b.

12.9 Proposition. L’application f est semi-continue inférieurement sur X si et
seulement si l’une quelconque de ces propriétés est satisfaite :

1. pour tout λ P R̄ l’ensemble f´1psλ,`8sq est ouvert.

2. pour tout λ P R̄ l’ensemble f´1pr´8, λsq est fermé.

3. l’épigraphe

Ef “ tpx, yq P X ˆ R̄ ; y ě fpxqu
est fermé dans X ˆ R̄.

Démonstration. 1. La semi-continuité inférieure de f équivaut à ce que, pour
tout point a P X et pour tout λ tels que λ ă fpaq, l’ensemble des x tels
que λ ă fpxq soit un voisinage de a ; autrement dit, à ce que, pour tout
λ, l’ensemble des a tels que λ ă fpaq soit un voisinage de chacun de ses
points, donc soit ouvert.

2. Comme Af´1pr´8, λsq “ f´1psλ,`8sq, la seconde propriété est équivalente
à la première.
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Figure 12.2 – Épigraphe d’une fonction semi-continue inférieurement

3. Ef est fermé si et seulement si son complémentaire est voisinage de chacun
de ses points. Or, f est semi-continue inférieurement sur X si et seule-
ment si, pour tout couple px, λq P AEf (λ ă fpxq) et pour tout µ tel que
λ ă µ ă fpxq, on a µ ă fpyq pour tout y dans un voisinage V de x ;
c’est-à-dire s’il existe un voisinage V ˆ r´8, µrĂ AEf de px, λq. Donc la
troisième propriété énoncée dans la proposition est bien équivalente à la
semi-continuité inférieure de f sur X.

12.10 Exemple. La fonction caractéristique 1A d’une partie A de X est sci sur X
si et seulement si A est ouverte. En effet,

1
´1
A psλ,`8sq “

$

’

&

’

%

H si 1 ď λ

A si 0 ď λ ă 1

X si λ ă 0.

La borne supérieure d’une famille de fonctions continues n’est pas, en général,
continue, mais seulement semi-continue inférieurement. Ceci découle du corollaire
suivante.

12.11 Corollaire. L’enveloppe supérieure suptfjujPJ d’une famille pfjqjPJ de fonc-
tions numériques semi-continues inférieurement est aussi semi-continue inférieure-
ment.

Démonstration. L’épigraphe de l’enveloppe supérieure est l’intersection des épi-
graphes :

Esup fj “ XEfj .

D’après la proposition 12.9, les Efj sont fermés. Donc leur intersection est fermée.
Donc l’épigraphe de sup fj est fermé, d’où l’affirmation.

12.b Exercice (Géodésiques dans un espace métrique).
1. Montrer que, si un espace métrique X est compact, une fonction semi-continue
inférieurement sur X atteint son minimum.

2. Montrer que la longueur d’un chemin continu (cf. exercice 1.h) dépend du chemin
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de façon semi-continue inférieure ; on pourra utiliser que la borne supérieure de
fonctions continues est semi-continue inférieurement.

3. Montrer que, pour toute courbe γ P CpT,Xq, T “ ra, bs, a ă b, telle que
Lpγq ă l P R` il existe un homéomorphisme croissant φ : r0, 1s Ñ ra, bs tel que la
courbe γ ˝ φ soit l-lipschitzienne.

4. En déduire que, pour toute famille pγjqjPJ de courbes paramétrées de X de
longueur ă l, il existe une famille pγ̂jqjPJ de courbes paramétrées appartenant à
Cpr0, 1s, Xq, telle que pour tout j P J les courbes γj et γ̂j soient équivalentes par
homéomorphisme lipschitzien et que γ̂j soit lipschitizienne de rapport l.

5. ‹ Supposons compact l’espace métrique X. Soient A et B deux parties fermées
disjointes de X. Montrer que, s’il existe dans X des courbes rectifiables d’extrémi-
tés dans A et B respectivement, et si k désigne la borne inférieure de leurs lon-
gueurs, il existe aussi un arc simple γ de longueur k et d’extrémités dans A et B
respectivement (γ est une géodésique).
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Chapitre 13

Factorisation des applications
linéaires

Mots-clefs du chapitre Espace vectoriel quotient, factorisation d’une applica-
tion linéaire par une autre

On commence par rappeler le concept de quotient d’espaces vectoriels. Soient E
un espace vectoriel et V un sous-espace vectoriel de E. On cherche à construire un
espace vectoriel ressemblant le plus possible à E mais dans lequel on ait la règle
de calcul supplémentaire selon laquelle tout vecteur de V peut être identifié à 0.

13.1 Définition. Le quotient de E par V est l’ensemble, noté E{V , des classes
d’équivalences de E pour la relation d’équivalence

x „ x1 ô x ´ x1 P V ô x1 P x ` V.

Autrement dit, E{V est l’ensemble des sous-espaces affines de E dirigés par V :

E{V “ tx ` V, x P Eu.

��������
��������
��������
��������

V

x + V

Figure 13.1 – La partition de E en les sous-espaces affines x ` V , x P E, dirigés
par V

Les deux cas extrêmes sont

E{t0u “ tx ` t0u, x P Eu “ ttxu, x P Eu ” E

et

E{E “ tx ` E, x P Eu “ tEu ” t0u.
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13.a Exercice. Montrer que le quotient E{V d’un espace vectoriel E par un sous-
espace V hérite d’une structure d’espace vectoriel définie par les relations

#

x̄ ` x̄1 “ x ` x1

λ ¨ x̄ “ λ ¨ x,

et que, si E est de dimension finie,

dimE{V “ codimV.

13.b Exercice (Réalisation du quotient). Montrer que, si E “ V ‘W , la restric-
tion à W de la projection canonique p : E Ñ E{V est un isomorphisme.

13.c Exercice (Propriété universelle du quotient). Montrer que, pour toute ap-
plication linéaire f : E Ñ F s’annulant sur V , il existe une unique application
linéaire ϕ : E{V Ñ F telle que

f “ ϕ ˝ p,
où p est la surjection canonique de E sur E{V . Comme E{V ne dépend pas de f ,
la propriété précédente est qualifiée de propriété universelle du quotient. Montrer
de plus que p est unique à isomorphisme près parmi les applications linéaires sur
E s’annulant sur V et vérifiant la propriété universelle.

13.2 Lemme. Une application linéaire f : E Ñ F induit une application linéaire
ϕ : E{ ker f Ñ imϕ, qui est un isomorphisme.

Démonstration. ϕ est définie par la formule

ϕpx ` ker fq “ fpxq,

qui n’est pas ambiguë. Elle a même image que f , et est injective parce que, si
fpxq “ 0, x ` ker f “ ker f .

13.3 Proposition. Soient E, V et W trois espaces vectoriels et α P LpE, V q
et β P LpE,W q deux applications linéraires. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

— Il existe une application linéaire λ P LpW,V q telle que α “ λ ˝ β :

E
α //

β   ❆
❆❆

❆❆
❆❆

❆ V

W

λ ?

OO✤
✤
✤

.

— ker β Ă kerα.
Alors la restriction de λ à im β est unique.

Si β est inversible, il suffit de poser λ “ α ˝ β´1. Mais si ce n’est pas le cas, il n’y
a pas de formule aussi simple donnant λ. La démonstration consiste à se ramener
au cas inversible.
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Démonstration du lemme. L’implication directe est évidente. Montrons l’impli-
cation réciproque. Les applications α et β induisent des isomorphismes

#

α̂ : E{ kerα Ñ imα Ă V

β̂ : E{ ker β Ñ im β Ă W.

Par ailleurs, la projection canonique E Ñ E{ ker α induit une projection E{ ker β pÝÑ
E{ ker α puisque que par hypothèse ker β Ă ker α :

E
α //

β !!❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇
imα E{ kerαα̂oo

im β

λ|im β

OO✤
✤

✤

E{ ker ββ̂oo

p

OO
.

Il suffit donc de poser λ “ α̂ ˝ p ˝ β̂´1 et de prolonger λ, sur un supplémentaire de
im β, par exemple par 0 .

13.d Exercice.
Démontrer la proposition 13.3 sans utiliser de quotients d’espaces vectoriels. Indi-
cation : choisir des supplémentaires de kerα et de ker β.
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Chapitre 14

Points critiques de fonctions

Mots-clefs du chapitre Extremum, point critique, multiplicateur de Lagrange

Soient D une partie de Rn est f : D Ñ R une fonction de classe C1 au sens où f
possède un prolongement C1 sur un voisinage ouvert de D. 1 Trouver les extrema
(minima et maxima) de f s’appelle optimiser f sous la contrainte D.

Dans le chapitre précédent, on a vu que si D est compact, f possède toujours
un maximum et un minimum. Mais comment les trouver ? La réponse n’est pas
toujours immédiate, et il faut alors décomposer D en plusieurs sous-parties, cher-
cher les extrema (voire les extrema locaux) de f en restriction à chacune de ces
sous-parties, pour enfin comparer les valeurs prises par f en ces différents points
pour décider lesquels de ces points sont les extrema sur D entier.

Les sous-parties que nous allons considérer ici sont : les ouverts de Rn et les surfaces
de Rn.

14.1 Exemple. Si D est le carré fermé r0, 1s2, avec les outils de ce cours on décom-
posera D en l’ouvert s0, 1r2, les quatre côtés ouverts (s0, 1rˆt0u, etc.) et les quatre
sommets (p0, 0q, etc.).

Optimisation sur un ouvert de Rn

Commençons par quelques rappels sur l’optimisation locale sur un ouvert de Rn.
Soit f : pRn, aq Ñ R une fonction de classe C1.

14.2 Définition. Le point a est régulier si f 1paq ‰ 0 et critique si f 1paq “ 0. 2

14.3 Lemme. Si a est un extremum local 3 de f , il en est un point critique.

1. Comme on n’a pas supposé que D est ouvert, f n’est peut-être pas définie au voisinage de
chacun des points de D. Donc la propriété d’être de classe C1 requiert bien une définition, qui
prolonge celle où D est ouvert.

2. Plus généralement, pour une application f : pRn, aq Ñ Rp, a est critique si f 1paq ă
minpn, pq. Cette définition est cohérente avec la notion de point critique introduite au premier
chapitre pour les chemins (n “ 1).

3. C’est-à-dire un minimum local ou un maximum local
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Démonstration. Comme f est dérivable,

fpa ` ξq “ fpaq ` f 1paq ¨ ξ ` opξq “ fpaq `
ÿ

1ďjďn

Bjfpxqξj ` opξq.

Si au moins l’une des dérivées partielles Bjfpxq est non nulle, avec ξ “ p0, ..., 0, 1, 0, ..., 0q
(avec un 1 en position j) la formule précédente devient

fpa` ξq “ fpaq ` Bjfpxqξjp1 ` op1qq,

ce qui montre que a n’est pas un maximum local de f .

14.4 Corollaire. Si f est localement constante, f 1pxq ” 0 au voisinage de a

(puisque tous les points sont des extrema locaux).

14.5 Remarque. Un point critique n’est pas forcément un extremum, même loca-
lement. Sur la figure 14.1, on voit les exemples les plus simples à avoir en tête,
avec deux extrema locaux en haut, et, en bas, un point critique dégénéré (au sens
défini dans le chapitre sur les fonctions de Morse : la dérivée seconde s’annule) et
un point selle (où la partie quadratique n’est ni positive ni négative). Le lemme
de Morse permettra de ramener à de l’algèbre bilinéaire la question de savoir si un
point critique non dégénéré est un extremum local ou non.

x3

x2 + y2

−x2 − y2

x2 − y2

Figure 14.1 – Les points critiques ne sont pas tous des extrema locaux.

Optimisation sur une surface de Rn

Nous allons trouver une condition nécessaire analogue pour qu’un point soit un
extremum local d’une fonction en restriction à une surface. Soit S une surface de
Rn contenant a et d’équation locale g “ 0, où g : pRn, aq Ñ Rp est une submersion.
Comment détecter les extrema locaux de la restriction de f à S ?

14.6 Définition. Le point a est un point critique de f |S si f 1paq|TaS “ 0.
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Pourquoi cette définition ? Parce ce que f 1paq|TaS0 s’interprète comme la dérivée
de f |S, puisque, pour tout chemin C1 γ : pR, 0q Ñ pRn, aq tracé sur S,

pf ˝ γq1p0q “ f 1paq ¨ γ1p0q

avec γ1p0q P TaS.
14.7 Lemme. Si a est un extremum local de f |S, a en est un point critique.

Démonstration. Si a est un extremum local de f |S, c’est en particulier un extre-
mum local de la fonction

f |S ˝ γ “ f ˝ γ : pR, 0q Ñ R

pour tout chemin C1 γ : pR, 0q Ñ pS, aq. Donc (on peut ici invoquer le lemme 14.3),

pf ˝ γq1p0q “ f 1paq ¨ γ1p0q “ 0.

Donc
f 1paq|TaS “ 0.

Une première façon de s’attaquer au problème d’optimisation consiste à se ra-
mener au paragraphe précédent en choissant des coordonnées sur S (ce concept
sera formalisé au chapitre suivant), en exprimant f |S dans ces coordonnées, et en
cherchant les extrema locaux de f |S avec la condition nécessaire du lemme 14.3.

14.8 Exemple. Un point pa, bq est un extremum local de la fonction f : R2 Ñ R

restreinte à la courbe S : sin x ` y “ 0 si et seulement si b “ ´ sin a et a est
un extremum local de la fonction d’une variable ϕ : x ÞÑ fpx,´ sin xq (et donc
ϕ1paq “ 0).

Mais cette méthode conduit parfois à des calculs compliqués pouvant être évités.
Avec le petit ingrédient supplémentaire d’algèbre linéaire vu dans le chapitre
précédent, on obtient en effet le théorème suivant, très utile pour détecter les
points critiques sur une surface.

14.9 Théorème. Si a est un point critique de f |S, il existe une forme linéaire
λ P pRpq˚ telle que

f 1paq “ λ ¨ g1paq.
La forme linéaire λ est alors unique et s’appelle le multiplicateur de Lagrange.

Par définition, l’espace tangent en a à la surface S “ tx, gpxq “ 0u est l’ensemble
des vecteurs vitesses au point a de chemins tracés sur S. On a montré que TaS “
ker g1paq.

Démonstration du théorème. Supposons que a soit un point critique de f |S. D’après
le lemme 13.3, pour conclure il suffit de voir que ker g1paq Ă ker f 1paq, ce qui n’est
autre que l’hypothèse selon laquelle a est un point critique de f |S. D’après le même
lemme, le multiplicateur de Lagrange est unique sur l’image de g1paq, c’est-à-dire,
puisque g est une submersion, sur Rp entier.
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S

TaS = ker g′(a)

a

f = cte

ker f ′(a)

Figure 14.2 – Extremum lié

14.a Exercice (Parallélépipèdes rectangles de volume maximal).
Quel est le parallélépipède rectangle (engendré par trois vecteurs orthogonaux,
donc) d’aire A ą 0 donnée et de volume maximal ? On commencera par justifier
l’existence de ce maximum, puis on donnera deux calculs : un direct en utilisant
des coordonnées de l’espace des parallélépièdes rectangles d’aire donnée, et un
utilisant un multiplicateur de Lagrange.

14.b Exercice (Maximisation d’un volume).
Maximiser la fonction xyz sur la courbe obtenue par intersection de la sphère
S2 : x2 ` y2 ` z2 “ 1 et du plan x ` y ` z “ 1.

14.c Exercice (Formule de Héron). Application : Montrer que l’aire d’un triangle
dont le périmètre est fixé est maximale lorsque le triangle est équilatérale ; on
pourra commencer par démontrer que l’aire A d’un triangle de côtés a, b et c
vérifie

A2 “ ppp ´ aqpp ´ bqpp ´ cq, p “ a ` b ` c

2
.

14.d Exercice (Axes principaux d’un ellipsöıde). Soit q une forme quadratique
positive définie sur Rn. Quels sont les extrema de }x} sur l’hypersurface d’équation
q “ 1 en fonction des sous-espaces propres de q ?

14.e Exercice (Diagonalisation d’un opérateur symétrique).
Soit q une forme quadratique sur Rn associées à B P L2

spRn,Kq. Montrer qu’un
maximum x de la restriction de q à la sphère §n´1 est une valeur propre de B. En
déduire par récurrence que B est diagonalisable sur R, dans une base orthonormée.

14.f Exercice (Inégalité de Minkowski).
Soit p ě 1 un réel. Notons

}x}p “ p|x1|p ` ... ` |xn|pq1{p

pour tout x P Rn. Pour tous vecteurs x, y P Rn on a

}x ` y}p ď }x}p ` }y}p

(ce qui montre que }¨}p est une norme).
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14.g Exercice (Inégalité de Hadamard).
Montrer que, pour tous vecteurs x1, ..., xn P Rn,

| detpx1, ..., xnq| ď }x1} ¨ ¨ ¨ }xn},

où } ¨ } est la norme euclidienne de Rn ; on pourra commencer par montrer que,
si x2, ..., xn est une famille libre donnée et si x1 est un maximum de la fonction
§n´1 Ñ R, ξ ÞÑ detpξ, x2, ..., xnq, x1 est orthogonal à x2, ..., xn, puis en déduire les
maxima de detpx1, ..., xnq lorsque x1, ..., xn P §n´1.

14.h Exercice (Inégalité de Hölder).
Quels que soient les entiers naturels non nuls p, q, r tels que 1{p ` 1{q “ 1{r et
quels que soient les vecteurs x, y P Rn on a

}px1 ¨ y1, ..., xn ¨ ynq}r ď }x}p }y}q

où, rappelons-le, la norme ℓp est définie par

}x}p “ p|x1|p ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|pq1{p
.
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Chapitre 15

Surfaces II – Coordonnées

Mots-clefs du chapitre Système de coordonnées locales, application lue dans
des coordonnées, dérivabilité des applications entre surfaces, difféomorphisme

15.1 Rappel. Une partie S de Rn est une surface de dimension d si, au voisinage
de chacun de ses points a, il existe un difféomorphisme de redressement de S, soit
un difféomorphisme

α “ pαX , αY q : pRn, aq Ñ pRd ˆ Rn´d, pb, cqq, x ÞÑ pX, Y q

tel que αpSq ait pour équation Y “ c (figure 11.1). On dit que S est de classe Ck

si on peut choisir α de classe Ck (k ě 1).

Avec les notations ci-dessus, on remarque que, S ayant pour équation Y “ αY pxq “
c, les points de S se distinguent les uns des autres par leur “coordonnée” X “
αXpxq.
(On commet parfois l’abus consistant à noter X à la place de αX .)

15.2 Définition. Une bijection pS, aq Ñ pRd, bq de la forme x ÞÑ X “ αXpxq
s’appelle un système de coordonnées (locales) de S.

15.3 Exemple. Considérons la droite D d’équation x`y “ 1 dans R2. L’application

α : R2 Ñ R2, px, yq ÞÑ pX, Y q “ px, 1 ´ x ´ yq

est un redressement (global) de D (αpDq ayant pour équation Y “ 0). Donc une
coordonnée (ou un système de coordonnées) est l’application D ÞÑ R, px, yq ÞÑ x.
Une autre coordonnée est l’application px, yq ÞÑ y. En fait, n’importe quelle forme
linéaire λ de R2 non constante sur D (c’est-à-dire non proportionnelle à px, yq ÞÑ
´x ´ y) convient, d’après le théorème d’inversion locale.

15.4 Exemple. L’application “coordonnées sphériques” est

σ : R3 Ñ R3,

¨

˝

r

θ

φ

˛

‚ ÞÑ

¨

˝

r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

˛

‚.

Cette application n’est pas inversible, pour deux “raisons” :

85



86 CHAPITRE 15. SURFACES II – COORDONNÉES

r

θ

φ

Figure 15.1 – Coordonnées sphériques

— Sa dérivée a pour déterminant

r2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sin θ cosφ cos θ cosφ ´ sin θ sinφ
sin θ sinφ cos θ sinφ sin θ cosφ

cos θ ´ sin θ 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ r2 sin θ,

qui s’annule en θ “ 0 pmod πq et en r “ 0. Donc σ n’est pas un difféo-
morphisme local en ces points.

— Les angles θ et φ ne sont pas définis globalement, puisque σ est 2π-périodique
par rapport à θ et à φ. Tout au plus peut-on choisir une détermination conti-
nue de θ et de φ sur des ouverts suffisamment petit de R3 privé de la droite
0z.

Localement, en dehors de θ “ 0 pmod πq et de r “ 0, l’application σ définit un
difféomorphisme local. Une branche inverse quelconque de σ redresse la sphère S2,
puisque l’équation de S2 dans ces coordonnées est

r “ 1.

Donc les variables pθ, φq forment un système de coordonnées locales de la sphère
S2, localement au voisinage de n’importe quel point différent des pôles. C’est ce
qu’on appelle les coordonnées sphériques.

15.a Exercice (Graphe d’une application).
Montrer que le graphe d’une application f : pRn, aq Ñ pRp, bq, soit

G “ tpx, fpxqq, x P Rn proche de au

est une surface de Rn ˆ Rp de dimension n, admettant la première projection
p1 : px, fpxqq ÞÑ x comme système de coordonnées (globales).

15.b Exercice (Surfaces comme graphes).
Montrer réciproquement que, si S est une surface de dimension d de Rn, il existe
une décomposition en somme directe Rn “ E ‘ F avec dimE “ d, et une appli-
cation ϕ : pE, a1q Ñ pF, a2q de classe C1 (avec a “ a1 ` a2) telle que localement S
soit le graphe de ϕ, i.e. la surface d’équation y “ ϕpxq et

TaS “ tpξ, ϕ1pa1q ¨ ξq; ξ P Eu.
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Soit f : pS, aq Ñ pU, bq une application entre deux surfaces. Le calcul différentiel
classique peut-être étendu aux telles applications de la façon suivante.

15.5 Définition. Soient x : pS, aq Ñ pRd, 0q et y : pU, bq Ñ pRp, 0q des systèmes
de coordonnées locales. L’application f lue dans ces systèmes de coordonnées est
l’application f̃ faisant commuter le diagramme suivant :

pS, aq f //

x

��

pU, bq
y

��
pRd, 0q f̃ // pRp, 0q.

Contrairement à f , f̃ est définie sur un ouvert d’espace euclidien, sur lequel les
notions habituelles de calcul différentiel s’appliquent.

On avait défini cinématiquement la dérivée d’une application entre surfaces (défi-
nition 11.7) :

f 1paq ¨ γ1p0q “ pf ˝ γq1p0q pγ1p0q P TaSq
quand le membre de droite existe. Le lemme suivant découle de la formule

f ˝ γ “ y´1 ˝ f̃ ˝ px ˝ γq.

15.6 Lemme. L’application f est dérivable en a si et seulement si f̃ est dérivable
en 0.

15.7 Définition. Supposons S de classe Ck (k ě 1). L’application f est de classe
Ck si f̃ est de classe Ck (au sens habituel). Elle est un Ck-difféomorphisme si
elle est inversible et si f et f´1 sont de classe Ck, c’est-à-dire si f̃ est un Ck-
difféomorphisme.

15.c Exercice (Classe Ck).
Montrer que le fait d’être de classe Ck ne dépend pas des systèmes de coordonnées
Ck x et y choisis.

15.8 Théorème (Inversion locale). Une application f : pS, aq Ñ pU, bq de classe
Ckě1 est un Ck-difféomorphisme local si et seulement si l’application linéaire
f 1paq : TaS Ñ TbU est un isomorphisme.

Démonstration. f est un Ck-difféomorphisme local si et seulement si f̃ est un
Ck-difféomorphisme local (avec la notation de la définition 15.7), donc, d’après le
théorème d’inversion locale, si et seulement si l’application linéaire f̃ 1p0q : Rd Ñ Rp

est un isomorphisme (et donc d “ p). Comme

f̃ 1p0q “ py ˝ f ˝ x´1q1p0q “ y1pbq ¨ f 1paq ¨ px´1q1p0q

et comme x1paq et y1pbq sont eux-mêmes des isomorphismes, le théorème est démon-
tré.
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15.d Exercice ‹ (R. Krikorian).
1. Montrer que, si H P MnpRq est antisymétrique, son exponentielle est dans
SOnpRq.
2. Soit M P MnpRq telle que trpHMq “ 0 pour toute matrice H antisymétrique.
Montrer que M est symétrique ; on pourra considérer le produit scalaire H ¨M “
trpH tMq.
3. Soit A une matrice symétrique définie positive dont les valeurs propres sont
distinctes deux à deux. Calculer

maxtdetpA ` RAR´1q, R P SOnu.

Solution succinte. 1. Dériver petHxq ¨ y par rapport à t.

2. Les matrices symétriques sont orthogonales aux matrices antisymétriques. Un
argument de dimension permet de conclure.

3. En un maximum R, pour toute matrice antisymétrique H,

det
`

A ` RAR´1 ` rH,RAR´1s
˘

“ OpH2q

(remplacer R par eǫHR et dériver par rapport à ǫ). Donc

trppA ` RAR´1q´1rH,RAR´1sq “ 0,

soit
trpH

“

pA ` RAR´1q´1, RAR´1
‰

q “ 0.

D’après la question précédente,

S “
“

pA ` RAR´1q´1, RAR´1
‰

est antisymétrique. Mais comme le crochet de deux matrices antisymétriques est
symétrique, S “ 0. Donc R et pA ` RAR´1q´1 et RAR´1 commutent, donc A `
RAR´1 et RAR´1 commutent, donc A et RAR´1 commutent.

Donc ces dernières sont simultanément diagonalisables dans une base orthonormée :
il existe P orthogonale, et D et ∆ diagonales telles que

A “ PDP´1 et RAR´1 “ P∆P´1.

Posons U “ P´1RP . Alors U∆U´1 “ D. Comme D a ses valeurs propres dis-
tinctes, P est une matrice de permutation. On est donc ramené à calculer le
maximum de det pD ` U´1DUq lorsque U parcours l’ensemble des matrices de
permutation.

Si l’on note λ1 ă ¨ ¨ ¨ ă λn les valeurs propres de A, et si U est la matrice d’une
permutation σ,

det
`

D ` U´1DU
˘

“
ź

1ďiďn

pλi ` λσpiqq.

Le maximum est atteint pour la permutation décroissante. En effet, si a ď b et
c ď d, on a

pa` cqpb ` dq ď pa ` dqpb ` cq,
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puisque
0 ď pb ´ aqpd ´ cq “ ac ` bd ´ ad ´ bc.

Donc par récurrence on voit qu’on augmente le produit en ordonnant les seconds
termes λσpiq, dans chaque facteur, de façon décroissante.
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Chapitre 16

Déterminant

Mots-clefs du chapitre Volume orienté, orientation

Si px1, ..., xnq est une famille de vecteurs de Rn, on peut définir leur déterminant
comme le volume orienté du parallélotope 1 engendré,

ta1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` anxn, a1, ..., an P r0, 1su.
L’exemple suivant montre comment calculer ce volume orienté. Considérons deux
vecteurs u et v dans R2. Pour calculer l’aire orientée du parallélogramme qu’ils
engendrent (voir la figure 16.1), on découpe le parallélogramme et l’on se ramène
en deux étapes à un rectangle de même aire :

airepu, vq “ airepu1, vq “ airepu1, v1q.
L’aire du parallélogramme initial est alors simplement le produit des longueurs
de u1 et de v1. Mais ces opérations géométriques correspondent exactement aux
opérations sur les lignes et les colonnes d’une matrice 2ˆ 2 destinées à la ramener
à une matrice diagonale, et dont chaque étape préserve le déterminant :

∣

∣

∣

∣

u1 v1
u2 v2

∣

∣

∣

∣

“
∣

∣

∣

∣

u1
1 v1
0 v2

∣

∣

∣

∣

“
∣

∣

∣

∣

u1
1 0
0 v1

2

∣

∣

∣

∣

“ u1
1v

1
2.

Comme u1 “ u ´ u2

v2
v et v1 “ v ´ v1

u1
1

u1, on a u1
1 “ u1 ´ u2

v2
v1 et v1

2 “ v2, donc l’aire

orientée vaut
u1
1v

1
2 “ u1v2 ´ u2v1.

Ces considérations conduisent à définir le déterminant

det : pRnqn ” MnpRq Ñ R

comme une forme n-linéaire antisymétrique. On peut montrer que, si on la nor-
malise de façon que

det In “ 1,

elle vaut
detpx1, ..., xnq “

ÿ

σPSn

ǫpσqx1,σp1q ¨ ¨ ¨ xn,σpnq.

1. Généralisation en dimension quelconque du parallélogramme en dimension n “ 2 et du
parallélépipède en dimension 3.
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Figure 16.1 – Le calcul de l’aire orientée de 2 vecteurs dans R2 est le même que
le calcul de leur déterminant.

16.1 Rappel (Signature). Tout permutation σ de t1, ..., nu se décompose comme
composée de transpositions (i.e. de permutations qui, individuellement, ne font que
permuter deux éléments). Le nombre de transpositions nécessaires n’est pas unique,
mais sa parité l’est. La signature de σ est ǫpσq “ ˘1 selon que σ se décompose
en un nombre pair ou impair de transpositions. Par exemple, la signature d’une
transposition est ´1, tandis que celle d’une bitransposition est `1.

Par exemple,

det

ˆ

x1,1 x1,2
x2,1 x2,2

˙

“ x1,1x2,2 ´ x2,1x1,2.

16.a Exercice (Aire d’un triangle). 1. Calculer l’aire orientée du triangle de som-
mets

A “ p1, 2q, B “ p3, 3q, C “ p2, 1q.

2. Calculer l’aire (non orientée) du triangle dans R3 de sommets

A “ p1, 2, 3q, B “ p4, 4, 4q, C “ p3, 2, 1q

(une solution est d’utiliser le produit vectoriel, mais on essayera plutôt de faire un
calcul qui se généralise en dimension quelconque).

16.2 Remarque. La multilinéarité et l’antisymétrie permettent de calculer certains
déterminants. Mais par exemple son caractère intrinsèque : detpP´1AP q “ detA,
ni a fortiori son caractère multiplicatif : detpABq “ detA detB, n’en découlent
simplement. Ces propriétés découleront de la suite et sont provisoirement admises.

16.b Exercice (Matrices de Gram).
La matrice de Gram 2 de p vecteurs x1, ..., xp P Rn est la matrice pˆp des produits
scalaires,

Gpx1, ..., xpq “ ppxi|xjqq1ďi,jďp
P MppRq,

2. Jørgen Pedersen Gram, danois, n’étudia pas à l’Université Paris-Dauphine et fut pourtant
mathématicien et actuaire (1850–1916).



93

où p¨|¨q désigne le produit scalaire standard de Rn (question complémentaire :
refaire l’exercice avec un espace euclidien quelconque).

1. Montrer qu’une matrice H P MppRq est une matrice de Gram si et seulement
si il existe A P Mn,ppRq telle que H “ tAA.

2. Montrer que la matrice Gpx1, ..., xpq et la famille px1, ..., xpq ont même rang.

3. Si pf1, ..., fpq est une famille libre de Rn et x P Rn, montrer que la distance de
x au sous-espace F “ Vect pf1, ..., fpq est

dpx, F q “
d

detGpx, f1, ..., fpq
detGpf1, ..., fpq .

4. En déduire que Gpx1, ..., xpq est le carré du volume du parallélotope

P px1, ..., xpq “ tα1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` αpxp, 0 ď αi ď 1u
engendré par les vecteurs x1, ..., xp P Rn.

5. En déduire une interprétation géométrique de la formule de Binet-Cauchy 3 :
pour toute matrice A P Mn,ppRq (avec p ď n),

detptAAq “
ÿ

JPJn,d

detpAJq2,

où Jn,d est l’ensemble des parties à d éléments de t1, ..., nu (d étant un entier fixé)
et où AS P MdpRq est la sous-matrice de A obtenue en ne gardant que les lignes
et les colonnes dont les indices sont dans J . Que dit cette formule pour d “ 1 ?

6. Question subsidiaire : Montrer la formule de Binet-Cauchy ; on pourra com-
mencer par montrer que, si M P MnpRq,

detpIn ` xMq “
n

ÿ

d“1

TdpMqxd, TdpMq “
ÿ

JPJn,d

detMJ .

16.c Exercice (Polynômes de Legendre).
Soient I “ r´1, 1s et E “ L2pIq l’espace des fonctions réelles de carré intégrable
sur I. Le produit scalaire

pf |gq “
ż

I

fptq gptq dt

fait de E un espace de Hilbert.

Soit Gn “ ppxi|xjq0ďi,jďn la matrice de Gram des monômes xi. Comme le coefficient
pi, jq de Gn ne dépend que de i ` j, on le notera γi`j.

1. Montrer que Gn est définie positive.

Soit ppkqk“0,...,n la famille obtenue par orthonormalisation de la famille de monômes
p1, ..., xnq.
2. Montrer que

pnpxq “ 1?
∆n´1∆n

qnpxq,

3. Jacques Philippe Marie Binet, mathématicien et astronome français (1786–1756)
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où

qnpxq “ det

¨

˚

˚

˚

˝

γ0 ¨ ¨ ¨ γn
...

...
γn´1 ¨ ¨ ¨ γ2n´1

1 ¨ ¨ ¨ xn

˛

‹

‹

‹

‚

et ∆n “ detGn.

3. Montrons d’abord qu’il existe cn P R tel que pn “ cnqnpxq. Comme qn est de
degré n, il suffit de montrer que

pqnpxq|xiq “ O @i “ 0, ..., n ´ 1.

Or

pqnpxq|xiq “
ż

I

det

¨

˚

˚

˚

˝

γ0 ¨ ¨ ¨ γn
...

...
γn´1 ¨ ¨ ¨ γ2n´1

xi ¨ ¨ ¨ xn`i

˛

‹

‹

‹

‚

“ det

¨

˚

˚

˚

˝

γ0 ¨ ¨ ¨ γn
...

...
γn´1 ¨ ¨ ¨ γ2n´1

γi ¨ ¨ ¨ γn`i

˛

‹

‹

‹

‚

.

Dans ce dernier determinant, la ligne i et la dernière sont les mêmes, donc le
déterminant est nul.

De plus }pn}1 “ 1. Or, le coefficient dominant de pn est cn∆n´1.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n.

Soient e “ pe1, ..., enq et f “ pf1, ..., fnq deux bases de E. Les applications de Rn

dans E définies par

α : px1, ..., xnq ÞÑ
ÿ

1ďjďn

xjej et β : py1, ..., ynq ÞÑ
ÿ

1ďjďn

yjfj

sont des isomorphismes. Le diagramme d’isomorphismes suivant définit une ma-
trice carrée α ˝ β´1 P MnpRq :

Rn α //

α˝β´1

��

E

Rn
β

>>⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤

16.3 Définition. Les deux bases ont même orientation si le déterminant de la
matrice α ˝ β´1 : Rn Ñ Rn a un déterminant ą 0.

16.d Exercice. Montrer que le fait de définir une même orientation est une rela-
tion d’équivalence ; on utilisera la multiplicativité du déterminant.

16.4 Définition. Chacune des deux classes d’équivalences de bases de même orien-
tation s’appelle une orientation de E.
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Autres exercices

16.e Exercice (Exemples de déterminants).
Calculer les déterminants suivants (le dernier étant plus difficile) :

An “ det

¨

˚

˝

1 x1 ¨ ¨ ¨ xn´1
1

...
...

1 xn ¨ ¨ ¨ xn´1
n

˛

‹

‚
“

ź

iăj

pxj ´ xiq

Bn “ det

¨

˚

˚

˚

˝

1 ` x1y1 x1y2 ¨ ¨ ¨ x1yn
x2y1 1 ` x2y2 ¨ ¨ ¨ x2yn
...

. . .
...

xny1 xny2 ¨ ¨ ¨ 1 ` xnyn

˛

‹

‹

‹

‚

“ 1 ` x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn

Cn “ detpPGCDpi, jq1ďi,jďnq “
ź

1ďkďn

ϕpkq,

où ϕ est l’indicatrice d’Euler.
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Chapitre 17

Formes différentielles ‹

Mots-clefs du chapitre Forme extérieure, produit extérieur, produit vectoriel,
forme différentielle

Un champ de vecteurs sur une surface est une application qui, à chaque point,
associe un vecteur tangent en ce point. Une forme différentielle, par définition,
est un champ d’applications multilinéaires antisymétriques. Pourquoi considérer ce
type d’objet ? Parce que, comme É. Cartan 1 l’a découvert, les formes différentielles
jouent un rôle crucial en géométrie et peuvent, notamment, être intégrées.

Commençons par l’aspect algébrique linéaire. Soit E un espace vectoriel réel de
dimension n. On connâıt le dual de E ; c’est l’espace vectoriel E˚ “ LpE,Rq, de
même dimension n, des formes linéaires sur E. Nous allons considérer d’autres
espaces vectoriels associés à E.

17.1 Définition. Une p-forme extérieure (ou forme extérieure de degré p) α sur
E est une forme Ep Ñ R

— p-linéaire, c’est-à-dire linéaire par rapport à chacun de ses p arguments
— et antisymétrique : pour tout permutation σ P Sp,

αpξσp1q, ..., ξσppqq “ ǫpσqαpξ1, ..., ξpq.
On note ^pE˚ l’espace des p-formes extérieures sur E (p ě 1). 2 Conventionnelle-
ment, ^0E˚ “ R.

17.2 Exemple. Le déterminant det : pRnqn Ñ R est une n-forme extérieure (fi-
gure 17.1).

17.3 Exemple. Si v est un vecteur de R3, la 2-forme extérieure (appartenant à
^2pR3q˚)

pξ, ηq ÞÑ detpv, ξ, ηq

1. Élie Cartan, géomètre français (1869–1951), auteur de contributions fondamentales en
physique mathématique, en géométrie différentielle et en théorie des groupes. Il fut aussi le père
d’Henri Cartan, autre mathématicien français qui a exercé une influence considérable.

2. Pourquoi cette notation bizarre ? On peut plus fondamentalement définir la puissance
extérieure ^pE de E lui-même, mais nous ne le ferons pas ici.
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Figure 17.1 – Aire orientée de deux vecteurs

s’interprète, en mécanique des fluides, comme le flux d’un fluide de vitesse v à tra-
vers le parallélogramme engendré par ξ et η (figure 17.2). Exercice : se convaincre
que le mot ! flux " n’est pas usurpé.
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Figure 17.2 – Flux d’un fluide à travers un parallélogramme

Les formes extérieures ont un produit naturel, qualifié d’extérieur parce que par
exemple le produit de deux 1-formes est une 2-forme, et non une 1-forme.

17.4 Définition. Le produit extérieur de p formes α1, ..., αp de degré 1 est la
p-forme définie par

α1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ αppξ1, ..., ξpq “ det
`

pαipξjqq
˘

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α1pξ1q ¨ ¨ ¨ α1pξpq
...

...
αppξ1q ¨ ¨ ¨ αppξpq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

17.5 Exemple. Soient pe1, ..., enq une base de E et pe˚
1 , ..., e

˚
nq la base duale de

E˚ “ LpE,Rq (i.e. e˚
i pejq “ δij).

– Chaque e˚
i est une 1-forme.

– Chaque e˚
i ^ e˚

j est une 2-forme, et e˚
i ^ e˚

j pξ1, ξ2q est l’aire orientée du pa-
rallélogramme engendré par les projections de ξ1 et ξ2 dans le plan pei, ejq.
...

– e˚
1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚

n est une n-forme ; c’est le déterminant.

17.6 Lemme. Si te1, ..., enu est une base de E, une base de ^pE˚ est

te˚
i1

^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚
ip
, 1 ď i1 ă i2 ă ¨ ¨ ¨ ă ip ď nu.

En particulier, ^pE˚ est de dimension

ˆ

n

p

˙

“ n!
p!pn´pq! .
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Démonstration. Soit α une p-forme. Pour tout p-uplet pi1, ..., ipq tel que i1 ă ¨ ¨ ¨ ă
ip, notons

ai1...ip “ αpei1 , ..., eipq.
Alors

α “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăipďn

ai1...ipe
˚
i1

^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚
ip
. (17.1)

En effet, soit maintenant un p-uplet de vecteurs de base pei1 , ..., eipq général (pas
forcément ordonné). Si deux des indices sont égaux,

αpei1 , ..., eipq “ 0

par antisymétrie. Sinon il existe une unique permutation σ de ti1, ..., ipu telle que

σpi1q ă ¨ ¨ ¨ ă σpipq.

Par antisymétrie,

αpei1 , ..., eipq “ ǫpσqai1...ip “
˜

ÿ

1ďj1ă¨¨¨ăjpďn

ai1...ipe
˚
j1

^ ¨ ¨ ¨ ^ e˚
jp

¸

pei1 , ..., eipq.

La décomposition (17.1) est unique.

En particulier, si E est de dimension n, seules les n ` 1 premières puissances
extérieures de E˚ sont non triviales (en partant de 0) :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

^0E˚ “ R dim “ 1

^1E˚ “ E˚ dim “ n
...

^n´1E˚ dim “ n

^nE˚ dim “ 1

^n`1E˚ “ 0 dim “ 0
...

Le produit vectoriel de deux vecteurs de R3 est le vecteur de R3 noté 3 par

¨

˝

x

y

z

˛

‚ˆ

¨

˝

x1

y1

z1

˛

‚“

¨

˝

yz1 ´ zy1

zx1 ´ xz1

xy1 ´ yx1

˛

‚.

Le produit extérieur généralise le produit vectoriel en dimension quelconque. (Mais
la propriété que le produit de deux vecteurs est encore un vecteur, est propre à la
dimension 3.)

3. Parfois on utilise aussi la notation ^ pour le produit vectoriel, ce que nous éviterons de
faire ici par risque d’ambiguité.
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17.a Exercice (Produit vectoriel).
Dans cet exercice, on identifie R3 et son dual grâce au produit scalaire euclidien
de R3 (via l’isomorphisme R3 Ñ pR3q˚, ξ ÞÑ pη ÞÑ ξ ¨ ηq).
1. Vérifier que l’application

f : R3 ÞÑ A3pRq “ ^2pR3q˚,

¨

˝

x

y

z

˛

‚ ÞÑ

¨

˝

0 ´z y

z 0 ´x
´y x 0

˛

‚

est un isomorphisme (on a noté A3pRq l’espace des matrices 3ˆ3 antisymétriques)
tel que

fpξq ¨ η “ ξ ˆ η.

2. Montrer que le diagramme suivant commute :

R3 ˆ R3 ˆ //

»
��

R3

f
��

pR3q˚ ˆ pR3q˚ ^ // ^2pR3q˚.

17.7 Définition. Une p-forme différentielle ω sur une surface S de Rn est une
application de classe C1 qui, à tout point x de S, associe une p-forme extérieure
de TxS Ă Rn. On note ΛppSq l’espace de ces formes différentielles.

17.8 Notation. La dérivée d’une fonction f : S Ñ R (par opposition à une
application plus générale) en un point x, soit f 1pxq P LpTxS,Rq, se note aussi
dfpxq.

Notamment, si x : pS, aq Ñ Rp est un système de coordonnées locales, 4 pour tout
i, dxipaq (abusivement noté dxi) est une forme linéaire sur TaS, et tdx1, ..., dxpu
est une base de TaS

˚.

17.9 Notation. On note Bx1
, ..., Bxp

(ou B
Bx1

, ..., B
Bxp

, ou B1, ..., Bp) la base duale de

pdx1, ..., dxpq, sur TaS.

(La raison de cette notation provient du fait que l’on peut identifier un vecteur
v P TxS et l’opérateur de dérivation 5

f ÞÑ f 1pxq ¨ v

agissant sur la fonction f : pS, xq Ñ R. Exercice : le montrer.)

17.10 Exemple. Si S “ Rd et x “ id, dxi “ xi : R
d Ñ R est la projection sur le

i-ième facteur, soit la i-ième forme de la base canonique duale de Rd, et Bxi
est le

i-ième vecteur de la base canonique de Rd.

4. Cela est en particulier le cas si S “ Rp et x “ id.
5. Un opérateur de dérivation (du premier ordre) est un opérateur R-linéaire agissant sur les

fonctions dérivables et satisfaisant l’identité de Leibnitz Dpfgq “ pDfqg ` fpDgq.
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Par suite, localement au voisinage de a, une p-forme différentielle ω a une expres-
sion de la forme

ωpxq “
ÿ

i1ă¨¨¨ăip

ωi1...ippxq dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxip ,

où chaque composante ωi1...ip est une fonction de classe C1. Rappelons que, si
ξ1, .., ξp sont des vecteurs tangents à S en x, chaque ξi est de la forme

ξi “
ÿ

1ďjďd

ξi,jBj,

et

ωpxqpξ1, ..., ξpq “
ÿ

i1ă¨¨¨ăip

ωi1,...,ippxq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ1,i1 ¨ ¨ ¨ ξp,i1
...

...
ξ1,ip ¨ ¨ ¨ ξp,ip

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Chapitre 18

Surfaces III – Orientabilité ‹

Mots-clefs du chapitre Forme volume, orientabilité

Soit S une surface de Rn de dimension d et x : pS, aq Ñ Rd un système de
coordonnées locales. 1 Rappelons que, pour tout point a P S, ^(.TaSq est une
droite vectorielle engendrée par

dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxd.

donc toute forme de degré d de classe Ck est du type

fpaq dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxd

où f : pS, aq Ñ R est une fonction de classe Ck.

18.1 Définition. Une forme volume sur S est une d-forme différentielle sur S qui
ne s’annule en aucun point. La surface S est orientable si une forme volume existe
sur S.

18.2 Exemple (L’espace euclidien). La forme volume standard de Rd est

Ω “ dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxd.

(On verra bientôt que le volume d’une partie A de Rd est l’intégrale, dans un sens
à définir et si elle existe, de Ω sur A : VolpAq “

ş

A
Ω.)

18.3 Proposition (Orientabilité des hypersurfaces). Soit S une hypersurface de
Rn définie par une équation globale, c’est-à-dire qu’il existe une submersion f :
pRn, Sq Ñ R (définie sur un voisinage de S) telle que S “ f´1p0q. Alors S est
orientable.

Démonstration. Soit ν le champ de vecteurs normaux à S défini par

νpxq “ grad fpxq.
1. Il faut bien sûr ne pas confondre la dimension d de S et l’opérateur d de dérivation des

fonctions.
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Figure 18.1 – Une hypersurface et un champ de vecteurs normaux

Comme f est une submersion, la 1-forme f 1pxq ne s’annule pas, donc le vecteur
grad fpxq ne s’annule pas. Ce dernier est normal à S, puisque, pour tout vecteur
tangent ξ P TxS, par définition du gradient,

ξ ¨ νpxq “ dfpxq ¨ ξ “ 0

(le premier point est le produit scalaire, le second le produit d’une matrice par un
vecteur). Alors la pd ´ 1q-forme

iνpxqΩ :“ Ωpνpxq, ¨ ¨ ¨ q,

où Ω est la forme volume de Rd`1, est une forme volume sur S. En effet, un point
x de S étant fixé, soit e1, ..., ed une base de TxS. Alors pe1, ..., ed, νpxqq est une base
de Rn, puisque νpxq n’est pas dans TxS. Donc iνpxqΩ est non nulle.

On a utilisé la notation suivante.

18.4 Définition. Si ω P ^ppTxSq˚ (p-forme sur TxS) et ξ P TxS,

iξω “ ωpξ, ¨ ¨ ¨ q

est le produit intérieur de ω par ξ.

18.5 Exemple (La sphère). La sphère Sd : x21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2d`1 “ 1 est orientable.

18.6 Proposition. Si une surface S de dimension d est orientable, il existe des
ouverts Ui de Rn qui recouvrent S et des systèmes de coordonnées locales xi :
U XS Ñ Rd tels que les applications de changement de coordonnées xi ˝ x´1

j aient
un jacobien ą 0.

Démonstration. Admise.

18.7 Exemple (Ruban de Möbius). Le ruban de Möbius n’est pas orientable ; la
figure 18.3 en est presque une démonstration.
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x

ν(x)

Figure 18.2 – Pour la forme volume induite sur une hypersurface, on mesure les
volume en ajoutant une direction normale à l’hypersurface.

Deux orientations opposées

Figure 18.3 – Le ruban de Möbius n’est pas orientable : il n’existe pas de choix
d’orientation continu sur tout le ruban.
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Chapitre 19

Intégration ‹

Mots-clefs du chapitre Image réciproque d’une forme différentielle, intégrale,
forme d’aire

Chaque type d’objet mathématique se transforme par changement de coordonnées
d’une façon qui lui est propre.

19.1 Exemple (Image direct d’un champ de vecteurs). Soit γ : pR, 0q Ñ pU, aq un
chemin de classe C1. L’image directe de γ par un difféomorphisme ϕ : U Ñ V

entre deux ouverts de Rd est naturellement le chemin

ϕ ˝ γ : pR, 0q Ñ pV, ϕpaq.

Soit maintenant X un champ de vecteurs sur U , c’est-à-dire une application X :
U Ñ Rd de classe C1. L’image directe de X par ϕ est l’unique champ de vecteur
ϕ˚X sur V dont les courbes intégrales soient les ϕ˝γ, où γ est une courbe intégrale
de X. 1 Autrement dit, si γ1ptq “ Xpγptqq, on veut

pϕ ˝ γq1ptq “ ϕ1pγptqq ¨ Xpγptqq “ pϕ˚Xqpϕ ˝ γptqq,

de quoi on déduit la formule suivante (en posant y “ ϕpγptqq) pour l’image directe
de X :

pϕ˚Xqpyq “ ϕ1pϕ´1pyqq ¨ Xpϕ´1pyqq,
soit

ϕ˚X “ pϕ1 ¨ Xq ˝ ϕ´1.

Considérons maintenant une fonction g : V ouvert Ă Rd Ñ R de classe C1. Soit

ϕ : U ouvert Ă Rn Ñ V Ă Rd, x ÞÑ y “ ϕpxq

une application (éventuellement un difféomorphisme, mais ce n’est pas nécessaire
ici), la fonction g “lue dans les coordonnées x” est la fonction g˝ϕ (définition 15.5),

1. Rappelons que γ est une courbe intégrale du champ de vecteurs X si à chaque instant t

sa vitesse est le vecteur prescrit pas X en ce point : γ1ptq “ Xpγptqq, c’est-à-dire que γ est une
solution de l’équation différentielle associée à X.
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qui fait commuter le diagramme suivant :

U
ϕ //

g˝ϕ
��❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄ V ;

g
~~⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦

R

c’est la fonction qui donne le même résultat quand on change la façon de désigner
les éléments à la source de g (x ou y).

Plus généralement, si β est une forme différentielle de degré k sur V (le cas d’une
fonction g correspondant à k “ 0), on lui associe la forme différentielle suivante.

19.2 Définition. L’image réciproque de β par ϕ est la k-forme différentielle sur
U définie par

pϕ˚βqpxqpξ1, ..., ξkq “ βpϕpxqqpϕ1pxq ¨ ξ1, ..., ϕ1pxq ¨ ξkq.

x ϕ(x)

ξ1

ξ2

ϕ′(x) · ξ1

ϕ′(x) · ξ2

R

ϕ

(ϕ∗β)x βϕ(x)

Figure 19.1 – Image réciproque d’une forme différentielle

C’est l’unique forme telle que, quand ϕ est un difféomorphisme,

pϕ˚βqpxq ¨ Xx “ βpϕpxqq ¨ pϕ˚Xqpϕpxqq,

où ϕ˚X est l’image directe du champ de vecteurs X (exemple 19.1).

Plus explicitement, si

βpyq “
ÿ

i1ă¨¨¨ăik

βi1,...,ikpyq dyi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyik

et si l’on note ϕ “ pϕ1, ..., ϕkq, on a

pϕ˚βqpxq “
ÿ

i1ă¨¨¨ăik

βi1,...,ikpϕpxqq pdyi1 ˝ ϕ1pxqq ^ ¨ ¨ ¨ ^ pdyik ˝ ϕ1pxqq

“
ÿ

i1ă¨¨¨ăik

βi1,...,ikpϕpxqq dϕi1pxq ^ ¨ ¨ ¨ ^ dϕikpxq;

autrement dit, l’expression de l’image réciproque d’une forme différentielle s’ob-
tient simplement en exprimant les yi en fonction des xi (et ϕ n’a même pas besoin
d’être un difféomorphisme).
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19.3 Exemple. L’image réciproque de la forme d’aire β “ dx ^ dy sur R2 par
l’application “coordonnées polaires” ϕ : R2 Ñ R2, pr, θq ÞÑ px, yq “ pr cos θ, r sin θq
est

ϕ˚βpr, θq “ dpr cos θq ^ dpr sin θq
pcos θ dr ´ r sin θ dθq ^ psin θ dr ` r cos θ dθq
“ rpcos2 θ ` sin2 θqdr ^ dθ

“ r dr ^ dθ.

19.a Exercice (Forme surface de R2).
1. Calculer l’expression de la forme surface standard Ω “ dx ^ dy de R2 en
coordonnées polaires, c’est-à-dire l’image réciproque de Ω par l’application ! coor-
données polaires " ρ : R2 Ñ R2, pr, θq ÞÑ px, yq “ pr cos θ, r sin θq.
2. Faire de même avec la forme volume standard de R3 et les coordonnées sphériques.

La remarque fondamentale est la suivante. L’intégrale de la fonction g dépend des
systèmes de coordonnées choisis. En effet, la formule du changement de variable
démontrée dans le cours d’intégration est :

ż

V

gpyq dy1 ¨ ¨ ¨ dyd “
ż

U

gpϕpxqq | detϕ1pxq| dx1 ¨ ¨ ¨ dxd.

Autrement dit, si l’on veut calculer l’intégrale de g dans les coordonnées x, il ne
suffit pas d’intégrer la fonction g lue dans les coordonnées x, c’est-à-dire d’intégrer
pg ˝ ϕqpxq ; il faut multiplier cette dernière par la valeur absolue du déterminant
jacobien du changement de variables. Mais comme, sur une surface, il n’existe
aucun système de coordonnées locales privilégié, on ne sait tout simplement pas
d’où partir pour intégrer f .

Il en est de même pour les formes de tout degré de 0 à d ´ 1, mais, en degré
maximal d, un miracle se produit ! Soit β une d-forme sur V Ă Rd, i.e.

βpyq “ gpyq dy1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyd

où g : V Ñ R est une fonction de classe C1.

19.4 Lemme. L’image réciproque de β par ϕ est

pϕ˚βqpxq “ pg ˝ ϕqpxq pdetϕ1pxqq dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxd. (19.1)

Démonstration. L’image réciproque vaut

pϕ˚βqpxq “ pg ˝ ϕqpxq dϕ1pxq ^ ¨ ¨ ¨ ^ dϕdpxq

“ pg ˝ ϕqpxq
˜

ÿ

i1

Bxi1
ϕ1pxq dxi1

¸

^ ¨ ¨ ¨ ^
˜

ÿ

id

Bxid
ϕ1pxq dxid

¸

“ pg ˝ ϕqpxq
ÿ

i1,...,id

Bxi1
ϕ1pxq ¨ ¨ ¨ Bxid

ϕdpxq dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxid .
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Dans la majorité des cas, à savoir dès que l’application p1, 2, ..., dq ÞÑ pi1, ..., idq
n’est pas bijective, le terme en

dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxid

est nul (parce qu’au moins deux facteurs sont identiques). Les seuls termes ayant
une contribution non nulle sont donc ceux pour lesquels l’application σ : p1, 2, ..., dq ÞÑ
pi1, ..., idq est une permutation, de sorte que

pϕ˚βqpxq “ pg ˝ ϕqpxq
ÿ

σPSd

Bxσ1
ϕ1pxq ¨ ¨ ¨ Bxσd

ϕdpxq dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxid

“ pg ˝ ϕqpxq
˜

ÿ

σPSd

ǫpσq Bxσ1
ϕ1pxq ¨ ¨ ¨ Bxσd

ϕdpxq
¸

dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxd,

d’où la formule voulue.

L’apparition du déterminant jacobien de ϕ dans la formule (19.1) est précisément
le facteur qu’il faut pour rendre intrinsèque l’intégrale d’une d-forme, définie de la
façon suivante.

19.5 Définition. L’intégrale d’une d-forme différentielle

βpyq “ gpyq dy1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyd

définie sur un ouvert V de Rd est
ż

V

β “
ż

V

gpyq dy1 ¨ ¨ ¨ dyd,

où le membre de droite est l’intégrale de la fonction g (g étant supposée de classe
C1, ses intégrales de Riemann et de Lebesgue cöıncident).

L’équation (19.1) montre que cette définition ne change pas si l’on change de
coordonnées en préservant l’orientation :

ż

V

β “
ż

U

ϕ˚β.

Sur une surface orientée de dimension d, on se ramène bien sûr localement à un
ouvert de Rd en choisissant des coordonnées (le résultat ne dépendant pas des
coordonnées choisies).

19.6 Exemple (Aire d’un parabolöıde). Soit S le graphe de la fonction

f : r´1, 1s2 Ñ R, px, yq ÞÑ x2 ` y2.

Comme l’équation du graphe s’écrit

F px, y, zq “ z ´ x2 ´ y2 “ 0,
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le champ de vecteurs normaux sur S (orienté, disons, vers le haut) est

ν : S Ñ R3, px, y, zq ÞÑ gradF px, y, zq
} gradF px, y, zq} “ 1

a

1 ` 4x2 ` 4y2

¨

˝

´2x
´2y
1

˛

‚.

Donc la forme d’aire sur S est

σ “ iν pdx ^ dy ^ dzq

“ 1
a

1 ` 4x2 ` 4y2
p´2x dy ^ dz ` 2y dx ^ dz ` dx ^ dyq

“
a

1 ` 4x2 ` 4y2 dx ^ dy pz “ x2 ` y2q.

Donc l’aire de S vaut

aire pSq “
ż

S

σ “
ż

r´1,1s2

a

1 ` 4x2 ` 4y2 dx dy,

intégrale qui, à défaut de se calculer rigoureusement, peut être évaluée numéri-
quement.

19.7 Exemple (Aire du disque D2). L’aire du disque D2 “ tpx, yq P R2, x2`y2 ď 1u
est l’intégrale sur D2 de la forme d’aire dx ^ dy de R2, soit

aire pD2q “
ż

D2

dx ^ dy

“
ż

D2

dx dy

“ 4

ż

R
`

˚
2XD2zr0,1s

dx dy

(par soustraction d’une partie de mesure nulle)

“ 4

ż

s0,1rˆs0,π{2r
r dr dθ (passage en polaires)

“ π.

19.8 Exemple (Longueur du cercle S1). La longueur est l’intégrale sur S1 de la
! forme longueur " induite par la forme d’aire standard Ω “ dx ^ dy de R2 sur
S1, soit ω “ iνΩ si ν est le vecteur normal unitaire (disons sortant) du cercle, soit
encore

ω “ x dy ´ y dx.

En coordonnées polaires, ω a pour expression

ω “ cos θ dpsin θq ´ sin θ dpcos θq “ dθ.

Remarquons qu’au voisinage de tout point du cercle une détermination de θ est
une coordonnée locale, mais que θ n’est pas une coordonnée globale. En coupant
le cercle au moins en deux, on se convaincra (malgré ceci) que l’intégrale de ω vaut

longueur pS1q “
ż

S1
ω “ 2π.
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19.9 Exemple (Aire de la sphère S2). On se convaincra que l’aire du méridien
S2Xty “ 0u est nulle. Donc l’aire de la sphère est l’intégrale sur S2zpt˘puYty “ 0uq
de la forme d’aire

iνpdx ^ dy ^ dzq.
Notons pr, θ, ϕq les coordonnées sphériques (voir la figure 15.1). Celles-ci redressent
la sphère et les angles θ et φ forment un système de coordonnées globales sur
l’hémisphère S2 X ty ą 0u. Or ν “ Br et dx^ dy ^ dz “ r2 sin θ dr^ dθ^ dϕ, donc

iνpdx ^ dy ^ dzq “ r2 sin θ dθ ^ dϕ,

de sorte que

aire pS2q “ 2

ż

s0,πrˆs0,πr
sin θ dθ dφ “ 4π.

Plus généralement, la sphère de rayon R a pour aire 4πR2.

19.b Exercice (Revêtements).
Une application f : S Ñ T entre deux surfaces orientables est un revêtement de
degré k si

— f est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de S
— tout point de T possède exactement k antécédents par f .

1. Donner des exemples de revêtements de degré 2 et infini.

2. Montrer que, si β est une forme différentielle de degré maximal sur T ,

ż

S

f˚β “ k

ż

T

β.



Chapitre 20

Formule de Stokes ‹

Mots-clefs du chapitre Surface à coins, bord, orientation, dérivation extérieure,
gradient, rotationel, divergence

Nous démontrons ici la formule de Stokes 1 (20.1), d’ailleurs plutôt vue ici comme
une définition de l’opérateur de dérivation extérieure des formes différentielles,
et qui peut légitimement passer pour la plus importante formule de l’analyse
mathématique. Sous cette forme générale indépendante de la dimension (équation (20.1)),
la formule est due à É. Goursat. 2

20.1 Définition. Une surface à coins de dimension d de Rn est une partie S de
Rn telle que, pour tout a P S, il existe un difféomorphisme

α : pRn, aq Ñ pR`qd ˆ pR`qn´d

tel que, localement au voisinage de 0,

px̃, ỹq P αpSq ô ỹ “ 0.

Comme pour les surfaces sans coin, le difféomorphisme α est un redressement local

1. George Gabriel Stokes, mathématicien britannique (1819–1903), célèbre pour ses travaux
notamment en mécanique des fluide et en optique

2. Édouard Goursat, mathématicien français (1858–1936), célèbre pour son Cours d’Analyse

mathématique (1902–1913). Ce cours, hautement estimé par de nombreux contemporains, dont
G. H. Hardy, fut sévèrement fustigé par N. Bourbaki, dans un pastiche du sonnet de Mallarmé
Le vierge, le vivace et le bel aujourd’hui :

Ô puissant, ô cruel, ô toi clair Bourbaki,
Vas-tu nous déchirer dans un accès de crise
Le Goursat filandreux, miroir de l’Analyse,
Défenseur attardé d’un passé qui a fui ?

La suite d’autrefois se croyait l’infini,
Inutile, et que sans la comprendre utilise
le maldroit conscrit, lui que Valiron grise
De son cours ténébreux qui distille l’ennui.

[...]
Le Filtre, N. Bourbaki

Y a-t-on gagné avec les ennuyeux manuels d’analyse réelle d’aujourd’hui ?
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de S (voir la figure 11.1), l’entier d est la dimension de S, et l’entier n ´ d est sa
codimension.

Figure 20.1 – Surface à coin, avec plusieurs systèmes de coordonnées locales

Le bord de pR`qk est

BpR`qk “ tx P pR`qk, Di xi “ 0u.

Les redressements locaux permettent de transposer immédiatement cette définition
aux surfaces à coins.

20.2 Définition. La bord de S est l’ensemble des points de S appartement à un
ensemble

α´1 pBpR`qnq
où α : pRn, aq Ñ pR`qd ˆ pR`qn´d est un redressement local de S.

20.a Exercice (Bord).
1. Montrer que le bord BS de S est une surface de Rn de dimension d ´ 1.

2. En déduire que, si S est orientée, il en est de même de BS.

20.3 Théorème. Pour toute surface à coins S de dimension n, il existe un unique
opérateur d “ dS : ΛkpSq Ñ Λk`1pSq (k “ 0, ..., n), appelé la dérivation extérieure,
tel que

1. d est naturel vis-à-vis des images réciproques :

ϕ˚ ˝ dS “ dT ˝ ϕ˚

pour toute application ϕ : T Ñ S entre surfaces ;

2. pour toute pn ´ 1q-forme α sur S
ż

S

dα “
ż

BS
α. (20.1)
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De plus, pour toute fonction f ,

dpfdxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxikq “ df ^ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik . (20.2)

Idée de démonstration. Unicité. Comme d est naturelle vis-à-vis des images réci-
proques (ce qui rend cet opérateur insensible aux changements de coordonnées), en
prenant des coordonnées locales on peut supposer que S est un ouvert de Rd. On
applique la formule (20.1) sur des cubes Cǫ “ r0, ǫsd, et l’on trouve la formule (20.2).

Pour l’existence, il faut montrer que la formule (20.1) est vérifiée non seulement
quand S est (à de petits bouts de cubes près, au bord) un cube mais pour une
surface à coins orientable quelconque. Ceci se fait en découpant une telle surface
S en petits cubes d-dimensionnels, dont on fait tendre la dimension vers 0 (pour
faire tendre les erreurs vers 0).

On trouvera les détails par exemple dans l’excellent livre de F. Pham [Pha92].

20.b Exercice.
1. Montrer que, pour toute k-forme différentielle α, d2α “ 0 (on pourra utiliser le
lemme de Schwarz).

2. En déduire que, pour toute surface à bord orientable S, B2S “ 0.

20.4 Exemple (R3). Dans l’espace R3 euclidien, on peut transcrire les opérateurs
de dérivation extérieure, pour les différents degrés, en termes d’opérateurs agissant
sur les champs de vecteurs, c’est-à-dire des applications R3 Ñ R3 de classe C1.
Notons χpR3q l’espace de ces champs de vecteurs.

On définit préalablement deux isomorphismes R-linéaires

7 : Λ1pR3q Ñ χpR3q et ˚ : Λ2pR3q Ñ Λ1pR3q
par les formules suivantes :
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’
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7dx “ Bx “

¨

˚

˝

1

0

0

˛

‹

‚

7dy “ By “

¨

˚

˝

0

1

0

˛

‹

‚

7dz “ Bz “

¨

˚

˝

0

0

1

˛

‹

‚

et

$

’

&

’

%

˚pdy ^ dzq “ dx

˚pdz ^ dxq “ dy

˚pdx ^ dyq “ dz.

(On peut donner une définition intrinsèque de ces opérateurs, en termes unique-
ment du produit scalaire euclidien.) Alors les opérateurs gradient, rotationel et
divergence sont définis par le diagramme suivant :

Λ0pR3q d // Λ1pR3q d //

7
��

Λ2pR3q d //

7˚
��

Λ3pR3q
˚
��

FpR3q grad // χpR3q rot // χpR3q div // FpR3q.
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Du fait que d20 découle immédiatement que le rotationel d’un gradient ou la di-
vergence d’un rotationel sont nuls.

20.c Exercice (Formule de Cauchy).
Soit f une fonction complexe définie sur un voisinage de D “ Dp0, 1q, de classe
C1.

1. Montrer que, pour tout ζ P D,

i2πfpζq “
ż

BD

fpzq
z ´ ζ

dz `
ż

D

pBf{Bz̄qpzq
z ´ ζ

dzdz̄.

2. En déduire que, si f est holomorphe,

i2πfpζq “
ż

BD

fpzq
z ´ ζ

dz,

donc développable en série entière.



Chapitre 21

Dérivées d’ordre supérieur

Mots-clefs du chapitre Classe Ck, hessienne, formule de Taylor, applications
tangentes

Soit f : U ouvert Ă Rn Ñ Rp.

21.1 Définition. L’application f est de classe Ck (k P N˚) si f est différentiable
sur U et si f 1 : U Ñ LpRn,Rpq ” Rnp est elle-même de classe Ck´1 ; par récurrence,
on définit alors f pkq “ pf pk´1qq1. L’application est de classe C8 si elle est de classe
Ck sur U pour tout k.

21.2 Exemple (k “ 2). La hessienne de f en x est

f 2pxq P LpRn, LpRn,Rpqq ” L2pRn,Rpq,

L2pRn,Rpq désignant l’espace des applications bilinéaires de Rn ˆ Rn dans Rp. (Si
p “ 1, la hessienne est une matrice.) En dérivant

f 1pxq ¨ ξ “
ÿ

1ďjďn

pBxj
fqpxqξj

par rapport à x, on voit que

f 2pxq ¨ pξ, ηq “
ÿ

1ďj,kďn

pBxk
Bxj
fqpxqξjξk;

si l’on donne deux fois le même argument ξ à f 1pxq, on note

f 2pxq ¨ ξ2 “ f 2pxq ¨ pξ, ξq.

Plus généralement, f pkq peut être vue comme une application k-linéaire pRnqk Ñ
Rp.

21.3 Lemme (Schwarz). Si f : pRn, aq Ñ Rp est de classe C2, la hessienne de f
est symétrique : pour tous i, j,

Bxi
Bxj
f “ Bxj

Bxi
f.
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Comme c’est un résultat démontré dans les cours antérieurs, nous en donnons ici
une démonstration plus sophistiquée (et plus élégante ?), qui utilise la formule de
Stokes.

Démonstration. Comme on ne dérive pas dans les autres directions que celles de
xi et xj, on peut supposer que n “ 2, i “ 1 et j “ 2, le cas général s’en déduisant
directement. Soit D “ r0, ǫs2, muni de l’orientation habituelle du plan. Son bord
est

BD “ ℓ1 ` ℓ2 ` ℓ3 ` ℓ4,

union de quatre segments de droites, orientés comme sur la figure 21.1. Le bord
de son bord est

B2D “ Bpℓ1 ` ℓ2 ` ℓ3 ` ℓ4q “ pB ´ Aq ` pC ´ Bq ` pD ´ Cq ` pA ´ Dq “ H

(c’est un fait fondamental que le bord du bord d’un domaine, en général, est vide).

D

ℓ1

ℓ3

ℓ2ℓ3

C

BA

D

Figure 21.1 – Le carré D, son bord et le bord de son bord

Donc la formule de Stokes (appliquée deux fois de suite) montre que

0 “
ż

B2D

f “
ż

BD
df “

ż

D

d2f.

Comme cela est vrai pour tout ǫ ą 0 assez petit, d2f “ 0. Or,

df “ Bxf dx ` Byf dy,

donc
0 “ d2fp0, 0q “ pBxByfp0, 0q ´ ByBxfp0, 0qq dx ^ dy.

21.4 Proposition (Formule de Taylor d’ordre k). Si f : pRn, xq Ñ Rp est de
classe Ck`1, pour tout ξ P Rn assez petit,

fpx`ξq “ fpxq`f 1pxq¨ξ`¨ ¨ ¨` 1

k!
f pkqpxq¨ξk`

ˆ
ż 1

0

f pk`1qpx ` tξqp1 ´ tqk
k!

dt

˙

¨ξk`1.



119

Démonstration. Des intégrations par parties successives montrent que

fpx ` ξq “ fpxq `
ż 1

0

d

dt
fpx ` tξq dt

(formule fondamentale du calcul différentiel, cf. rappel 1.3)

“ fpxq `
ˆ

ż 1

0

f 1px ` tξq dt
˙

¨ ξ

(formule voulue à l’ordre zéro)

“ fpxq ´ rp1 ´ tqf 1px ` tξqs10 ¨ ξ `
ˆ

ż 1

0

p1 ´ tqf 2px ` tξq dt
˙

¨ ξ2

“ fpxq ` f 1pxq ¨ ξ `
ˆ

ż 1

0

p1 ´ tqf 2px ` tξq dt
˙

¨ ξ2

(formule voulue au premier ordre)

“ ¨ ¨ ¨ ,

d’où la formule.

21.5 Remarque. f pkqpxq¨ξk est la dérivée directionnelle k-ième de f dans la direction
de ξ. Donc, pour expliciter ce terme, il suffit d’appliquer k fois l’opérateur ξ1Bx1

`
¨ ¨ ¨ ` ξnBxn

.

21.a Exercice (Cas particuliers de la formule de Taylor).
Écrire la formule de Taylor à l’ordre trois pour une fonction de deux variables, en
fonction des dérivées partielles de la fonction.

21.b Exercice (Tangence d’ordre k).
Deux applications f : pRn, aq Ñ pRp, bq et g : pRn, aq Ñ pRp, bq sont tangentes
d’ordre k ou k-tangentes, ce qu’on note f „k g, si

pf ´ gqpa` ξq “ op}ξ}kq.

1. Montrer que la k-tangence est une relation d’équivalence.

2. Montrer que f est continue en x si et seulement si f et x ÞÑ b sont 0-tangentes,
et que f est dérivable en x avec pour dérivée f 1pxq si et seulement si f et x ÞÑ
b ` f 1pxq ¨ px ´ aq sont 1-tangentes.

3. Montrer que, si ϕ : pRn, a1q Ñ pRn, aq est un difféomorphisme local de classe
Ck, f „k g (en a) si et seulement si f ˝ ϕ „k g ˝ ϕ (en a1).

21.c Exercice (Éclatement d’une singularité).
Soit f : pR2, 0q Ñ pR, 0q une fonction locale de classe C8 dont 0 soit un point
critique non dégénéré d’indice 1 :

fpx, yq “ xy ` O3.

Montrer que, localement, l’ensemble Σ0 “ f´1p0q de niveau critique de f est
l’union de deux courbes transverses, dont chacune est tangente à l’un des axes de
coordonnées.
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Chapitre 22

Forme normale d’une forme
quadratique

Mots-clefs du chapitre Orthogonalité, groupe orthogonal, diagonalisation, forme
normale, index

Soit b une forme bilinéaire symétrique (éventuellement dégénérée) sur un K-espace
vectoriel E (K “ R ou C) :

bpx, yq “ bpy, xq p@x, yq.

On dit que x et y sont b-orthogonaux si bpx, yq “ 0.

22.1 Définition. La forme quadratique associée à b est la fonction

q : E Ñ K, x ÞÑ qpbq “ bpx, xq.

La forme q détermine b, comme le montre la formule de restitution

bpx, yq “ 1

2
pqpx ` yq ´ qpxq ´ qpyqq

(cette formule s’appelle aussi la formule du parallélogramme, parce qu’elle resti-
tue la valeur bpx, yq en fonction de la valeur de b aux autres sommets du pa-
rallélogramme engendré par x et y).

22.a Exercice (Forme quadratique abstraite).
Montrer que, si une fonction q : E Ñ K est une forme quadratique “abstraite”, au
sens où q est homogène de degré 2 : qpλxq “ λ2qpxq (x P E, λ P K) et l’application

b : E2 Ñ K, bqpx, yq “ 1

2
pqpx ` yq ´ qpxq ´ qpyqq

est bilinéaire, alors q est la forme quadratique associée à b, et que donc l’espace
des formes quadratiques s’identifie à celui des formes bilinéaires symétriques. 1

1. Il est essentiel ici que la caractéristique du corps K ne soit pas 2.
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22.b Exercice. La fonction q : R2 Ñ R, px, yq ÞÑ
a

x4 ` y4 est-elle une forme
quadratique ?

22.2 Définition. Le groupe orthogonal Opqq est l’ensemble des automorphismes
a de E qui préservent q : qpapxqq “ qpxq pour tout x. Si B est la matrice de b dans
une base, et A celle de a, A préserve B si et seulement si

tABA “ B.

22.3 Théorème (Diagonalisation des formes bilinéaires symétriques). Soit b une
forme bilinéaire symétrique. Il existe une base de E formée de vecteurs deux à deux
b-orthogonaux.

Démonstration. Si b “ 0, n’importe quelle base de E convient. Sinon, il existe un
vecteur e1 tel que bpe1, e1q ‰ 0. Soit alors E1 “ eK

1 . Comme E1 est le noyau de
la forme linéaire non nulle bpe1, ¨q, dimE1 “ n ´ 1. De plus, e1 R E1. Donc E “
Ke1‘E1. Le théorème s’en déduit par récurrence, en répétant le raisonnement.

22.4 Corollaire (Forme normale des formes quadratiques réelles). Si q est une
forme quadratique sur un espace vectoriel réel de dimension n, il existe des entiers
j et k, et une base q-orthonormée dans laquelle q est la forme quadratique sur Rn

´x21 ´ ¨ ¨ ¨ ´ x2j ` x2j`1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2j`k.

Les entiers j et k sont des invariants.

Démonstration. Dans la démonstration précédente, il suffit de remplacer e1 par
e1
1 “ e1{

a

|qpe1q| (de sorte que qpe1
1q “ ˘1) et ainsi de suite.

Le fait que la signature ne dépend pas de la base choisie provient du fait que j est
la dimension du plus grand sous-espace sur lequel b est définie négative. De même,
k est la dimension du plus grand sous-espace sur lequel b est définie positive.

22.5 Définition. La paire (j,k) est la signature, l’entier j (soit le nombre de carrés
négatifs) est l’indice, et l’entier r “ j`k est le rang. Une forme quadratique réelle
est

— positive si j “ 0
— négative si k “ 0
— non-dégénérée si r “ n

— définie si j ou k “ n (donc non-dégénérée).

22.c Exercice (Tracé d’une conique).
Tracer la courbe conique d’équation 3x2 ´ 2xy ` 3y2 “ 1.

Démonstration. Soit Q “
ˆ

3 ´1
´1 3

˙

. Considérons donc la courbe C a pour

équation tXQX “ 1, X “ px, yq.
On voit que

Q

ˆ

1
1

˙

“ 2

ˆ

1
1

˙

et Q

ˆ

1
´1

˙

“ 4

ˆ

1
´1

˙

.
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Ces deux vecteurs forment une base orthogonale. En les normalisant on obtient
une base orthonormale pe1, e2q, avec

b1 “ 1?
2

ˆ

1
1

˙

, b2 “ 1?
2

ˆ

1
´1

˙

.

Soit P “ pb1, b2q, vue comme une matrice de passage. Comme P est un opérateur
orthogonal,

D :“ P´1QP “ tPQP “
ˆ

2 0
0 4

˙

.

En posant X 1 “ P´1X, on voit que l’équation de C 1 “ P´1pCq est tX 1DX 1 “ 1.
Si l’on note X 1 “ px1, y1q, l’équation est, plus explicitement,

2x12 ` 4y12 “ 1.

C’est une ellipse dont les axes de symétrie sont les axes Ox1 et Oy1, et de demi
grands axes 1{

?
2 et 1{2. La courbe C est l’image de cette ellipse par P , elle est

donc encore une ellipse de demi grands axes 1{
?
2 et 1{2.

22.d Exercice (Étude d’un point critique).
Déterminer la nature du point critique 0 pour la fonction fpx, yq “ 3x2´2xy`3y2.

Démonstration. Première solution : D’après l’exercice 22.c, f ˝ P px1, y1q “ 2x12 `
4y12, donc l’origine est un minimum strict de f .

Deuxième solution : en complétant le premier carré, on voit que

fpx, yq “
ˆ?

3x ´ y?
3

˙2

` 8

3
y2,

donc l’origine est un minimum strict de f .

22.6 Lemme (Réduction lisse). Quelle que soit la matrice symétrique inversible
H0, il existe une application P : pSnpRq, H0q Ñ pMnpRq, Iq de classe C8 telle que,
pour toute matrice symétrique H proche de H0,

H “ tP pHqH0P pHq.

Démonstration. Il s’agit de trouver un inverse à droite de l’application

h : pMnpRq, Iq Ñ pSnpRq, H0q, P ÞÑ tPH0P.

L’application h est polynomiale, donc C8. Sa dérivée en l’identité est

h1pIq :M ÞÑ H0M ` tMH0,

donc est surjective (si S est une matrice symétrique donnée, il suffit de poser
M “ 1

2
H´1

0 S pour avoir S “ h1pIq ¨ M). Donc h est une submersion. D’après le
théorème de submersion, h possède un inverse à droite local, qui est l’application
P recherchée.
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22.e Exercice (Forme quadratique complexe).
Montrer que, si q est une forme quadratique sur un espace vectoriel complexe
de dimension finie, il existe une base q-orthonormée dans laquelle q est la forme
quadratique sur Cn

x21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2xr
;

r est le rang, qui est un invariant.

En termes de forme bilinéaire, ce qui précède se reformule de la façon suivante.

22.7 Corollaire (Forme normale d’une forme bilinéaire symétrique). Si K “ R,
il existe une base dans laquelle la matrice de b est de la forme

Ij,k “

¨

˝

´Ij
Ik

0

˛

‚.

Si K “ C, il existe une base dans laquelle la matrice de b est de la forme Ir.

Les formes bilinéaires symétriques non dégénérées (r “ n) et les groupes d’auto-
morphismes associés Opqq portent des noms particuliers selon les cas :

— Si K “ R, b s’appelle un produit scalaire pseudo-euclidien ou lorentzien. La
forme quadratique pseudo-euclidienne standard d’indice j est

qjpxq “ ´x21 ´ ¨ ¨ ¨ ´ x2j ` x2j`1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2j`k“n

et le groupe orthogonal correspondant Opqq se note Oj,k.
— Si de plus b est positive (j “ 0), b s’appelle un produit scalaire euclidien.

La forme quadratique euclidienne standard sur Rn est

qpxq “ x21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2n

et le groupe associé se note Opqq “ On.
— Si K “ C, b s’appelle un produit scalaire euclidien complexe. La forme

quadratique euclidienne complexe standard sur Cn est

qpxq “ x21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2n

(attention : elle n’est pas à valeurs réelles ; le véritable analogue complexe
d’un produit scalaire euclidien n’est pas bilinéaire mais sesquilinéaire, et
l’on parle alors de forme hermitienne) et Opqq se note alors OnpCq.

22.f Exercice (Spectre d’un opérateur isométrique).
Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur K “ R ou C, et ϕ P LpEq un
opérateur préservant une forme bilinéaire non dégénérée (ce qui s’appelle un produit
scalaire 2.). Montrer que ϕ est inversible et semblable à son inverse. Indication :
on pourra utiliser la forme normale de Frobenius.

2. Par exemple, un produit scalaire antisymétrique s’appelle un produit scalaire symplectique



Chapitre 23

Fonctions de Morse

Mots-clefs du chapitre Point critique non dégénéré, forme normale

Soit f : pRn, aq Ñ R une fonction de classe C3. Si f 1paq est non nulle (donc
de rang 1), le théorème de submersion affirme que f est équivalente à sa partie
linéaire (une projection de Rn sur R). Si f 1paq “ 0, il n’en est rien en général,
comme le montre l’exemple de la fonction fpxq “ x2 au voisinage de 0 dans R

(dont la partie linéaire en 0 est nulle, et à laquelle f n’est donc pas équivalente).
Si toutefois la partie quadratique f 2paq est non-dégénérée, f lui est équivalente ;
c’est l’objet du lemme de Morse, exposé ci-dessous. Si l’on continue dans la hausse
du niveau de dégénérescence, le théorème des jets suffisants donne une condition
de non-dégénérescence suffisante pour que f soit équivalente à son polynôme de
Taylor d’un ordre assez élevé. C’est le début de la théorie des singularités.

23.1 Définition. Le point a est critique si f 1paq n’est pas de rang maximal, i.e.,
ici, f 1paq “ 0.

23.2 Lemme. Si a est un point critique de f , f 2paq définit une forme bilinéaire
sur Rn qui est indépendante des coordonnées choisies, dans le sens où, si ϕ :
pRn, aq Ñ pRn, aq est un C2-difféomorphisme local,

pf ˝ ϕq2paqpξ, ξq “ f 2paq ¨ pϕ1paq ¨ ξ, ϕ1paq ¨ ξq.

Démonstration. Cela résulte directement de la formule de dérivation des fonctions
composées : pf ˝ ϕq1 “ f 1 ˝ ϕ ¨ ϕ1 donc

pf ˝ ϕq2 “ f 2 ˝ ϕ ¨ pϕ1, ϕ1q ` f 1 ˝ ϕ ¨ ϕ2,

d’où, si a est critique, la formule voulue.

23.3 Définition. Si a est un point critique, la hessienne de f en a est la forme
bilinéaire f 2paq. Le point a est alors non-dégénéré si f 2paq est non-dégénérée,
comme forme bilinéaire (c’est-à-dire par exemple si le déterminant de sa matrice,
dans une base quelconque, est non nul).
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23.4 Lemme (de Morse). Si a est un point critique non-dégénéré de f , 1 il existe
un difféomorphisme local ϕ : pRn, aq Ñ pRn, aq tel que

pf ˝ ϕqpuq “ fpaq ` 1

2
f 2paq ¨ pu ´ aq2

et ϕ est tangent à l’identité : ϕ1paq “ I.

Dans le chapitre 22, on a vu que, puisque d’après l’hypothèse de non-dégénérescence
le rang est maximal, égal à n, il existe un entier j tels que la forme quadratique
f 2paq soit, dans une base convenable,

´v21 ´ ¨ ¨ ¨ ´ v2j ` v2j`1 ` ¨ ¨ ¨ ` v2n “ tvJj,n´jv,

avec Jj,n´k “
ˆ

´Ij 0
0 In´j

˙

; on dit que f 2paq lui est ainsi équivalente. Donc la

conclusion du lemme de Morse s’exprime par l”une quelconque des trois équivalences
suivantes :

fpxq „ fp0q ` 1

2
f 2p0q ¨ px ´ aq2 „ tv ¨ Jj,n´j ¨ v.

Dans le cas n “ 2, il existe trois uniques formes normales possibles, représentées
figure 23.1.

x2 + y2 ou −x2 − y2 x2 − y2

(2,0) ou (0,2) (1,1)

Lignes de niveau

Forme normale

Signature

Figure 23.1 – Les trois formes normales possibles en dimension 2, avec le dessin
de leurs lignes de niveau et leur signature.

Démonstration. Quitte à remplacer f par ξ ÞÑ fpa ` ξq ´ fpaq, on peut supposer
que f : pRn, 0q Ñ pR, 0q. La formule de Taylor à l’ordre 1 s’écrit

fpxq “ tx ¨ Hpxq ¨ x, Hpxq “
ż 1

0

p1 ´ tqf 2ptxq dt P MnnpRq.

1. La conclusion du lemme de Morse reste vraie si f est seulement de classe C2, ce que nous
ne démontrerons pas ici.
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L’application H ainsi définie est de classe C1, puisque f est supposée de classe
C3. On voit de plus que Hp0q “ 1

2
f 2p0q, donc que Hp0q est symétrique et non

dégénérée.

D’après l’exercice 22.6, il existe une application P : pSnpRq, Hp0qq Ñ pMnpRq, Iq
de classe C8 telle que, localement, tP pHqHp0qP pHq “ H. On a

fpxq “ tpP pHpxqq ¨ xq ¨ Hp0q ¨ pP pHpxqq ¨ xq.
L’application ψ : pRn, 0q ý, x ÞÑ y “ P pHpxqq ¨x est un difféomorphisme, puisque
sa dérivée ψ1p0q “ P pHp0qq “ I est inversible. Il ne reste qu’à poser ϕ “ ψ´1 pour
avoir la formule voulue, à savoir

f ˝ ϕpyq “ ty ¨ Hp0q ¨ y “ 1

2
ty ¨ f 2p0q ¨ y.

Enfin on voit que
ϕ1p0q “ ψ1p0q´1 “ I.

23.a Exercice.
Tracer, au voisinage de l’origine, l’ensemble d’équation

x2 ´ y2 ` 2x3 ` y3 “ 0.

Préciser les tangentes au point double et la position de la courbe par rapport aux
tangentes.

23.5 Corollaire. Un point critique non dégénéré a de f est un minimum local si
et seulement si la forme quadratique f 2paq est positive.

23.b Exercice (Distance à une hypersurface).
Soient ϕ : pRn, tq Ñ pRn`1, aq une immersion de classe C8, et θ : pRn, tq Ñ Rn`1

une application C8 telle que, pour tout u, θpuq soit un vecteur unitaire orthogonal
à Imϕ1puq.
1. Montrer que l’application F : pRn ˆ R, pt, 0qq Ñ Rn`1, pu, vq ÞÑ ϕpuq ` vθpuq
est un difféomorphisme local.

2. Montrer que la fonction vpxq “ pr2 ˝ F´1pxq satisfait l’équation eikonale

}v1pxq}2 “ pBx1
vq2 ` ¨ ¨ ¨ ` pBxn`1

vq2 “ 1.

3. Soit de plus z est un point fixé de Rn`1. On suppose que t est un point critique
de la fonction

f : pRn, tq Ñ R, u ÞÑ }ϕpuq ´ z}2.
Soient Q1 et Q2 les deux formes quadratiques sur Rn définies par

Q1pτq “ }ϕ1ptq ¨ τ}2 et Q2pτq “ pϕ2ptq ¨ τ 2q ¨ θptq.
Montrer que z ´ a et θptq sont colinéaires, et qu’il existe un réel α tel que

fpt ` τq ´ fptq “ Q1pτq ´ αQ2pτq ` op}τ}2q.
En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres de Q´1

1 Q2

et sur α pour que t soit un minimum local strict de f .
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23.c Exercice ‹ (Théorème des jets suffisants).
Soient f : pRn, 0q Ñ R une fonction et r ě 1 un entier satisfaisant la propriété
suivante :

Quelle que soit la fonction ϕ : pRn, 0q Ñ R telle que ϕpxq “ op}x}rq, il
existe un champ de vecteurs ξ : pRn, 0q Ñ Rn tel que ϕpxq “ Dfpxq ¨
ξpxq et }ξpxq} “ op}x}q.

On veut montrer que toute fonction g : pRn, 0q Ñ R telle que gpxq´fpxq “ op}x}rq,
g est équivalente à f :

Il existe un difféomorphisme local θ : pRn, 0q Ñ pRn, 0q tel que g˝θ “ f ;
en particulier, f est équivalente à son polynôme de Taylor d’ordre r.

Remarques :

1. Le théorème d’inversion locale pour les fonctions (qui est évident) se déduit
de ce théorème dans le cas r “ 1. En effet, supposons que f : pR, 0q Ñ R est
une fonction telle que f 1p0q ‰ 0. Par continuité, f 1pxq ‰ 0 si x est proche de
0. Donc l’hypothèse du théorème est satisfaite avec ξpxq “ ϕpxq{f 1pxq. La
conclusion appliquée à la partie affine gpxq “ fp0q`f 1p0qx de f affirme que
f est linéarisable (affinisable, devrait-on dire) : il existe un difféomorphisme
local θ : pR, 0q Ñ pR, 0q tel que

f ˝ θ´1pyq “ fp0q ` f 1p0qy,

donc tel que

f

ˆ

θ´1

ˆ

z ´ fp0q
f 1p0q

˙˙

“ z ;

donc f est un difféomorphisme local.

2. Le lemme de Morse se déduit du cas r “ 2 de ce théorème. 2 En effet,
supposons que f : pR, 0q Ñ R est une fonction dont l’origine dans Rn soit
un point critique (Dfp0q “ 0) non dégénéré (D2fp0q inversible). D’après la
formule de Taylor, il existe une application F localement à valeurs dans les
formes bilinéaires symétriques non dégénérées telles que

fpxq “ fp0q ` F pxq ¨ x2 “ fp0q `
ÿ

i,j

Fi,jpxqxixj

et telle que F p0q “ D2fp0q{2. La différentielle de f satisfait

Dfpxq¨ξ “ 2F pxq¨px, ξq`DF pxq¨px2, ξq, DF pxq¨px2, ξq “
ÿ

i,j,k

xixj DFi,jpxq¨ξ.

Soit ϕ : pRn, 0q Ñ 0 une fonction nulle à l’ordre 2. D’après la formule
de Taylor, de même on a ϕpxq “ Φpxq ¨ x3. Pour vérifier l’hypothèse du

2. Le cas r “ 2 est parfois appelé ! lemme M2 Ă M2J ", parce que l’hypothèse revient à
supposer que le carré de l’idéal maximal M de l’anneau des germes de fonctions en 0 est inclus
dans le produit de M2 par l’idéal jacobien J de f , idéal engendré par les dérivées partielles de
f .
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théorème, il faut trouver un champ de vecteurs ξ : x ÞÑ ξpxq “ ξ̄pxq ¨ x
s’annulant au premier ordre tel que Dfpxq ¨ξpxq “ ϕpxq, c’est-à-dire tel que

`

2F pxq ¨ x ` DF pxq ¨ x2
˘

¨ ξ̄pxq ¨ x “ Φpxq ¨ x2.

Or
2F pxq ` DF pxq ¨ x “ D2fp0q ` Op}x}q

est inversible si x est suffisamment proche de 0. Donc ξpxq existe bien au
voisinage de 0 et s’annule au premier ordre. Le théorème appliqué à la partie
quadratique

gpxq “ fp0q ` F p0q ¨ x2

de f qu’il existe un difféomorphisme local θ tel que

f ˝ θ´1pyq “ fp0q ` F p0q ¨ y2.

En composant encore à droite par un isomorphisme z ÞÑ y “ Az qui mette
la forme bilinéaire F p0q sous la forme canonique

F p0q ¨ pAzq2 “ ´
`

z21 ` ... ` z2k
˘

`
`

z2k`1 ` ... ` z2n
˘

,

où k est l’indice de F p0q, on obtient l’expression voulue :

f ˝ pθ´1 ˝ Aqpzq “ ´
`

z21 ` ... ` z2k
˘

`
`

z2k`1 ` ... ` z2n
˘

.

3. Quand r ě 3, le théorème généralise le lemme de Morse à des cas où la
hessienne n’est pas inversible. La condition de non dégénérescence implique
le développement limité (ou jet) de f à un ordre supérieur r. Le résultat est
que f est équivalente à son développement limité (ou jet) d’ordre r : le jet
d’ordre fini r de f est suffisant pour déterminer la classe d’équivalence de f
sous l’action du groupe des difféomorphismes locaux. C’est un fait remar-
quable que l’étude des fonctions C8 qui tombent dans le champ d’appli-
cation du théorème soit ramenée, modulo un changement de coordonnées
à la source, à l’étude de polynômes. (Mais, comme le montre la fonction
e´1{x, dont la série de Taylor est nulle, il n’existe pas toujours un entier r
permettant cette réduction.)

23.d Exercice ‹ (B-A-BA de théorie de Morse 3).
1. Soient S une surface de Rn et f : S Ñ R une fonction. Soient a ă b tels
que l’ensemble f´1pra, bsq soit compact et ne contienne aucun point critique de f .
Montrer que f´1ps ´ 8, asq et f´1ps ´ 8, bsq sont difféomorphes [Mil63, Chap. 1,
section 3].

2. Dessiner les courbes de niveau de la fonction

f : R2 Ñ R, px, yq ÞÑ ´ cos x ` y2;

3. Harold Calvin MarstonMorse, mathématicien américain (1892–1977), spécialiste de calcul
des variations et l’un des fondateurs de la topologie différentielle.
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on pourra chercher les points critiques de f , utiliser le lemme de Morse pour
déterminer les deux niveaux de f au voisinage de ces points critiques, puis utiliser
la question précédente pour interpoler entre les niveaux critiques. (Cette fonction
s’interprète en Mécanique comme l’énergie d’un pendule pesant, où x est l’angle
du pendule avec la verticale et y la vitesse angulaire.)

La théorie de Morse décrit comment les sous-niveau de f sont modifiés au travers
d’une valeur critique, mais cela dépasse le cadre du cours.



Chapitre 24

Convexité

Mots-clefs du chapitre Enveloppe convexe, centre de masse d’une mesure

Soit E un espace vectoriel réel.

24.1 Définition. Une partie X Ă E est convexe si, pour tous x, y P X, le segment

rx, ys “ tp1 ´ tqx ` ty, 0 ď t ď 1u

est inclus dans X. Elle est strictement convexe si de plus, pour tous x, y P BX “
X̄ ´ X̊, le segment ouvert sx, yr ne rencontre pas BX.

Convexe implique connexe par arc, mais pas le contraire.

Figure 24.1 – Une partie connexe par arcs de R2, non convexe

24.2 Proposition. 1) L’intersection de toute famille de parties convexes de E est
convexe.

2) L’image d’un convexe par une fonction affine est convexe.

3) L’image réciproque d’un convexe par une fonction affine est convexe.

4) Le produit d’une famille quelconque de parties non vides est convexe si et seule-
ment si chaque partie est convexe.

Démonstration. 1) Immédiat.

2) Cela découle du fait que l’image de rx, x1s par une fonction affine f est le segment
rfpxq, fpx1qs.
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3) rx, x1s Ă f´1prfpxq, fpx1qsq.
4) Si A “ ś

iAi est convexe, pour tout i Ai est la projection de A par la i-ième
projection, qui est affine, donc Ai est convexe. Réciproquement, si Ai est convexe
pour tout i,

ś

iAi “ Xipr
´1
i pAiq est convexe.

24.a Exercice (Théorème de Minkowski).
Supposons E de dimension finie.

1. Soit C un convexe fermé non vide de E. Montrer que tout point p P E n’appar-
tenant pas à C est strictement séparé de C par un hyperplan affine.

(Ce lemme est un cas particulier en dimension finie du théorème de Hahn-Banach.)

2. En déduire qu’un convexe fermé C de E est l’intersection des demi-espaces
affines (quelconques, ou tous fermés, ou tous ouverts) qui le contiennent.

p

c
C

x

θy

α > 0
α < 0

H : α = 0

Figure 24.2 – Une propriété de séparation des convexes (première question de
l’exercice 24.a)

24.3 Définition. L’enveloppe convexe d’une partie X de E est le plus petit
convexe contenant X, i.e. l’intersection des convexes contenant X, i.e. l’ensemble
des combinaisons linéaires barycentriques de points de X :

convpXq “ tα0x0 ` ... ` αnxn, n ě 1, xi P X, αi ě 0, α0 ` ... ` αn “ 1u.

24.b Exercice (Inégalité de Jensen).
Supposons E est de dimension finie n.

1. Montrer que l’enveloppe convexe d’une partie X de E est

convpXq “ tα0x0 ` ... ` αnXn, xj P X, αj ě 0, α0 ` ... ` αn “ 1u

(théorème de Carathéodory).

2. Si X est fermée, convpXq est-elle automatiquement fermée ?

On suppose dorénavant X compacte.

3. Montrer que convpXq est compacte.

4. Montrer que convpXq est l’intersection des demi-espaces affines (quelconques,
ou tous ouverts, ou tous fermés) contenant X.
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Soient m une mesure de E borélienne, finie et à support compact. Le centre de
masse de m est le point

cpmq “ 1

mpEq

ż

E

x dm P E.

5. Montrer que cpmq appartient à l’enveloppe convexe du support de m.

6. En déduire que, si f : I intervalle ouvert borné Ă R Ñ R est une fonction
convexe et si µ est une probabilité sur I,

f

ˆ
ż

I

x dµ

˙

ď
ż

I

f dµ.

Remarque : Comme la formule d’intégration par rapport à une mesure image le
montre, le membre de droite de l’inégalité est le centre de masse

ż

I

fpxq dµpxq “
ż

fpIq
y dpf˚µqpyq

de la loi f˚µ de f . Donc l’inégalité de Jensen affirme que :

fpcpµqq ď cpf˚µq.

24.c Exercice (Théorème de Gauss-Lucas). Soit P un polynôme complexe. Mon-
trer que les points critiques de P sont dans l’enveloppe convexe de P´1paq pour
tout a P C (théorème de Gauss-Lucas).

(Ce théorème est un analogue complexe du théorème de Rolle. Il est élémentaire
si P est de degré 2 (l’unique point critique de P est alors au milieu du segment
des deux racines), ou quand |a| est grand.)
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Chapitre 25

Fonctions convexes

25.1 Définition. Une fonction f : X Ă Rn Ñ R est convexe si l’épigraphe

Ef “ tpx, yq P X ˆ R, y ě fpxqu

de f est convexe (ce qui implique que X le soit), i.e. X est convexe et

fpp1 ´ tqx ` tx1q ď p1 ´ tqfpxq ` tfpx1q p@x, x1 P X, t P r0, 1sq.

Elle est strictement convexe si

fpp1 ´ tqx ` tx1q ă p1 ´ tqfpxq ` tfpx1q p@x, x1 P X, t Ps0, 1rq.

���������
���������
���������
���������
���������
���������

���������
���������
���������
���������
���������
���������

Figure 25.1 – Une fonction est convexe si son épigraphe est convexe

25.2 Proposition. Soient a un point intérieur à un convexe X de E et f : X Ñ R

une fonction convexe et majorée sur un voisinage de a. Alors f est continue en a.
Plus précisément, si fpxq ´ fpaq ď M sur une petite boule fermée Bpa, rq (r ą 0),

|fpxq ´ fpaq| ď M

r
}x ´ a} p@x P Bpa, rqq.

Démonstration. On peut supposer que a “ 0 et fpaq “ 0, après quoi la démonstration
se lit sur la figure 25.2
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r

Figure 25.2 – Continuité d’une fonction localement convexe

25.3 Proposition. Soit X un ouvert convexe de Rn. Une fonction dérivable f :
X Ñ R est convexe si et seulement si

fpx̂q ´ fpxq ě f 1pxq ¨ px̂ ´ xq p@x, x̂ P Xq.

Géométriquement, ce critère de convexité revient à dire que le graphe de f est
situé au-dessus de ses tangentes. Cela découle du théorème de Minkowski, mais
nous en donnons maintenant une démonstration directe.

Démonstration. Supposons f convexe. Soient x, x̂ P X. Notons ϕptq “ fpp1´tqx`
tx̂q. Par définition de la convexité,

ϕptq ´ ϕp0q
t

ď ϕp1q ´ ϕp0q “ fpx̂q ´ fpxq p@t P r0, 1sq.

En faisant tendre t vers 0, on voit que

ϕ1p0q “ f 1pxq ¨ px̂ ´ xq ď fpx̂q ´ fpxq.

Réciproquement, appliquons l’inégalité de l’énoncé entre x et z “ p1 ´ tqx` tx̂ et
entre x̂ et z (t P r0, 1sq :

f 1pxq ¨ px ´ zq ď fpxq ´ fpzq et f 1pzq ¨ px̂ ´ zq ď fpx̂q ´ fpzq.

En faisant une combinaison linéaire de ces deux inégalités, on obtient

0 “ f 1pzq ¨ pp1 ´ tqx ` tx̂ ´ zq ď p1 ´ tqfpxq ` tfpx̂q ´ fpzq,

donc f est convexe.

25.4 Corollaire. Soient X est un ouvert convexe de Rn et f : X Ñ R convexe.
Si f dérivable en a P X et si a est un point critique de f , a est un minimum global
de f .

Démonstration. La démonstration de la proposition 25.3 montre que, pour tout
x P X,

fpxq ´ fpaq ě f 1paq ¨ px ´ aq
(l’argument est encore valide, même si f n’est pas dérivable sur U entier). Comme
on suppose que le membre de droite est nul, la conclusion en découle.
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25.a Exercice (Fonctions convexes sur un intervalle de R).
Soit f : I intervalle de R Ñ R une fonction convexe.

1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est convexe

2. pour tous x0 ă x1 dans I,

f
´x0 ` x1

2

¯

ď fpx0q ` fpx1q
2

.

3. pour tous x0 ă x ă x1 dans I,

det

¨

˝

1 x0 fpx0q
1 x fpxq
1 x1 fpx1q

˛

‚ě 0.

4. le taux d’accroissement

fpyq ´ fpxq
y ´ x

px ă y, x, y P Iq

est une fonction croissante de chacune de ses variables.

2. Retrouver la propriété que, si f est convexe, f est continue sur l’intérieur de I.

3. Montrer que, si f est de classe C1, f est convexe si et seulement si f 1 est
croissante.

4. Montrer que, si f est de classe C2, f est convexe si et seulement si f 2 ě 0.

5. Montrer l’inégalité de Jensen : si f est convexe et si x1, ..., xn P I, p1, ..., pn P
r0, 1s et ř

pk “ 1,

fpp1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` pnxnq ď p1fpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` pnfpxnq.

6. Montrer que, pour un triangle dont on note α, β, γ les mesures d’angles dans
s0, πr,

1

sinα
` 1

sin β
ě 8

3 ` 2 cos γ
.

25.b Exercice (Géodésiques du pklan euclidien).

25.c Exercice.
1. Montrer que si f : E Ñ R est convexe et majorée, elle est constante.

2. Montrer que, si E est de dimension finie et f : X convexe Ă E Ñ R est
convexe, f est continue en tout point intérieur de X.

25.5 Théorème. Si f est de classe C2 sur un ouvert convexe X de Rn, f est
convexe si et seulement si sa hessienne est positive en tout point.

Si la hessienne est positive définie en tout point, f est strictement convexe.
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La réciproque de la seconde affirmation est fausse, comme le montre l’exemple de
x4.

Démonstration. Supposons f convexe. Fixons x P X et ξ P Rn. D’après la propo-
sition 25.3,

fpx ` tξq ´ fpxq ě tf 1pxq ¨ ξ
pour tout t assez petit. Or, d’après la formule de Taylor,

0 ď fpx ` tξq ´ fpxq ´ tf 1pxq ¨ ξ “ t2

2
f 2pxq ¨ ξ2 ` opt2q.

Donc
f 2pxq ¨ ξ2 ` op1q ě 0.

En faisant tendre t vers 0, on voit que la forme bilinéaire f 2pxq est positive.

Réciproquement, supposons que f 2pxq soit positive pour tout x P X. D’après la
formule de Taylor, pour tout ξ P Rn tel que x ` ξ P X,

fpx ` ξq ´ fpxq ´ f 1pxq ¨ ξq “
ż 1

0

p1 ´ tqf 2px ` tξq ¨ ξ2 dt ě 0,

ce qui dit, d’après la proposition 25.3, que f est convexe.

25.6 Théorème. L’ensemble des minima d’une fonction convexe est convexe, et
réduit à un singleton si la fonction est strictement convexe.

Tout minimum local d’une fonction convexe est global.

Démonstration. Exercice.

25.d Exercice (Fonction fortement convexe).
Soit f : X convexe fermé Ă Rn continue. On dit que f est α-convexe s’il existe
α ą 0 tel que

fpxq ´ α

2
}x}2

soit convexe. (On dit aussi fortement convexe.)

1. Montrer que, si f est α-convexe, f est minorée, puis qu’elle possède un unique
minimum.

On suppose de plus que f est de classe C2.

2. Montrer que f est α-convexe si et seulement si

f 2pxq ¨ pv, vq ě α}v}2 p@x P X, v P Rnq.

3. Montrer que, si f est α-convexe, elle possède un minimum unique a, que de
plus toute suite minimisante converge vers a, et que l’on a

}x ´ a}2 ď 4

α
pfpxq ´ fpaqq.
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25.e Exercice (Algorithme de relaxation).
Soit f : X convexe fermé Ă Rn continue et α-convexe. Construisons la suite pxkq
de Rn par l’algorithme de relaxation suivant, qui consiste à minimiser f par rapport
à chacune de ses variables, prises dans un ordre cyclique fixe :

– Commençons avec un point x0 “ px01, ..., x0nq P X quelconque.

– La fonction t ÞÑ fpt, x02, ..., x0nq possède un unique minimum t01.

– Puis on appelle t02 l’unique minimum de la fonction t ÞÑ fpt01, t, x03, ..., x0nq.
...

– Puis on appelle t0n l’unique minimum de la fonction t ÞÑ fpt01, t02, ..., x0n´1, tq.
– On pose x0,i “ pt01, ..., t0i , x0i`1, ..., x

0
nq pour tout i et x1 “ pt01, ..., t0nq, et l’on

recommence en remplaçant x0 par x1, et ainsi de suite.

Montrer que pxkq converge vers le minimum de f .

25.7 Exemple (Mesures de Gibbs). Soit X “ t1, ..., Nu l’ensemble fini des états
d’un système physique. À chaque état x est associée une énergie Ex P R. Un état
statistique du système est une probabilité p “ ppxq surX. À chaque état statistique
on associe deux grandeurs fondamentales :

— l’énergie Eppq, soit l’espérance de E :

Eppq “
ÿ

xPX
pxEx.

— l’entropie
Sppq “

ÿ

xPX
px ln px.

Soient E´ et E` les bornes inférieure et supérieure de E, et I “ rE´, E`s, de
sorte que, pour tout x, Ex P I. Un état statistique est un état d’équilibre s’il
maximise l’entropie parmi les états de son énergie. Pour toute énergie E P I, un
état d’équilibre existe par compacité du polyèdre

PE “ tp,
ÿ

x

px “ 1, px ě 0,
ÿ

x

pxEx “ Eu.

Il est unique si I n’est pas réduit à un point, par convexité de l’entropie, et situé
dans l’intérieur de Pǫ. D’après le théorème de Lagrange, il existe deux nombres
λ, µ P R tels que, pour tout x P X,

ln px “ λ ´ µEx,

donc

px “ 1

Z
e´µEx , Z :“

ÿ

x

e´µEx .

En Thermodynamique, on note k la constante de Boltzmann et la quantité T “
1{pkµq s’appelle la température. On vérifie que S est une fonction dérivable sur PE

et que
BS
BE “ 1

kT
.
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Autres exercices

25.f Exercice.
1. Soit f : ra, bs Ñ R contine convexe. Montrer que

f

ˆ

a ` b

2

˙

ď 1

b ´ a

ż b

a

fptq dt ď fpaq ` fpbq
2

(inégalité de Hermite-Hadamard). Quels sont les cas d’égalité ?

Nous allons appliquer cette inégalité dans plusieurs cas.

2. Soient g : ra, bs Ñ R de classe C2, m “ min g2 et M “ max f . Montrer que

#

mpb´aq2
24

ď 1
b´a

şb

a
fptq dt ď Mpb´aq2

24
mpb´aq2

12
ď fpaq`fpbq

2
ď Mpb´aq2

12
.

3. Montrer que, pour tous x, y ą 0,

?
xy ď x ´ y

ln x ´ ln y
ď x ` y

2

(inégalité arithmético-logarithmico-géométrique).

4. Montrer que, si x ě 0,

x ´ x2

2 ` x
ď lnp1 ` xq ď x ´ x2

2p1 ` xq ,

en déduire que, pour tout n P N˚,

1

n ` 1
2

ď lnpn ` 1q ´ lnn ď 1

2

ˆ

1

n
` 1

n ` 1

˙

.

En déduire la formule de Stirling :

n! »
?
2πn

´n

e

¯n

.

25.g Exercice (Méthode du trapèze).
1. Soit f : R Ñ R convexe dérivable. Montrer que, pour tout n P N˚,

0 ď fp0q
2

` fp1q ` fp2q ` ¨ ¨ ¨ ` fpn ´ 1q ` fpnq
2

´
ż n

0

f ď f 1pnq ´ f 1p0q
8

.

2. Interpréter cette inégalité en terme d’erreur dans le calcul approché d’une
intégrale par la méthode du trapèze.



Chapitre 26

Et la dimension infinie ? ‹

Mots-clefs du chapitre Espace de Banach, facteur direct

26.1 Lemme. Soit f : E Ñ F une application linéaire entre espaces vectoriels
normés. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue en 0

2. f est continue sur E

3. f est lipschitzienne

4. la norme d’opérateur de f (subordonnée à celles de E et de F ) est finie.

Démonstration. p1q ñ p2q Si f est continue en 0, pour tout x P E, quand h tend
vers 0, on a

fpx ` hq “ fpxq ` fphq Ñ fpxq
donc f est continue en x.

p2q ñ p3q Supposons f continue. En particulier, il existe η ą 0 tel que }fpkq} ď 1
pour tout k tel que }k} ď η. Donc

}fpx ` hq ´ fpxq} “ }fphq} “ }h}
η

›

›

›

›

f

ˆ

η
h

}h}

˙›

›

›

›

ď 1

η
}h},

donc f est lipschitzienne.

p3q ñ p4q Si f est lipschitzienne, pour tout x tel que }x} ď 1,

fpxq ď lip f }x} ď lip f ă 8.

p4q ñ p1q Trivial.

En dimension finie, en prenant une base on voit que f est automatiquement conti-
nue. L’une des difficultés est que ce n’est plus le cas en dimension infinie.

26.2 Exemple (Application linéaire discontinue). L’application f : RrXs ý, P ÞÑ
P 1, n’est pas continue quand on munit RrXs de la norme } ř

j ajX
j}8 “ maxj |aj|.

En effet, on a fpXkq “ kXk´1, donc

}fpXkq}8 “ k ÑkÑ8 8
tandis que }Xk}8 “ 1 pour tout k. Donc }f} “ 8.
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Dans les espaces vectoriels normés, quand on parle d’application linéaire, on sous-
entend généralement qu’elle doit être continue ; pour nous, LpE,F q désignera donc
l’espace des applications linéaires continues de E vers F . On note donc E 1 le dual
topologique de E, soit l’espace des formes linéaires continues sur E. De même, un
“isomorphisme” doit avoir un inverse continu.

Notre définition de la dérivée se généralise mot pour mot aux fonctions entre
ouverts d’espaces normés.

26.3 Exemple. Pour une application linéaire discontinue f : E Ñ F , f 1pxq¨v “ fpvq
pour tout v, donc f 1pxq n’est pas continue.

26.a Exercice. La norme uniforme sur l’espace des fonctions continues sur un
ouvert U de Rn est-elle différentiable en dehors de la fonction nulle ?

Pour généraliser facilement le théorème d’inversion locale en dimension infinie, il
faut que la suite de Cauchy construite dans la démonstration du théorème du point
fixe converge (exercice 4.a). Le plus simple est de se supposer que l’espace normé
considéré est complet.

26.4 Définition. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

26.b Exercice (Inversion locale entre espaces de Banach).
Soient E et F deux espaces de Banach et f : pE, aq Ñ F une application de classe
C1. Montrer que f est un difféomorphisme local si et seulement si f 1paq est un
isomorphisme.

26.5 Définition. Un sous-espace F d’un espace de Banach est un facteur direct
s’il existe un isomorphisme ϕ de E sur le produit V ˆ W de deux espaces de
Banach, tel que F “ ϕ´1pV ˆ t0uq ; autrement dit, F est fermé et possède un
supplémentaire fermé.

La définition ci-dessus est justifiée par le fait qu’il existe des sous-espaces qui ne
sont pas facteurs directs, ce que nous admettrons. 1

26.c Exercice (Exemples de facteurs directs).
1. Montrer qu’un sous-espace de dimension finie ou de codimension finie est facteur
direct.

2. Montrer qu’un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert est facteur direct.

26.6 Définition. Soient E et F deux espaces de Banach et f : pE, aq Ñ pF, bq
une application de classe C1. Cette application est une submersion (resp. une
immersion) en a si f 1paq est surjective (resp. injective) et si le noyau (resp. l’image)
de f 1paq est facteur direct.

1. Par exemple, on peut montrer que l’espace c0 des suites de limite nulle est fermé mais pas
facteur direct dans l’espace ℓ8. En effet, ce dernier est faiblement séparable (i.e. il existe une
suite bornée pαnq de pℓ8q1 telle que, pour tout u P ℓ8, }u}8 ď supn |αnpuq|). Si c0 était facteur
direct, le quotient ℓ8{c0 aussi serait faiblement séparable, ce qui n’est pas le cas.
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26.d Exercice. Montrer les théorèmes de submersion, d’immersion et de fonction
implicite pour des applications entre espaces de Banach. Montrer les théorèmes du
rang et du corang constants.

26.e Exercice (Théorème de Cauchy-Lipschitz).
Soient E un espace de Banach et v un champ de vecteurs lipschitzien sur un
voisinage ouvert U d’un point a P E.

1. Il existe une unique application lipschitzienne locale φ : pU ˆ R, pa, 0qq Ñ
pU, aq, px, tq ÞÑ φtpxq telle que pour tout x l’application partielle t ÞÑ φtpxq
soient de classe C1 et qui satisfasse le problème de Cauchy suivant :

"

d
dt

pφtpxqq “ vpφtpxqq p@x, tq
φ0pxq “ x p@tq.

2. Si v est de classe Ck (0 ď k ď 8,Ω), il en est de même pour φ et, si k ă 8,
pour tout x l’application partielle t ÞÑ φtpxq est de classe Ck`1.

L’application φ est le flot local de v, et réciproquement v “ dφ

dt
˝φ´1

t est le générateur
infinitésimal de φ.

Avec les fonctionnelles, c’est-à-dire des applications entre espaces de fonctions, le
calcul infinitésimal prend le nom de calcul des variations.

26.f Exercice (Hamilton [Ham82, p. 75]).
On considère une bulle de savon s’appuyant sur deux cercles parallèles dans R3,
situés dans les plans x “ ˘1, et de même rayon r ą 0. En Statique des fluides, on
montre que la bulle de savon prend la forme d’une surface de révolution obtenue
en faisant tourner la courbe y “ fpxq autour de l’axe des x, avec la contrainte
fp˘1q “ r, et que cette surface est d’aire Apfq minimale.

1. Montrer que

Apfq “
ż 1

´1

2πf
a

1 ` f 12 dx.

2. En déduire que
ff 2 “ f 12 ` 1;

on pourra montrer que la fonction

A : E “ tf P C8pr´1, 1sq, fp˘1q “ ru Ñ R, f ÞÑ Apfq

a toutes ses dérivées directionnelles nulles.

3. Montrer qu’il existe des solutions si r est suffisamment grand ; on pourra re-
marquer que ces solutions sont de la forme fpxq “ 1

s
coshpsxq, pour un s P R˚ que

l’on caractérisera en fonction de r.

Terminons ce chapitre par l’étude des “géodésiques d’une surface de révolution”.
Soit

g : U ouvert Ă R2 Ñ BilpR2 ˆ R2,Rq
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une application (infiniment différentiable) à valeur dans le cône des produits sca-
laires euclidiens ; g est une métrique riemannienne sur U , et permet de mesurer la
longueur des vecteurs vitesses de chemins tracés sur U d’une façon qui dépend du
point de U .

26.7 Exemple. Soit S une surface de révolution, d’équation ρ “ ρpzq en coordonnées
cylindriques pρ, θ, zq, où ρ : I intervalle Ă R Ñs0,`8r est une fonction de classe
C8. L’application

r : T ˆ I Ñ R3, pθ, zq ÞÑ pρpzq cos θ, ρpzq sin θ, zq

est un paramétrage de S (immersion injective et homéomorphisme). La première
forme fondamentale de S est la restriction du produit scalaire euclidien de R3

aux vecteurs tangents à S, et l’expression de cette forme fondamentale dans les
coordonnées pθ, zq est une métrique riemannienne g sur T ˆ I qui, identifiée à un
application à valeurs dans les formes quadratiques, vérifie

gpθ,zqp 9θ, 9zq “
›

›

›
drpθ,zq ¨ p 9θ, 9zq

›

›

›

2

“ ρpzq2 9θ2 ` p1 ` ρ1pzq2q 9θ2 ;

autrement dit, la matrice de gθ,zq dans la base canonique de R2 est

Gpθ,zq “
ˆ

ρpzq2 0
0 1 ` ρ1pzq2

˙

.

Soient maintenant

L : TU “ U ˆ R2 Ñ R, pu, vq ÞÑ Lupvq

une fonction sur l’espace des positions et des vitesses et, pour tout chemin γ : I “
r0, 1s Ñ U de classe C1, AL la fonctionnelle

ALpγq “
ż 1

0

Lγptqp 9γ1ptqq dt.

26.8 Exemple. Si L est la vitesse scalaire :

Lpθ,zqp 9θ, 9zq “
b

gpθ,zqp 9θ, 9zq,

ALpγq est la longueur du chemin r ˝ γ tracé sur S.

Si L est le carré scalaire de la vitesse : Lpθ,zqp 9θ, 9zq “ gpθ,zqp 9θ, 9zq (énergie cinétique, à
un facteur 1{2 près, pour un point matériel de masse unité), ALpγq est l’intégrale
d’énergie de γ.

Notons C “ C1
a,bpI, Uq l’espace des chemins γ de classe C1 tracés sur U tels que

γp0q “ a et γp1q “ b, a, b P U ; c’est un espace affine modelé sur un espace de
Banach.

26.9 Remarque. Un vecteur tangent à C en γ est un champ de vecteurs δ : I Ñ R2

de classe C1 tel que δp0q “ δp1q “ 0 ; autrement dit,

TγC “ C1
p0,0qpI,R2q.
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Démonstration. En effet, C est la sous-variété (banachique) de l’ouvert C1pI, Uq
de l’espace de Banach C1pI,R2q définie par l’équation

γp0q “ a, γp1q “ b.

Autrement dit,
C “ Φ´1pa, bq,

où Φ : C1pI, Uq Ñ UˆU est la submersion linéaire définie par Φpγq “ pγp0q, γp1qq.
Donc TγC “ ker dΦγ, d’où le résultat voulu.

Nous allons nous intéresser aux points critiques de la fonctionnelle AL : C Ñ R.
Nous nous contenterons de calculer la dérivée radiale de AL, ce qui ramène le
problème à la dimension un.

26.10 Lemme. Quelle que soit δ P C1
p0,0qpI,R2q, la dérivée radiale ALpγ`ǫ δq

dǫ

ˇ

ˇ

ˇ

ǫ“0
dans la direction de δ existe et vaut

dALpγq ¨ δ “
ż 1

0

ˆ B
BvLγptqpγ1ptqq ´ d

dt

ˆ B
BvLγptqpγ1ptqq

˙˙

δptq dt.

S

U

r

r(γ(t))γ(t)
u1

u2

drγ(t) · δ(t)

δ(t)

a

r(a)
r(b)

b

26.11 Corollaire (Équation d’Euler-Lagrange). Si γ est un extremum de AL,

B
BuLγptqpγ1ptqq ´ d

dt

ˆ B
BvLγptqpγ1ptqq

˙

“ 0 p@t P r0, 1sq.

Démonstration. Supposons que l’équation d’Euler-Lagrange ne soit pas satisfaite :
il existe un temps t0 P r0, 1s et un indice j P t1, 2u tel que la quantité

rLsγj ptq “ B
Buj

Lγptqpγ1ptqq ´ d

dt

ˆ B
Bvj

Lγptqpγ1ptqq
˙

soit non nulle à t “ t0. Par continuité, il existe un intervalle ouvert J Ă r0, 1s
contenant t0 sur lequel rLsγj ptq ‰ 0. Quitte à restreindre J , on peut supposer que
J̄ Ăs0, 1r (alors J ne contient plus forcément le point t0 initial, mais peu importe),
et que rLsγj soit de signe constant, disons positif, sur J . Soit δ un champ de vecteur
tel que δptq “ 0 en dehors de J , δk ” 0 pour k ‰ j, δjptq ě 0 pour tout t, et
δptq ą 0 sur un sous-intervalle de J . Alors dALpγq ¨ δ ą 0. D’après le théorème des
accroissements finis, γ n’est donc pas un extremum.
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26.12 Exemple (Équations de la Mécanique). Si L : TU Ñ R est de la forme

Lupvq “ 1

2
}v}2 ` V puq,

où V : R3 Ñ R est une fonction de classe C1, les équations d’Euler-Lagrange
s’écrivent

γ2ptq “ ´BV
Bu pγptqq.

Ces équations sont les équations de Newton, en Mécanique classique, d’un point
matériel soumis à un champ de force dérivant du potentiel V . Ceci signifie que les
trajectoires de ce système matériel sont les points critiques de l’action : le point
matériel choisit, en un sens, parmi toutes les trajectoires possibles, celle qui est un
point critique de AL.

26.13 Remarque. La longueur d’une courbe est invariante par changement de para-
métrage de la courbe. Donc, si γ est un extremum, n’importe quel paramétrage
de la courbe γpIq doit être solution de l’équation d’Euler-Lagrange associée à la
fonction L “ ?

g ; dans ce sens, cette équation est dégénérée.

26.14 Définition. Une courbe paramétrée γ P C est une géodésique si elle est
une solution de l’équation d’Euler-Lagrange pour la fonction L “ g (intégrale
d’énergie).

26.15 Exemple. Pour la surface de révolution, l’équation d’Euler-Lagrange est

"

d
dt

pρpzq2θ1ptqq “ 0
ρpzptqqρ1pzptqqθ1ptq2 ´ ρ1pzptqqρ2pzptqqz1ptq2 ´ p1 ` ρ1pzptqq2qz2ptq “ 0

L’intégrale de Clairaut (ou moment cinétique)

C : TU “ U ˆ R2 Ñ R, Cpθ,zqp 9θ, 9zq “ ρpzq2 9θ

est donc une fonction constante le long des trajectoires (i.e. Cγptqpγ1ptqq ” cte). Par
ailleurs, un calcul direct montre qu’il en est de même de l’énergie

H : TU “ U ˆ R2 Ñ R, Hpθ,zqp 9θ, 9zq “ 1

2
pρ1pzq2 ` 1q 9z2 ` Cpθ,zqp 9θ, 9zq2

2ρ2
.

L’intégrale de Clairaut permet de déterminer comment la vitesse angulaire 9θ varie
en fonction de la distance ρ à l’axe de rotation de S. L’intégrale de l’énergie permet
elle de déterminer comment la vitesse verticale 9z varie en fonction de ρ, ρ1 et C.
Par exemple, si ρpzq “ z2 ` 1, quelles que soient les conditions initiales, le point
matériel va osciller une infinité de fois entre deux valeurs z0 et z1 de l’altitude.



Annexe A

Topologie

Dans un ensemble X nu, il n’existe aucune notion de proximité entre les points et,
par exemple, la question de savoir si une suite de X converge dans X n’a pas de
sens.

A.1 Définition. Une structure de voisinages sur X est la donnée, pour tout point
x P X, d’un ensemble non vide Vpxq de parties V de X appelées les voisinages de
x, vérifiant les quatre axiomes suivants :

pV1q Réflexivité : x P V pour tout V P Vpxq
pV2q Stabilité par croissance : V P Vpxq et V Ă W entrâınent W P Vpxq
pV3q Stabilité par intersection finie : V,W P Vpxq entrâıne V X W P Vpxq
pV4q Existence de l’intérieur : si V P Vpxq, il existe W Ă V tel que W P Vpyq

pour tout y P W ; W s’appelle l’intérieur de V , et se note V̊ .

A.a Exercice (Voisinages dans un espace métrique).
Soit pX, dq un espace métrique. Pour x P X, soit Vpxq l’ensemble des parties V Ă X

telles qu’il existe r ą 0 telles que Bpx, rq Ă V . Montrer que ces V pxq définissent
une structure de voisinages sur X.

Il s’ensuit immédiatement une notion de convergence des suites 1 : une suite pxnqnPN
converge vers ℓ P X si

@V P Vpℓq DN @n ě N xn P V.

A.2 Exemple (Droite à deux origines). Soit X “ pRzt0uq Y tO1, O2u (où O1 et O2

sont deux points n’appartenant pas à R, par exemple ˘i P C). On prolonge à X
la relation d’ordre de R˚ en posant

#

x ď O1 et x ď O2 si x ď 0

O1 ď x et O2 ď x si 0 ď x.

On n’obtient pas un ordre total parce que l’on n’a ni O1 ď O2 ni O2 ď O1. On
peut tout de même définir, pour a ď b, les intervalles ouverts

sa, br“ tx P X, a ă x ă bu
1. La notion générale de convergence concerne les filtres.
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(x ă y signifie x ď y et x ‰ y). Si x P X, on définit alors Vpxq comme l’ensemble
des parties V de X qui contiennent un intervalle de la forme sx ´ r, x ` rr, avec
r ą 0.

O2

O1

Figure A.1 – La droite à deux origines

La structure de voisinage ainsi définie ne provient d’aucune métrique puisque l’es-
pace obtenu n’est pas séparé, au sens où l’intersection d’un voisinage de O1 et
d’un voisinage de O2 n’est jamais vide. Une conséquence est que la suite p1{nqně1

converge simultanément vers O1 et vers O2 (tandis que la limite d’une suite conver-
gente serait unique si l’espace était séparé).

Soient X et Y deux ensembles munis des structures de voisinages VX et VY . Rap-
pelons que la notation

f : pX, xq Ñ Y

désigne une application d’un voisinage de x dans X à valeurs dans Y . On peut
préciser f : pX, xq Ñ pY, yq si y “ fpxq.
A.3 Définition (Continuité en un point). Une application f : pX, xq Ñ pY, yq est
continue en x si

@W P VY pyq f´1pW q P VXpxq.

De façon équivalente, f est continue si et seulement si

@W P VY pyq DV P VXpxq fpV q Ă W.

Dans le cas particulier où X et Y sont des espaces métriques, on retrouve la
définition classique :

@ǫ ą 0 Dη ą 0 fpBpx, ηqq Ă Bpy, ǫq.

A.4 Définition. Un ouvert de X est une partie de X qui est un voisinage de
chacun de ses points.

Par exemple, un intervalle ouvert de R, ou l’union de deux intervalles disjoints de
R, sont des ouverts de R.

A.b Exercice (Continuité).
Montrer que f : X Ñ Y est continue (sous-entendu : en tout point de X) si et
seulement si, pour tout ouvert W de Y , f´1pW q est un ouvert de X.

Il s’avère que la donné des voisinages est équivalente à celle des ouverts, et que
la seconde est souvent plus commode à manipuler. Voici les axiomes auxquels les
ouverts satisfont.
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A.5 Définition. Une topologie sur X est un ensemble O de parties de X, appelées
ouverts, satisfaisant aux axiomes suivants :

pO1q Stabilité par union : Oi P O entrâıne YiOi P O
pO2q Stabilité par intersection finie : O,O1 P O entrâıne O X O1 P O
pO3q H, X P O.

L’ensemble X ainsi muni d’une topologie prend le nom d’espace topologique. Un
fermé est alors une partie de X dont le complémentaire est ouvert.

A.c Exercice (Correspondance entre ouverts et voisinages).
Une topologie étant donnée, un partie V deX contenant un point x est un voisinage
si et seulement si V contient un ouvert contenant X. Montrer qu’il est équivalent
de se donner une structure de voisinage ou une topologie sur X.

A.6 Exemples. La topologie grossière sur X est tH, Xu. La topologie discrète est
PpXq. Pour ces topologies extrêmes les notions de limite et de continuité sont
caricaturales :

Topologie grossière Topologie discrète
Suite de X toujours convergente convergente ô constante
Chemin sur X toujours continu continu ô constant
Fonction sur X continue ô constant toujours continue

A.d Exercice (Topologie initiale).
Soient X un ensemble, Y un espace topologique et f : X Ñ Y une application.
La topologie initiale de f est la topologie de X la plus petite pour l’inclusion (on
dit aussi la plus grossière) qui rende f continue. Si f est injective, on parle de
topologie induite.

1. Montrer que la topologie initiale existe.

2. Montrer qu’elle est caractérisée par la propriété universelle suivante : pour tout
espace topologique Z, une application g : Z Ñ X est continue si et seulement si
f ˝ g est continue.

On généralise cela de façon évidente à une famille quelconque d’applications. En
particulier, la topologie faible d’un espace vectoriel topologique E est la topologie
initiale de ses formes linéaires continues α P E 1.

A.e Exercice (Topologie finale).
Soient X un espace topologique, Y un ensemble, et f : X Ñ Y une application. La
topologie finale de f est la topologie de Y la plus grande pour l’inclusion (on dit
aussi la plus fine) qui rende f continue. Si f est surjective, on parle de topologie
quotient ; si f est injective (et pour toute topologie de Y plus petite que la topologie
finale), f s’appelle un plongement.

1. Montrer que la topologie finale existe.

2. Montrer qu’elle est caractérisée par la propriété universelle suivante : pour tout
espace topologique Z, une application g : Y Ñ Z est continue si et seulement si
g ˝ f est continue.

3. On munit T “ R{Z de la topologie quotient associée à la projection canonique
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p : R Ñ R{Z, et U “ tz P C; |z| “ 1u de la topologie initiale de l’inclusion
j : U ãÑ C. Montrer que T et U sont homéomorphes.

A.f Exercice (Topologie de l’ordre).
Soit pX,ďq un ensemble non vide totalement ordonné. 2 On note ă la relation
d’ordre strict associée à ď (a ă b si et seulement si a ď b et a ‰ b). Un intervalle
ouvert est une partie de l’une des quatre formes suivantes :

sa, br:“ tx, a ă x ă bu, sα, ar:“ tx, x ă au, sa, ωr:“ tx, a ă xu, sα, ωr:“ X,

où a, b P X (et où α et ω ne sont que deux symboles qui n’ont aucun sens hérité
d’ailleurs).

1. Montrer que l’ensemble des parties O de X telles que quel que soit a P O la
partie O contient un intervalle ouvert contenant a est une topologie de X ; c’est la
topologie de l’ordre de pX,ďq.
2. Dans le cas de pR,ďq, montrer que la topologie de l’ordre cöıncide avec la
topologie de la métrique euclidienne.

Notons ´8 et `8 deux éléments quelconques n’appartenant pas à R, et X “
R Y t´8,`8u. Soit ď l’unique relation d’ordre sur X qui prolonge celle de R et
telle que

´8 ď x ď `8 p@x P Rq.
On munit X de la topologie de la relation d’ordre.

3. Donner une base de voisinages de ˘8.

4. Montrer que R est dense dans X, c’est-à-dire que X est le plus petit fermé
contenant R. (Pour cette raison, on note souvent X “ R̄.)

5. Montrer que la fonction ϕ : R Ñs0, 1r définie par

ϕpxq “ x

1 ` |x|

se prolonge par continuité en une application R̄ Ñ r0, 1s et que ce prolongement
est un homéomorphisme, c’est-à-dire une bijection bicontinue.

6. En déduire une distance d sur X dont la topologie métrique associée soit la
topologie de l’ordre de X.

(Le lecteur rigoureux remarquera que sα, ωr“ r´8,`8s, ce qui montre que l’on
ne peut généralement pas identifier α et ω aux plus petit et plus grand éléments
de X, même à supposer que ceux-ci existent !)

7. Montrer que la tribu borélienne de X (c’est-à-dire engendrée par les ouverts de
X) est la “tribu borélienne” de R̄, c’est-à-dire la tribu engendrée par les ouverts
de R̄.

2. On rappelle qu’une relation d’ordre est une relation binaire ď
— réflexive : x ď x

— antisymétrique : x ď y et y ď x ñ x “ y

— transitive : x ď y ď z ñ x ď z.
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A.7 Définition. Si A est une partie de X, l’adhérence de A est le plus petit fermé
Ā contenant X ; l’intérieur de A est le plus gros ouvert Å contenu dans X ; le bord
(topologique) de A est BA “ ĀzÅ.

A.g Exercice (Connexité).
Un espace topologique X est connexe s’il n’est pas l’union disjointe de deux fermés
non vides.

1. Montrer que l’union de parties connexes dont l’intersection est non vide est
connexe.

2. Montrer que les parties connexes de R sont les intervalles

3. Montrer que l’image d’un connexe par une application continue est connexe.

La composante connexe d’un point x P X est la plus grande partie connexe conte-
nant X.

4. Montrer que les composantes connexes forment une partition de X.

5. Montrer que, si entre deux points quelconques de X il existe un chemin continu
(on dit que X est connexe par arcs), X est connexe.

6. Montrer que le groupe orthogonal On possède deux composantes connexes. On
note SOn la composante connexe de l’identité (et O´

n l’autre composante, qui n’est
pas un groupe).
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Annexe B

Compacité

Les affirmations suivantes sont fausses pour un ensembleX quelconque, mais vraies
si X est fini :

— Une fonction sur X est bornée
— Une fonction sur X atteint son maximum
— De toute suite de X on peut extraire une suite constante
— De tout recouvrement de X (une famille pUiq de parties de X dont l’union

soit X entier) on peut extraire un recouvrement fini.
Elles sont fausses par exemple si X “s0, 1r. Mais elles deviennent vraies pour
X “ r0, 1s si on modifie les hypothèses et les conclusions en ajoutant un ingrédient
topologique adéquat :

— Une fonction continue sur X est bornée
— Une fonction continue sur X atteint son maximum
— De toute suite de X on peut extraire une suite convergente (théorème de

Bolzano-Weierstrass)
— De tout recouvrement ouvert de X (une famille pUiq de parties ouvertes

de X dont l’union soit X entier) on peut extraire un recouvrement fini
(théorème de Heine-Borel).

Ces propriétés restent vraies si X est une partie fermée bornée de Rn. Par ailleurs,
elles sont étroitement corrélées. Par exemple, si l’on sait que toute suite possède
une sous-suite convergente, alors on peut en déduire que toute fonction continue
possède atteint son maximum (prendre une suite pxnq maximisante , i.e. telle que
fpxnq converge vers la borne supérieure de f). En gros, X est compact si ces
propriétés sont toutes vérifiées. En réalité, ces propriétés ne sont pas exactement
équivalentes, et il est commode de ne retenir que la dernière propriété.

Dorénavant, on suppose que les espaces topologiques sont séparés. (Les espaces
non séparés, par exemple ceux munis de la topologie grossière, ont souvent peu
d’intérêt.)

B.1 Définition. Un espace topologique séparé X est compact s’il vérifie la pro-
priété de Borel-Lebesgue : de tout recouvrement ouvert, on peut extraire un re-
couvrement fini.

B.2 Proposition. Si X est compact, toute suite décroissante de parties fermées
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non vides est non vide. En particulier, toute suite de points possède un point d’ac-
cumulation et, si ce point d’accumulation est unique, la suite converge.

Démonstration. La première affirmation s’obtient par passage au complémentaire.
La seconde s’obtient en remarquant que l’ensemble des points d’accumulation
d’une suite pxnq est XnĀn, où An “ txm, m ě nu.

Par exemple, R n’est pas compact, puisque la suite des intervalles rn,`8r contre-
dirait la proposition.

B.a Exercice. Montrer que tout intervalle fermé borné de R est compact.

B.3 Théorème (admis). 1) L’image d’un compact par une application continue
est compacte.

2) Le produit d’espaces compacts est compact (théorème de Tychonov).

3) Les boules fermées d’un espace vectoriel normé E sont compactes si et seulement
si E est de dimension finie (théorème de Riesz).

La compacité implique d’importantes propriétés d’existence d’extrema de fonc-
tions. Deux exercices sont donnés à ce sujet dans le chapitre 12.

Beaucoup d’espaces ne sont bien sûr pas compacts. On peut alors récupérer de
la compacité en ajoutant un ou plusieurs points à l’espace, qui jouent le rôle de
l’infini.

B.4 Définition. Une compactification de X est une application j : X Ñ X̄

injective et d’image dense dans un espace compact X̄ ; X̄ est le compactifié de X.

Par exemple, on peut compactifier R en ajoutant un point à chaque extrémité de
la droite, pour obtenir la droite réelle étendue r´8,`8s, que l’on peut munir de
la topologie de l’ordre (exercice A.f). On généralise ainsi la notion de limite d’une
suite réelle, qui peut désormais être ˘8 en plus d’un nombre réel, rendant conver-
gentes certaines suites qui étaient divergentes dans R. Remarquons toutefois que le
compactifié obtenu n’hérite pas de toute la structure de R. Notamment, r´8,`8s
ne possède pas de structure d’espace vectoriel qui prolonge celle de R : il n’existe
pas de façon cohérente de définir la somme ´8 ` 8. On peut aussi compactifier R
en ne lui ajoutant qu’un seul point ; c’est la compactification minimale R Y t8u.
À l’opposé, la compactification maximale d’un espace X s’appelle la compactifi-
cation de Stone-Cech βX (par exemple βN est l’espace des ultrafiltres). On peut
utiliser différentes compactifications pour distinguer plusieurs types de divergence
de suites.

B.5 Exemple (Quelques compactifications de Rn). 1. Adjonction d’un point à
l’infini (par projection stéréographique) : l’injection

j : Rn Ñ Sn

x ÞÑ y “ py0, ŷq “
´

}x}2´1
}x}2`1

, 2x
}x}2`1

¯

envoie Rn sur la sphère moins son pôle nord p1, 0, ..., 0q.
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2. Adjonction d’une sphère à l’infini : l’injection

j : Rn Ñ B̄n “ tpx1, ..., xnq P Rn, }x} ď 1u, x ÞÑ x

1 ` }x}

envoie Rn sur la boule ouverte.

3. Adjonction d’un projectif à l’infini : l’injection

j : Rn Ñ RPn, px1, ..., xnq ÞÑ r1, x1, ..., xns

envoie Rn sur le complémentaire du sous-espace homéomorphe à RPn´1 des
points de la forme r0, x1, ..., xns.

x

R

Rn

N = (1, 0, ..., 0)

ŷ

y0

Sn

y

Figure B.1 – La projection stéréographique j : Rn Ñ Sn, x ÞÑ y “ py0, ŷq

Un autre usage des compactifications est de voir certains objets mathématiques
comme des objets limites d’autres objets. Par exemple, la mesure de Dirac, qui
n’est pas une fonction, existe dans certains espaces de compactification (locale)
d’espaces de fonctions, tels que les espaces de mesures ou de distributions. De
même, la suite des groupes cycliques Z{2Z, Z{3Z, ..., peut être compactifiée en lui
ajoutant le tore T “ R{Z à l’infini. Pour un panorama des usages modernes de la
compacité, voir le livre de T. Tao [Tao13].
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Annexe C

Espaces métriques complets

La notion d’espace métrique fut introduit par M. Fréchet en 1906. Elle généralise
l’espace euclidien Rn et la notion d’espace de Hilbert. La complétude est une pro-
priété magique de nombreux espaces, permettant de montrer que certaines suites
convergent sans connâıtre leur limite a priori, et donc de montrer l’existence de
solutions d’équations dont on ne connâıt pas de solution explicite.

C.1 Définition. Une distance sur un ensemble X est une fonction d : X ˆ X Ñ
r0,`8r vérifiant les axiomes de

— symétrie : dpx, yq “ dpy, xq
— séparation : dpx, yq “ 0 ñ x “ y

— inégalité triangulaire : dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq.
Le couple pX, dq s’appelle alors un espace métrique.

Le premier exemple est Rn muni de la distance euclidienne

dpx, yq “
`

py1 ´ x1q2 ` ¨ ¨ ¨ pyn ´ xnq2
˘1{2

.

Beaucoup de notions classiquement utilisées dans Rn se généralisent naturellement
aux espaces métriques. Par exemple,

– la boule (ouverte) de centre x P X et de rayon r ą 0 est

Bpx, rq “ ty P X| dpx, yq ă ru.

– une partie V Ă X est un voisinage de x si il existe ǫ ą 0 tel que

Bpx, ǫq Ă V.

C.2 Définition. Une suite pxnq de X converge vers une limite ℓ dans X si dpℓ, xnq
tend vers 0, i.e. pour tout ǫ ą 0 il existe N tel que, pour tout n ě N , dpℓ, xnq ă ǫ.

Elle est de Cauchy 1, 2 si dpxp, xqq tend vers 0 quand p et q tendent vers l’infini, i.e.

1. Augustin L. Cauchy, mathématicien français (1789–1857), considéré comme le fondateur
de l’analyse moderne. On lui doit en particulier, pour les passages à la limite, le formalisme ǫ´η.

2. La notion de suite de Cauchy n’est pas purement topologique puisque par exemple la
suite p1{nqně1 est une suite de Cauchy de s0,`8r, qui est transformée, par l’homéomorphisme
x ÞÑ 1{x, en la suite pnqně1, qui n’est pas de Cauchy. Dans ce chapitre on se place dans le cadre
simple et important des espaces métriques.
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pour tout ǫ ą 0 il existe N tel que, pour tous p, q ě N , dpxp, xqq ă ǫ.

Si pxnq converge, elle est de Cauchy, puisque

dpxp, xqq ď dpxp, ℓq ` dpℓ, xqq.

La réciproque est fausse en général, comme le montre l’exemple de la suite p1{nq
dans s0,`8r.

C.3 Définition. X est complet si toute suite de Cauchy converge (dans X).

C.4 Théorème. Rn est complet.

Démonstration. Une suite réelle pxkq est de Cauchy si et seulement si ses décimales
se stabilisent (c’est-à-dire que, pour tout p, après un certain rang K la p-ième
décimale de xk ne dépend plus de k), ce qui implique le théorème pour n “
1. La généralisation à n quelconque est immédiate (les décimales de toutes les
composantes d’une suite de Cauchy se stabilisent, donc convergent).

C.a Exercice. Soient pX, dq est métrique complet, ΛpXq l’espace de ses chemins
γ : r0, 1s Ñ X continus. Notons

dΛpγ, γ1q “ sup
r0,1s

dpγ, γ1q.

Montrer que pΛpXq, dΛq est un espace métrique complet ; on pourra utiliser le fait
que la limite uniforme d’une suite d’applications continues est continue.

C.b Exercice.
Montrer que, si X est complet, l’intersection d’une suite décroissante pAnq de
fermés non vides dont le diamètre tend vers 0 est un singleton.

C.c Exercice.
Montrer qu’un espace métrique compact est complet.

C.5 Théorème (admis). 1) Le produit fini d’espaces métriques complets est com-
plet.

2) L’image d’un espace métrique complet par une application uniformément conti-
nue est complète.

C.6 Définition. Une complétion d’un espace métrique X est une application
injective j : X Ñ X̄ à valeurs dans un espace métrique complet, d’image dense.

C.7 Proposition. Tout espace métrique possède une complétion, qui est unique
à isométrie fixant les points de X près. Si de plus X est vectoriel normé, son
complété admet une unique structure banachique. Si de plus X est préhilbertien,
son complété est hilbertien.
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C.8 Exemple (espaces de Lebesgue). Si Ω est un espace mesuré et si p P r1,`8r,
l’espace LppΩq est le complété de l’espace des fonctions étagées pour la norme
Lp. 3 C’est une façon rapide de définir LppΩq. La définition habituelle, consistant à
construire explicitement LppΩq comme le quotient (par l’égalité presque partout)
de l’espace des fonctions dont le module à la puissance p est intégrable, présente
l’immense avantage de réaliser les points ajoutés comme des (classes de) fonctions
sur Ω.

C.9 Proposition. Soient X et Y deux espaces métriques, D une partie dense
de X et f : D Ñ Y une application uniformément continue. Si Y est complet, il
existe un unique prolongement continu de f sur X. En outre, ce prolongement est
uniformément continu.

C.10 Exemple (Transformation de Fourier-Plancherel). L’espace L2pRnq des fonc-
tions de carré sommable sur Rn est un espace de Hilbert. La transformation de
Fourier des fonctions f P L1 X L2 est une isométrie de L2, qui est donc uni-
formément continue et qui se prolonge en une isométrie de L2, la transformation
de Fourier-Plancherel.

3. Ce résultat est faux pour L8pRnq.
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Glossaire

Fonction Application (définie sur un ouvert de Rn ou une surface) à valeurs
dans R (ou, parfois, dans un espace vectoriel par opposition à une surface).

Chemin Application définie sur un intervalle de R, à valeurs dans Rn ou une
surface. On dit aussi courbe paramétrée.

Courbe Image d’un chemin (c’est donc un ensemble de points).

Courbe intégrale d’un champ de vecteurs Chemin γ dont la vitesse γ1ptq
égale, à chaque instant t, le champ de vecteurs au point γptq.

Champ de vecteurs Application qui, à tout point, associe un vecteur (tangent
en ce point). Sur un ouvert U de Rn, c’est une application v : U Ñ Rn. Si v est
de classe C1 (Lipschitz suffit), le théorème de Cauchy-Lipschitz affirme que, pour
tout point u P U , il existe un unique chemin γu : pR, 0q Ñ U défini sur un intervalle
maximal s ´ t0puq, t1puqr et tel que

γup0q “ u et γ1
uptq “ vpγuptqq p@tq.

Les fonctions t0, t1 : U Ñ s0,`8s sont semi-continues inférieurement (c’est-à-dire
que, par petite perturbation de u, tipuq ne peut subir de discontinuité que vers le
haut). Le flot de v est alors l’application

φ : Dv “ tpt, uq P R ˆ U, ´t0puq ď t ă t1puqu Ñ U, pt, uq ÞÑ φtpuq “ γuptq.

Réciproquement, le champ de vecteur

v “ Bφt

Bt ˝ φ´1
t

est le générateur infinitésimal du flot φ.

Espace de Banach Espace vectoriel normé complet. Par exemple, l’espace de
Lebesgue L1pRq, muni de la norme }f} “

ş

R
|fpxq| dx, est de Banach.
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Espace de Hilbert Espace vectoriel E sur K “ R ou C muni d’un produit
scalaire hilbertien, c’est-à-dire d’une forme g : E2 Ñ K

— sesquilinéaire 4 : g est linéaire par rapport au premier argument, et semi-
linéaire par rapport au second argument :

gpx, λy ` `λ1y1q “ λ̄gpx, yq ` λ̄1gpx, y1q px, y, y1 P E, λ P K

— hermitienne : gpx, yq “ gpy, xq px, y P Eq
— positive : gpx, xq P R` px P Eq
— définie / non dégénérée : gpx, xq “ 0 ñ x “ 0
— complète : les suites qui sont de Cauchy pour la norme induite }x} “

a

gpx, xq convergent dans E.
Par exemple, l’espace de Lebesgue L2

CpRq, muni du produit scalaire

pf |gq “
ż

R

fpxqgpxq dx,

est de Hilbert. Les espace hilbertiens sont les espaces de dimension éventuellement
infinie dont les propriétés les rapprochent le plus des espaces euclidiens.

Norme d’opérateur subordonnée Si pE, } ¨ }Eq et pF, } ¨ }F q sont deux es-
paces vectoriels normés, par exemple Rn muni de la norme euclidienne, la norme
d’opérateur subordonnée est la norme définie sur LpE,F q par

}a}E,F “ sup
xPEzt0u

}apxq}F
}x}E

.

D’après la linéarité de a et l’homogénéité des normes,

}a}E,F “ sup
xPE, }x}E“1

}apxq}F .

Si E est de dimension finie, sa sphère unité est compacte (lemme de Riesz), donc
la borne supérieure est atteinte :

}a}E,F “ max
xPE, }x}E“1

}apxq}F .

Dans tous les cas, les normes d’opérateurs sont sous-multiplicatives : si pG, } ¨ }Gq
est un troisième espace vectoriel normé et si b P LpF,Gq,

}b ˝ a}E,G ď }b}F,G}a}E,F .

Théorème des accroissements finis Soient γ : ra, bs Ñ R continue et dérivable
sur sa, br. Il existe c Psa, br tel que

γpbq ´ γpaq
b ´ a

“ γ1pcq.

4. En latin, sesqui veut dire “un et demi”. Par exemple, l’anniversaire sesquicentenaire est le
cent cinquantième.
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(Démonstration : appliquer le théorème de Rolle à la fonction t ÞÑ γptq´γpbq´γpaq
b´a

pt´
aq.) En particulier,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γpbq ´ γpaq
b ´ a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
sa,br

|γ1|.
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Alphabet grec

L’usage conjoint des alphabets latin et grec offre plus de flexibilité dans les nota-
tions. Ne pas les connâıtre peut être sources de difficultés, que le concepteur d’un
sujet d’examen ne soupçonne même pas !

Lettre capitale Lettre minuscule Nom en français Usage dans ce cours
A α alpha *
B β beta *
Γ γ gamma *
∆ δ delta *
E ǫ, ε epsilon *
Z ζ zêta *
H η êta *
Θ θ, ϑ thêta *
I ι iota
K κ,κ kappa *
Λ λ lambda
M µ mu *
N ν nu *
Ξ ξ xi *
O o omicron
Π π,̟ pi *
P ρ, ̺ rhô *
Σ σ, ς sigma *
T τ tau *
Y υ upsilon
Φ φ, ϕ phi *
X χ khi
Ψ ψ psi *
Ω ω oméga *

D’autres alphabets sont utilisés en mathématique. Par exemple, depuis Georg
Cantor on note ℵ (aleph, de l’alphabet hébreu) les cardinaux des ensembles
infinis bien ordonnés. Des symboles sont parfois créés à partir d’autres, comme
pour la constante de Planck ~ “ h

2π
, ou le signe de l’intégrale

ş

, allongement ita-
lique, inventé par Leibniz, du caractère typographique ancien ! s long " (comme
abbréviation de ! summa ", qui veut dire ! somme " en latin), lui-même disparu
depuis l’uniformisation de l’écriture par Charlemagne.
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https://www.ceremade.dauphine.fr/~fejoz/Integration/

integration-probabilites.pdf.

[Ham82] R. S. Hamilton. The inverse function theorem of Nash and Moser. Bull.
Amer. Math. Soc. (N.S.), 7(1) :65–222, 1982.

[Hir94] M. W. Hirsch. Differential topology, volume 33 of Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1994. Corrected reprint of
the 1976 original.

[HL99] F. Hirsch and G. Lacombe. Éléments d’analyse fonctionnelle. Dunod,
1999.
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Dérivée
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Énergie, 180
Entropie, 180

169



170 INDEX

Enveloppe supérieure, 94
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– α-convexe, 179
– convexe, 175
– de Morse, 150
– fortement convexe, 179
– homogène, 36
– plate, 13

Forme
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Ouvert, 194, 195
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– d’une application, 77
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Transvection, 43
Transversalité, 89
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