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Le modele de croissance endogene

Présentation mathématique

C'est le modele macroéconomique en usage, descendant du modeéle de

Ramsey (1928)

max/ e "tu(c (1)) dt,
c(-) Jo
dk

k(t)>0, c(t)>0

On prend classiquement
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Le modele de croissance endogene

Interprétation et résolution

C’est un modéle unitaire : un seul bien, un seul consommateur,un seul
décideur, pas de monnaie. La société est représentée par un consommateur
fictif qui vit éternellement et cherche a maximiser son utilité escomptée,
qui a son tour représente le bien-étre social. Pour ce faire il doit répartir la
production entre consommation et investissement

Theorem

Il'y a une unique stratégie optimale c(t) = o (k (t)) qui converge vers
un état stationnaire

k(t) — koo, €(t) —> Coo = f (keo) when t — 0

La limite ks est indépendante de ky et de u. Elle est caractérisée par
f' (ko) = 6
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Equité intergénérationnelle

La génération actuelle a-t-elle le droit de disposer a son gré de la planete?
Ma position, celle de Rachid Sumaila, et celle de I'immense majorité des
étres humains est que non: elle ne peut que I'utiliser pour son usage, sans
pour autant compromettre celui des générations futures, ou méme, selon
certains, des autres &tres vivants. Celle veut dire que le critére doit étre
modifie pour prendre en compte le bien-étre des générations futures.
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Equité intergénérationnelle

Le modele de Sumaila et Walters

La population croit au taux n. Tous les individus sont identiques, avec

u (c) comme utilité et r comme taux de préférence pour le présent. Le
bien-étre social est calculé en évaluant I'utilité de chacun a la naissance et
en escomptant au taux p > r 4 n celui des générations futures.

Un flot de consommation ¢ (t) crée un bien-&tre

oo
/ u(ct) e ™dt pour la présente génération
Jo

oo
/ u(ct) e "t75)ds pour ceux né.es entre s and s+ ds
J S

[/ u(ce) e*’tdt—l—/ e”se*psds/ u(ce) e’(ts)dt}
0 0 s

On obtient finalement le critére de bien-étre (a un coefficient pres)

/oo u(ce) {e_(p_”)t +(n+r—p—1) e_’t} dt
0
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Facteurs d'actualisation généraux

Le probleme de Ramsey

Le critere proposé est

I (ci ko) = /O°° R()u(c (1)) dt

ou le flot de consommation ¢ () doit vérifier les conditions suivantes

dk
S =f)—c k(0)=k

k(t)>0, c(t)>0

Si R (t) n'est pas une exponentielle, on sait que les solutions optimales ne
sont pas exécutables. Il faut donc proposer autre chose
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Stratégies exécutables

Le probleme du décideur

@ Une stratégie markovienne ¢ = o (k) est annoncée et est
connaissance commune
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Stratégies exécutables

Le probleme du décideur
@ Une stratégie markovienne ¢ = ¢ (k) est annoncée et est

connaissance commune

@ Le décideur au temps t hérite de ces prédecesseurs d'un capital k (t)
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Stratégies exécutables

Le probleme du décideur

@ Une stratégie markovienne ¢ = ¢ (k) est annoncée et est
connaissance commune

o Le décideur au temps t hérite de ces prédecesseurs d'un capital k (t)
o |l pense que ses successeurs vont appliquer la stratégie

o Il doit décider de sa consommation ¢ (t) aujourd’hui, c'est-a-dire sur
[t, t+€],ol¢e> 0 est petit
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Stratégies exécutables

Le probleme du décideur

@ Une stratégie markovienne ¢ = ¢ (k) est annoncée et est
connaissance commune

Le décideur au temps t hérite de ces prédecesseurs d'un capital k (t)

[l pense que ses successeurs vont appliquer la stratégie o

Il doit décider de sa consommation c (t) aujourd’hui, c’est-a-dire sur
[t, t+€],o0e> 0 est petit

Pour ce faire, il doit résoudre un probléme d'optimisation instantané
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Stratégies exécutables

Le probleme du décideur
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Stratégies exécutables

Le probleme du décideur

@ Une stratégie markovienne ¢ = ¢ (k) est annoncée et est
connaissance commune

o Le décideur au temps t hérite de ces prédecesseurs d'un capital k (t)

o |l pense que ses successeurs vont appliquer la stratégie

o Il doit décider de sa consommation ¢ (t) aujourd'hui, c'est-a-dire sur
[t, t+€],o0e> 0 est petit

@ Pour ce faire, il doit résoudre un probléme d’optimisation instantané

@ U est une stratégie exécutable si ¢ (t) = o (k (t))

@ On notera que c'est une exigence minimale: si 0 n’est pas une
stratégie exécutable, elle ne sera pas appliquée, a moins que |'on ne
dispose d 'un moyen de coercition mis en place en t = 0.
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Stratégies exécutables

Le probleme du décideur

@ Une stratégie markovienne ¢ = ¢ (k) est annoncée et est
connaissance commune

o Le décideur au temps t hérite de ces prédecesseurs d'un capital k (t)
o |l pense que ses successeurs vont appliquer la stratégie

o Il doit décider de sa consommation ¢ (t) aujourd’hui, c'est-a-dire sur
[t, t+€],o0e> 0 est petit

@ Pour ce faire, il doit résoudre un probléme d’optimisation instantané
@ U est une stratégie exécutable si ¢ (t) = o (k (t))

@ On notera que c'est une exigence minimale: si 0 n’est pas une
stratégie exécutable, elle ne sera pas appliquée, a moins que |'on ne
dispose d 'un moyen de coercition mis en place en t = 0.

@ Ce qui est surprenant, c'est qu'une condition aussi faible suffise a
caractériser des stratégies
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Stratégies exécutables

La fonction valeur

Pour toute stratégie o on notera K ((7; t, ko) le flot associé a | 'equation

différentielle
dk

== (k)

On se limitera dorénavant aux stratégies dites convergentes:

Jkeo : Vko, tli_>m K (ot ko) = koo

A tout kg > 0 on associe le nombre:

geel

V(ko):/o R (t) u (o (K (0t ko)) dt

On définit ainsi une fonction V sur (0, o0),dite fonction valeur, qui se
réduit a la fonction de Bellman dans le cas ot R (t) = e
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Stratégies exécutables

Définition

Le décideur se trouve en un point kp. |l consomme ¢ aujourd'hui,
c'est-a-dire sur [t, t+¢]. L'état résultant en t + € est f(ky) — c.
A partir de |3 on applique la stratégie ¢.

Le bilan de I'opération est: € (u(c) + V'(ko)(f (ko) — ¢))
Definition

La stratégie o est exécutable si:

Vko, o (k)=arg mcax{u (¢) + V'(ko)(f (ko) — ¢)}

Si on connait la fonction V, on en déduit la stratégie o :

u' (o (k) = V' (k)
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Stratégies exécutables

Caractérisation

Theorem

Soit V' : (0,00) — R une fonction C? telle que la stratégie correspondante
0 converge vers un certain ks. Alors o est une stratégie exécutable et V
est sa fonction valeur si et seulement si V' vérifie I'équation

max {u(c) + V' (k) (F (k) =)} = — [ R (Du(o (k) de (1)

0

avec la condition aux limites
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Caractérisation

Une deuxieme équation

On considére une stratégie o convergeant vers un état koo
Lemma

Soit h (t) une fonction & décroissance exponentielle. On a::

(k) = /Oooh(t)u((T(K(U; ko)) dt
si et seulement si on a:
h(O)u(U(k))+I/(k)(f(k)—a(k))+/0°o W (s) u (0 (K (05, ko))) ds =
h

[ (ko) = u(F (k) [

; (t)dt

Il suffit de dériver par rapport a t et en t = 0 la premiére expression
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Réécritures 1

max {u () + V' (k) (F (k) — c)} = —/:O R' () u (o (k) dt

On peut la réécrire sous deux formes différentes. La premiére
max{ c)+ V' (k) (f(k)—c)} =W (k

avec

w (k) = —/:O R () u (0 (ke)) dt

qui est le pendant de celle que nous avions obtenue dans le cas discret.
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Réécritures 2

max {u () + V' (k) (F (k) — c)} = —/Ow R' () u (o (k) dt
On peut la réécrire sous deux formes différentes. La seconde
max {u (c) +v' (k) ( (k) = c)} = p (k) v (k)
avec p (k) = — (Jo" R (£) u (e (k) dt) (J5* R(t) u (o (ki) dt) ", qui

dans le cas R( ) =€ se redmt a HJB

max{ )+ V' (k) (f (k) — c)} = rV (k)
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Le cas biexponentiel

max /°° (= 1) e+ ae ] u(c (1) ot
0

On suppose p > 6. On cherche des stratégies convergentes

dk

E_f(k)—a(k):> Tkeo : ¥V k(0), k(t) — keo

Pour simplifier les calculs, on prendra v (c) = Inc. Alors:

V (k) = /Ow (A +(1=A)e#) In (o (k(2)) ot
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Conditions nécessaires
L 'équation (1) devient:

max {Inc+ V' (k)(f(k)—c)} =— /Ooo (/\e_“ +(1-A) e_Pt> In(c;) dt

avec ¢ = 0 (k). En calculant le maximum au premier membre et en
utilisant v’ (c) = 1 = V/ (k) on trouve

<f— \i) Vi~V = — /Om (A + (1= 2) &) In (0 (ke))
On introduit la fonction auxiliaire
W (k) = /0°° (A — (1= A)e#) In (o (k)) ot
Alors, d'apres le Lemme, on a une equation supplementaire pour W

(21 — 1) In (0 (k) + W' (k) (F (k) — 0 (k) + | (=Abe3 + (1 —A)pe-
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Conditions suffisantes

Posons a = (6 +p) /2 and b= (6 —p) /2

Theorem
Si le systeme

1
<f—/> vV —Inv = av + bw

v

v

a une solution C? au voisinage de ks avec

) 1
V' (keo) = F k)
av’ (keo) + bW (keo) = i((::))

alors 0 (k) := 1/Vv' (k) est une stratégie exécutable convergeant vers ks
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Un théoreme d’existence

Definissons k < k by:

1

k) =28+ (1= A)p. F(K)= 51
0

>

Theorem

Pour tout ke € [K . l_<],on a une stratégie executable convergeant vers ke

%:f(k)_g(k):» k(t) — ko Yk (0)

o Il y a des points stationnaires, comme dans le cas exponentiel, mais

o |l yen a trop ! Le probleme du choix rationnel n’est pas
compléetement résolu encore
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Discussion

Soit k; et ko deux points stationnaires pour deux strategies executables

© 01 convergeant vers kg
@ 0, convergeant vers k

Les gains correspondants en partant de kp» sont:

vi = (/\ + W) Inf (ki) + V' (ki) (ko — ki)

5
o= (2 B (k)

v2 - Eg;;(lp/\)))f’(k)l}(l@kl)

AT P 1 f (k1)

Si A < 1 la strategie 0 est preferable si ko > ki ce qui est toujours
possible sauf si ko = k
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Conclusion

/0°° Nexp (—6t) + (1 — A) exp (—pt)] u (c (1)) dt,
% — F(k(£)) = c(t) and k (0) = ko

avec p >0 et A < 1 Iy a une infinite de strategies executables, chacune
convergeant vers un k € [k, k|

@ Si k < k, les générations futures finiront par trouver k plus
avantageuses

Ivar Ekeland (CEREMADE) Stratégies exécutables |1 28 Mars 2024 19 /29



Conclusion

/0°° Nexp (—6t) + (1 — A) exp (—pt)] u (c (1)) dt,
% — F(k(£)) = c(t) and k (0) = ko

avec p >0 et A < 1 Iy a une infinite de strategies executables, chacune
convergeant vers un k € [k, k|

@ Si k < k, les générations futures finiront par trouver k plus
avantageuses

@ Toute la stratégie se défait alors par la fin: elle n'est plus credible

Ivar Ekeland (CEREMADE) Stratégies exécutables |1 28 Mars 2024 19 /29



Conclusion

/Om Nexp (—6t) + (1 — A) exp (—pt)] u (c (1)) dt,
% — F(k(£)) = c(t) and k (0) = ko

avec p >0 et A < 1 Iy a une infinite de strategies executables, chacune
convergeant vers un k € [k, k|

@ Si k < k, les générations futures finiront par trouver k plus
avantageuses

@ Toute la stratégie se défait alors par la fin: elle n'est plus credible

@ Le seul choix rationnel est k = k
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