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B RESUME CONSOLIDE PUBLIC

B.1 RESUME CONSOLIDE PUBLIC EN FRANGCAIS

Entropie, flots et inégalités.

A l'interface entre probabilités et analyse non-linéaire, une stratégie pour l'étude de probléemes d’évolution et le développe-
ment d’outils adaptés. Le projet EFI a été consacré a I'étude de modeles probabilistes ou décrits par des équations aux
dérivées partielles issus de questions de la physique (physique des plasmas, mécanique des fluides, mécanique quan-
tique) ou de la biologie (modéeles de populations, phénomenes d’agrégation). Le passage du discret au continu, en
pratique de modeles particulaires a la mécanique des milieux continus, avec ou sans composante aléatoire, souléve des
questions fondamentales comme la propagation du chaos, qui sont encore assez mal connues méme dans le cas de mod-
eles simples, par exemple sur des temps d’évolution arbitrairement grands. Fort des compétences de ses participants,
EFI s’est attaché a donner un cadre théorique a ces questions et a apporter des réponses concretes avec des méthodes
de couplage, des techniques d’hypocoercivité, 'utilisation d’inégalités fonctionnelles et de leur propriétés fines comme,
par exemple, des estimations constructives de la stabilité des fonctions optimales. Un certain nombre de percées ont été
réalisées, qui ont d’ores et déja des retombées, au moins sur le plan théorique, pour la modélisation dans les disciplines
dont sont issus les modeéles.

Entropies et inégalités fonctionelles pour les systemes de particules, les équations de diffusions et les modeles cinétiques. La
notion d’entropie est présente dans un trés grand nombre de domaines des mathématiques. Dans le projet EF], il s’agit
de l'utiliser comme un outil pour mesurer les taux de dissipation et la convergence vers un état d’équilibre. On est donc
amené a utiliser des notions d’entropie generalisée, adaptées a la fois aux équations et pertinentes du point de vue des
inégalités fonctionnelles sous-jacentes, dont I'étude fine (cas d’optimalité, résultats de stabilité) constitue une part im-
portante du travail. Cela n’empéche pas d’utiliser des méthodes moins quantitatives pour obtenir des résultats généraux,
comme les méthodes de couplage. Savoir passer de modéles discrets a des modéles continus requiert d’adapter les out-
ils et de démontrer des propriétés spécifiques, comme la propagation du chaos. L'une des difficultés avec les problemes
non-linéaires est qu'’il n’existe pas de méthode générale et que chaque progres repose sur le développement de tech-
niques spécifiques. Le progres des connaissances peut donc sembler incrémental, y compris dans un projet comme EFI,
car dans ce domaine il n'y a en général pas une grande conjecture a résoudre. EFI a permis de multiples collaborations
et suscité de trés nombreux articles qui, mis bout-a-bout, ont permis des progres trés significatifs sur un certain nombre
de points. Avec toute la part d’arbitraire d'une telle sélection, en voici quelques-uns:

> estimations de stabilité constructive dans les inégalités fonctionnelles: les premiers résultats remontent a 1991 et ont
donné lieu depuis a de trés nombreuses recherches depuis, basées presque toutes sur des méthodes de compacité qui
ne permettaient pas 1'évaluation des constantes. Avec des entropies, la méthode du carré du champ et des flots non-
linéaires, les premiéres estimations constructives ont enfin été obtenues.

> méthodes hypocoercives pour des équilibres locaux a queue épaisse ou confinement faible: une classification assez
compleéte a été obtenue et de gros progres ont été faits, en particulier dans les régimes conduisant a des limites de diffu-
sion fractionnaires.

> modes spéciaux et hypocoercivité pour des équations cinétiques dont les termes de collisions admettent plusieurs in-
variants. Boltzmann avait remarqué la non-unicité des solutions asymptotiques dans certaines symétries des potentiels
de confinement. Ces modes exceptionnels détériorent les taux de convergence en temps grand méme en l'absence de
telles symétries, ce qui a été analysé pour la premiere fois dans le cadre de ’hypocoercivité.

Le projet EFI a permis de développer des synergies avec d’autres champs des mathématiques comme la physique math-
ématique et d’associer de jeunes chercheurs européens au programme scientifique proposé a ’ANR. Le nombre et la
variété des publications est remarquable, en particulier dans les conditions de recherche dues a la pandémie. L'accent a
été mis sur 'obtention de résultats les plus quantitatifs possibles afin d’envisager des applications numériques a méme
de faciliter I'interaction avec des chercheurs d’autres disciplines.

EFI est un projet de recherche fondamentale porté par un groupe de chercheurs d'un grand nombre de centres de
recherche frangais, a I'interface entre théorie des équations aux dérivées partielles et probabilités qui a été mis en ceuvre
de janvier 2018 a décembre 2022. Il a privilégié la formation et I'insertion des jeunes chercheurs, grace a des post-
doctorats et 'organisation réguliere de workshops, qui ont donné une tres large place aux chercheurs en formation et
ont contribué a renforcer les collaborations. EFI (Entropy, flows, inequalities, ANR-17-CE40-0030) a bénéficié d'une aide
ANR de 250 930,92 €.
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B.2 RESUME CONSOLIDE PUBLIC EN ANGLAIS

At the interface between probability theory and nonlinear analysis, a strategy for the study of evolution problems and
the development of appropriate tools. The EFI project was devoted to the study of probabilistic models or models de-
scribed by partial differential equations resulting from questions of physics (plasma physics, fluid mechanics, quantum
mechanics) or biology (population models, phenomena of aggregation). The passage from discrete to continuous, in
practice of particular models to continuum mechanics, with or without random components, raises fundamental ques-
tions like the propagation of chaos, which are still rather poorly known even in the case of simple models, for example on
arbitrarily large evolution times. Capitalizing on the competences of its participants, the EFI aimed at giving a theoret-
ical framework to these questions and to provide concrete answers with coupling methods, hypocoercivity techniques,
the use of functional inequalities and their fine properties such as, for example, constructive estimates of the stability of
optimal functions. A certain number of breakthroughs were obtained, at least on a theoretical level, which have already
been publishedand will potentially impact modeling in the disciplines from which the models originate.

Entropies and functional inequalities for particle systems, diffusion equations and kinetic models. The notion of entropy
is present in a very large number of areas of mathematics. In the EFI project, it is used as a tool to measure the rates of
dissipation and the convergence towards a state of equilibrium. We are therefore led to use notions of generalized en-
tropy, adapted to the equations and relevant from the point of view of the underlying functional inequalities, the detailed
study of which (case of optimality, stability results) constitutes a significant part of the work. This does not prevent the
use of less quantitative methods to obtain general results, such as coupling methods. Knowing how to pass from discrete
models to continuous models requires adapting the tools and demonstrating specific properties, such as the propaga-
tion of chaos. One of the difficulties with nonlinear problems is that there is no general method and that every progress
relies on the development of specific techniques. The progress of knowledge can therefore seem incremental, including
in a project like EFI, because in this area there is generally not a great conjecture to solve. EFI has enabled multiple
collaborations and generated a large number of articles which, taken together, have enabled very significant progress on
a certain number of points. With all the arbitrariness of such a selection, here are a few:

> estimates of constructive stability in functional inequalities: the first results date back to 1991 and have given rise
to a great deal of research since then, almost all based on compactness methods which did not allow the evaluation of
constants. With entropies, the method of the carré du champ and non-linear flows, the first constructive estimates have
finally been obtained.

> hypocoercive methods for local equilibria with thick tails or weak confinement: a fairly complete classification has
been obtained and great progress has been made, in particular in regimes leading to fractional diffusion limits.

> special modes and hypocoercivity for kinetic equations whose collision terms admit several invariants. Boltzmann
noticed the non-uniqueness of asymptotic solutions in certain symmetries of the confining potentials. These excep-
tional modes deteriorate the large-time convergence rates even in the absence of such symmetries, which was analyzed
for the first time in the context of hypocoercivity.

The EFI project has made it possible to develop synergies with other fields of mathematics such as mathematical physics
and to involve young European researchers in the scientific program offered at the project. The number and variety of
publications is remarkable, especially in the research conditions due to the pandemic. Emphasis was placed on obtain-
ing the most quantitative results possible in order to envisage numerical applications capable of facilitating interaction
with researchers from other disciplines.

EFI is a fundamental research project led by a group of researchers from a large number of French research centers, at
the interface between partial differential equation theory and probability theory, which was implemented from Jan-
uary 2018 to December 2022. It gave priority to the training and integration of young researchers, thanks to post-
doctorates positions and the regular organization of workshops, which gave a very large place to young researchers
and contributed to strengthening collaborations. EFI (Entropy, flows, inequalities, ANR-17-CE40-0030) received an ANR
grant of € 250,930.92.
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C MEMOIRE SCIENTIFIQUE

Mémoire scientifique confidentiel : non

C.1 RESUME DU MEMOIRE

A l'interface entre théorie des équations aux dérivées partielles et probabilités, le projet EFI a eu pour ambition de
développer les méthodes d’entropie et différentes notions qui leur sont associées, et de les appliquer a divers modéles a
I'interface de plusieurs disciplines, telles que la physique (plasmas, Schrodinger, etc.) ou la biologie mathématique (no-
tamment le systeme de Patlak-Keller-Segel) ; un effort particulier a porté sur leurs interprétations/approximations en
termes de systemes de particules. De telles techniques sont bien établies dans des situations classiques, et nous avons
cherché a les étendre a des modeéles non-linéaires et/ou dégénérés, ou décrits par des systemes. Nous nous sommes no-
tamment intéressés au comportement en temps long de ces systémes et avons développé les outils adéquats, par exem-
ple en termes d’'inégalités fonctionnelles. Le projet a donné une place particuliere aux jeunes chercheurs. Il a également
mis I'accent sur I'obtention de résultats les plus quantitatifs possibles afin d’envisager des applications numériques a
méme de faciliter 'interaction avec des chercheurs d’autres disciplines.
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C.2

C.3

ENJEUX ET PROBLEMATIQUE, ETAT DE L'ART

En théorie des équations aux dérivées partielles, les méthodes d’entropie appliquées a des problemes d’évolution non-
linéaires ont permis des avancées importantes dans 1'étude qualitative des propriétés de leurs solutions. Ces méthodes
d’entropie se combinent bien avec des problemes multi-échelles et des approximations particulaires. Du point de vue
des probabilités, les méthodes entropiques sont particulierement efficaces pour 1'étude de diffusions, pour 'analyse
de la concentration de la mesure ou de la propagation du chaos. Au moment du dépét du projet, les thématiques a
approfondir étaient:

- la quantification optimale de la propagation du chaos et son uniformité en temps (dans les cas ot les systémes se
stabilisent en temps grand),

—l'utilisation de la propagation du chaos appliquée aux systemes de particules,

—Tl'étude de I'’équation de McKean-Vlasov dans le cas des potentiels singuliers.

De nombreuses équations d’évolution peuvent étre interprétées comme des flots gradients de fonctionnelles d’entropie
par rapport a des notions de distance appropriées, définissant ainsi un cadre géométrique abstrait, qui permet de
construire des solutions conservant la masse et de traiter leurs approximations particulaires. Dans le monde discret,
I'entropie sert aussi a construire des schémas numériques ou a étudier des chaines de Markov. Le projet EFI a ciblé
en particulier I'étude de telles équations d’évolution, du comportement en temps long des solutions et les méthodes
d’hypocoercivité correspondantes.

Les inégalités fonctionnelles sont un outil essentiel pour I'utilisation des méthodes d’entropie et des équations d’évolution
associées, qui permet en outre d’interagir avec d’autres domaines scientifiques tant en mathématiques que pour les ap-
plications en physique et divers autres domaines d’application. La question du controle du déficit, a savoir du contréle
de la distance a I’ensemble des fonctions optimales par la différence des deux termes de I'inégalité, a été mise en avant
dans EFIL.

La mise en ceuvre de méthodes numériques n'était pas au coeur du projet EFI mais constituait sa principale perspective
d’interaction interdisciplinaire et c’est pour cette raison que le projet a été déposé au titre de 'axe 1 du défi 7.

Létat de I'art au moment du dépot du projet peut étre résumé comme suit:

> Systemes de particules. Au moment du dépo6t du projet EFI, 'équation de Keller-Segel 2D avait commencé a étre
étudiée dans [45] par une approche probabiliste tandis que la propagation du chaos, uniforme en temps, en distance
de Wasserstein avait été démontrée dans [78] pour I’équation de Landau-Maxwell par des méthodes de couplage et des
inégalités fonctionnelles.

> Temps long et hypocoercivité. En distance de Wasserstein, la convergence exponentielle vers I'équilibre de la solution
del’équation non-linéaire des milieux granulaires était connue par [41, 42, 15] pour des potentiels convexes. Lapproche
hypocoercive développée dans [65] permettait de traiter des équations cinétiques dont le terme de collision n’est pas
régularisant et ouvrait vers I’étude de potentiels non-confinants, qui n’était alors pas connue. Le probléeme de 'équation
de Landau-Coulomb avait été abordé dans [35, 40] et une premiére application des méthodes de couplage probabilistes
dans un cadre non-linéaire ou hypoelliptique avait été obtenue et sera publiée ultérieurement dans [69, 70].

> Inégalités fonctionnelles et applications. Dans [9], une inégalité « optimale » de Li-Yau avait été démontrée sous une
condition de courbure-dimension tandis que différentes propriété équivalentes a I'inégalité de Sobolev logarithmique
avaient été obtenues dans [43]. Dans [59], les entropies venaient d’étre utilisées comme outil pour démontrer un résultat
de symétrie et d’'unicité.

Certains participants étaient dans le périmetre de I'un des LabEx de mathématiques: Archimede, Bézout, CIMI, Milyon
ou SMP Cela a permis d’effectuer des actions communes, en particulier pour I'organisation de workshops et de mini-
cours.

APPROCHE SCIENTIFIQUE ET TECHNIQUE

Sur le plan des méthodes mathématiques, les résultats ont été obtenus par 'application de techniques dans la conti-
nuité de celles qui étaient dans le projet initial. Cela ne doit pas cacher le fait que la plupart des problemes a nécessité
I'invention de méthodes nouvelles, qui n’étaient pas disponibles il y a cing ans. Ceci est particulierement vrai pour les
problémes non-linéaires: voir a ce sujet I'introduction de [59].
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C.4 RESULTATS OBTENUS

C.5

Le tres grand nombre de travaux réalisés en lien avec EFI rend une synthese difficile. Tache par tache, il est possible de
mettre en avant quelques résultats particulierement significatifs, méme s’ils ne représentent pas la totalité des résultats
obtenus.

« Systemes de particules et équations de McKean-Vlasov

> Tache 1 : Systemes de particules et propagation du chaos. Les publications correspondant a la propagation du chaos
et aux systémes de particules sont respectivement [86, 14, 52, 51, 47, 16, 78, 68, 111, 94, 93, 81, 46, 76, 90, 82, 92, 101, 45,
104, 99, 100, 115, 113, 121, 122] et [67, 79, 80, 94, 89, 88, 95, 92, 98, 34, 115, 123].

> Tache 2 : McKean-Vlasov et interactions singuliéres. Sur les modeéles de McKean-Vlasov, voir [14, 121, 70, 70, 109, 87].
Dans le cas d’interaction singulieres et plus spécifiquement de modéles de Keller-Segel, voir [81, 38, 50].

« Temps long et hypocoercivité

> Tache 3 : Temps long. Létude du temps long a été au centre du projet EFI, qu'il s’agisse de processus de diffusion, de
méthodes particulaires ou de problémes non-linéaires & champ moyen (y compris, par exemple, des modeles de type
Keller-Segel), ou encore d’équations cinétiques et de leurs limites fluides ou diffusives. On pourra en particulier renvoyer
a: [33, 48, 35,1, 37, 89, 85, 4, 3, 38, 92, 50, 102, 108, 39, 105, 97, 96, 26, 106].

>Tache 4 : Hypocoercivité. On trouvera dans [25] un résumé d'un grand nombre de résultats d’hypocoercivité L? obtenus
dans le cadre du projet EFI, qui met en évidence le role des inégalités fonctionnelles associées aux équations diffusives
correspondant au cas homogene et au cas de la limite de diffusion (en espace). Plusieurs articles ont porté sur les limites
de diffusion fractionnaires, qui sont a ce jour 'une des meilleures justifications de I'utilisation des équations avec termes
de diffusion fractionnaire: voir par exemple [8, 7, 22]. Dans [37, 36], une vraie percée a été réalisée pour I'étude de
noyaux avec plusieurs invariants de collision, dans le cas avec potentiel de confinement présentant des invariances (par
exemple par rotation) qui engendre des intégrales du mouvement compatibles avec ces invariants de collision. L'étude
de techniques d’hypocoercivité L2(H™Y) de [30, 26] 2 la suite des travaux de [2, 32, 5] permet une étude directe de la
décroissance de moyennes en temps des solutions. On renverra a [31, 12, 1, 6, 22, 24, 23, 25,37, 11, 44, 8, 7, 64, 91, 65, 73,
39,116, 10, 72,71, 112, 114, 124] pour une liste plus exhaustive.

«» Inégalités fonctionnelles et applications

> Tache 5 : Inégalités fonctionnelles, stabilité. La plupart des travaux ont porté sur des inégalités fonctionnelles ou sont
basés sur leur utilisation et il n'y a pas beaucoup de sens a en donner la liste. L'étude de la stabilité dans les inégalités
fonctionnelles a été I'un des points forts du projet avec la publication de [103, 54, 49, 83, 74, 53, 84, 17, 55, 77, 107,
110, 27, 13, 75, 56, 18, 28, 50, 29]. La notion de stabilité recouvre plusieurs notions distinctes, qu’elle corresponde au
passage du discret au continu dans des modéles probabilistes, a la stabilité dynamique ou encore a la stabilité vue
comme mesure par le déficit associé a I'inégalité d'une distance a 'ensemble des fonctions optimales. On notera en
particulier |'utilisation de flots non-linéaires et de méthodes d’entropie dans une série d’articles, (57, 54, 53, 17, 55, 21, 27,
56, 18, 66, 28, 29, 62], consacrée a I'obtention d’estimations qualitatives (avec les exposants optimaux) et constructives
(avec une estimation des constantes).

> Tache 6 : Interfaces, interactions, modeéles.

EFI était un projet centré principalement autour d’aspects théoriques des mathématiques, mais avec des motivations
venant de divers autres domaines des sciences, comme par exemple le modele de Keller-Segel en biologie mathéma-
tique: [57, 58, 19, 117, 118, 120, 20, 60, 119], des modeles de champ moyen avec couplage par une équation de Poisson:
[1, 61], des inégalités fonctionnelles de la physique mathématique avec champ magnétique: [57, 58, 19, 117, 118, 120, 20,
60, 119], ou encore des inégalités de type Sobolev pour un opérateur de la mécanique quantique relativiste, I'opérateur
de Dirac: [63].

EXPLOITATION DES RESULTATS

Les résultats obtenus ont donné lieu a des publications de haut niveau. La liste des publications montre d’ailleurs qu'un
certain nombre de travaux référencés dans Hal sont maintenant parus dans de trés bons journaux et certains articles
sont encore en cours d’évaluation. Plusieurs théses ont été soutenues ou vont I'étre prochainement. Les post-doctorants
soutenus par EFI ou qui ont été invités a participer aux activités d’EFI ont pour un certain nombre d’entre eux obtenus
des positions permanentes ou sont en voie de les obtenir (tenure track). Il est encore trop tot pour mesure I'impact des
publications, mais le dynamisme de la communauté scientifique concernée ressort clairement de la liste de publications.
Plus généralement, ce ne sont pas les problémes ouverts qui manquent, ni les perspectives de formation pour de jeunes
chercheurs ou le potentiel d’applications a des questions de science contemporaine qui vont des algorithmes pour les
données a I’étude de I'environnement et du climat en passant par des questions de sciences fondamentale.
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C.6

C.7

DISCUSSION

Le projet EFI a été un grand succes malgré les conditions difficiles liées a la pandémie. Des résultats ont été obtenus sur
toutes les thématiques proposées, pour certains bien au-dela des attentes. Il a démontré la pertinence d'un fonction-
nement en réseau a l'interface entre la théorie des probabilités et I'analyse des équations aux dérivées partielles, avec
un accent particulier sur l'utilisation des inégalités fonctionnelles comme outil structurant, pour résoudre des prob-
lemes ouverts en mathématiques appliquées. Plusieurs grands domaines des mathématiques sont impactés, qui vont
des systemes de particules en interaction, a I’analyse des équations d’évolution et du comportement en temps long
de leurs solutions, en passant par I'étude de la dynamique du champ moyen, la stabilité des inégalités fonctionnelles
et les algorithmes numériques. Tant les modeles continus (processus de diffusion, EDP paraboliques...) que discrets
(systemes de particules sur graphes, marches aléatoires) sont concernés, avec de nouvelles perspectives a I'interface des
deux questions (discrétisations d’'EDP, processus de saut, processus de Markov déterministes par morceaux). Siles prob-
lemes concrets étudiés sont principalement de nature mathématique, les motivations proviennent d'un large éventail
de domaines scientifiques comprenant la physique, la biologie, I'informatique, la théorie de I'information et la sciences
de données. Pour les modeles mathématiques du monde réel, le développement et I’analyse d’algorithmes numériques
sera cruciale.

CONCLUSIONS

Un projet comme EFI est un outil remarquable d’insertion de jeunes chercheurs dans un domaine trés actif. Il a permis
dans une certaine mesure et malgré la pandémie d’établir ou de renforcer les interactions entre probabilités et analyse
non-linéaire, au cceur du projet, avec des domaines comme I'étude des équations cinétiques et de leurs applications, ou
encore les applications des inégalités fonctionnelles en physique mathématique.
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Communications
(conférence)

11

France

Revues a comité de
lecture

Ouvrages ou chapitres
d’ouvrage

Communications
(conférence)

Actions de
diffusion

Articles vulgarisation

Conférences
vulgarisation

Autres (prétirages)

26

E.2 LISTE DES PUBLICATIONS ET COMMUNICATIONS

Voir document Publications.pdf

E.3 LISTE DES ELEMENTS DE VALORISATION

Le principal élément de valorisation a résidé dans la formation des jeunes chercheurs, avec

deux priorités :

1) leur insertion dans leur communauté scientifique a I’échelle européenne et le

développement de leurs collaborations,

2) I'entralnement a la présentation orale de leurs résultats, en particulier a la sortie de la crise

du Covid.

Un site web a été mis en place

https://www.ceremade.dauphine.fr/dokuwiki/anr-efi:start

sous forme d'un wiki, qui recense toutes les activités collectives proposées par le projet ainsi
qu'une tres large liste de publications de ses membres.

Référence du formulaire : ANR-FORM-090601-01-01
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