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Exercice 1 (5 points) Soient A; et Ay deux variables aléatoires réelles
indépendantes, de carré intégrable telles que

E[A4]=E[4]=0 e E[A]]=E[4]]=1,
et B une variable aléatoire réelle, indépendante de A1 et Ao de loi uniforme
sur [—m,7]. On pose

X; = Aj cos(Bt) + Ay sin(Bt) vVt € Z.

Montrer que (X) est un processus stationnaire dont on calculera la fonction
d’autocovariance.

Solution : On remarque que X; est une variable aléatoire (comme somme et
composition de variables aléatoires) de carré intégrable puisque

E [|X:|*] < 2E [| A cos(Bt)|?] + 2E [| A cos(Bt)|?]
< 2E [|A1*] + 2E [|42)[?] < o0
De plus, par indépendance, pour tout t € Z,
E [X:] = E[A;1] E [cos(Bt)] + E [A2] E [sin(Bt)] = 0.
Enfin, pour toutt € Z et h € Z,
cov(Xy, Xeqn) = E[ X Xpyp]
= E [A3] E [cos(Bt) cos(B(t + h))] + E [A3] E [sin(Bt) sin(B(t + h))]
= E [cos(B(t) cos(B(t + h)) + sin(Bt) sin(B(t + h))] = E [cos(Bh)] ,
avec, puisque B suit une loi uniforme sur [—m, 7],

E [cos(Bh)] = QL /W cos(ch)di = { 1 sih=0

I 0 sinon.

Donc X est un processus stationnaire centré avec yx(h) = 0 si h # 0 et
vx(0) =1 : c’est un bruit blanc BB(0,1).



Exercice 2 (5 points) Soit (X;) un processus stationnaire vérifiant la re-

lation 5
X = §Xt,1 — Xy o+ Z4 vVt € Z,

ot Z est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o2 (avec o # 0).

1. Expliquer pourquoi un tel processus X existe et est unique.

2. Déterminer explicitement un filtre o € ¢! tel que X = F, Z.

1 2 1 1
(on pourra utiliser 'identité = = - — )
2—35z+41 3\2-2 2z-1/2

Solution :

1. On pose ®(z) = 1—5z+22. Alors I'équation ARMA s’écrit (B)X =
Z, ou B est lopérateur de retard. Comme les deux racines de ®
sont 2 et 1/2 (toutes deuz de module différent de 1), un théoréme

de cours affirme que léquation ARMA posséde une unique solution
stationnaire.

2. Pour décrire le filtre o € ' tel que X = F,Z, il faut exprimer 1/®(z)
sous la forme > .o, ax2® pour tout z € C, |z| = 1. Alors, d’aprés le
cours, X = FoZ. On note que, pour tout z € C avec |z| = 1, on a
(puisque |z/2] <1 et |1/(22)] < 1)
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2-3z41 3\z-2 =2-1/2) 3\-21-2/2 =21-1/(22)
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Exercice 3 (10 points) Soit (Z;) un processus stationnaire de moyenne
m € R. Soient également ¢ € R une constante, avec |¢| < 1. On s’intéresse
aux processus (X;) vérifiant

(x) Xy=0¢X41+2, Vtel

1. On suppose que (X;) est un processus stationnaire vérifiant (*). Déterminer
u = E[X{] en fonction de m et ¢.



2. Soit (X¢) un processus de carré intégrable et uniformément borné dans
L? (c’est-a-dire tel que sup E [(Xt)Q] < +400) vérifiant (x).
teZ

(a) Montrer que, pour tout n € N* on a

n—1

X, =¢" Xy p + Z Z_ Ve
k=0

n—1
(b) Démontrer que, pour tout ¢ € Z, la suite (Z W Zy 1 )nen+ a une
k=0

oo
limite dans L? (notée Z $*Z,_1) et que
k=0

oo
Xy=) ¢"Zp VteL
k=0

(¢) En déduire qu’il existe une unique solution de (%) uniformément
bornée dans L? et que cette solution est stationnaire.

3. Soit (X;) un processus stationnaire vérifiant (%) avec (Z;) un bruit

blanc de moyenne m et de variance o?. Pour N € N* on pose

1 N
Xt]V - N Z Xt+k.
k=1
(a) Montrer que (X}) vérifie une relation de récurrence de la forme

XN =oXN,+e¥  VteZ,

ot (eY) est un processus stationnaire de moyenne /m et de variance

a%/N.
(b) Déduire des questions précédentes que, pour tout ¢ € Z et lorsque
N — +oo0, (X}V) possede une limite dans L? que 'on déterminera.

Solution :

1. Comme (X3) est un processus stationnaire, on a E[X;] = E[X; 1] = p
pour tout t € Z. Comme (X;) vérifie (x), en prenant Uespérant dans
(*) on obtient

p= op+m,
puisque (Z;) est de moyenne m. On en déduit que p = m/(1 — ¢).



2. On suppose que (Xy) est un processus de carré intégrable et uniformément
borné dans L? vérifiant (¥).

(a) On veut montrer par récurrence que, pour tout n € N*, on a
n—1
(%) Xy =" Xpp + Z 7z, VteL.
k=0
Cette relation est vraie au rang n = 1 par (x). Supposons-la vraie
au rang n € N*. Alors, pour tout t € Z, on a par hypothése de
récurrence puis par (x) appliqué au tempst —n :

n—1
Xy =" Xpn + Z Qkat—k:
k=0
n—1
=¢"(c+ dXip—1+ Zt—n) + Z o*Z; 4,
k=0

n
="' Xy w1+ Y 8 2,
k=0

ce qui montre le résultat au rang n + 1. Par récurrence on en
déduit le résultat pour tout n € N*.

(b) Posons M = supE [(Xt)2]. Fizons t € Z. On note que, comme
teZ

|p| < 1 et comme (Z;) est stationnaire,

n—1 n—1 n—1
k k k
S (62, = Y16 12kl 2 = 120l 2 D 161* < 11 Zoll 2 /(118
k=0 k=0 k=0
n—1
Donc la série (Z qﬁth,k)neN*, qui est normalement convergente
k=0

dans L?, a une limite dans L?>. De plus
10" Xt —nll g2 = 0" [ Xt—nll 2 < M|p[" =0

lorsque n — 400 puisque |¢| < 1. Donc (¢"X;_,,) tend dans L?
vers 0. Enfin, toujours parce que |¢| < 1, la suite réelle (c%)
tend vers ¢/(1 — ¢). On en déduit en passant a la limite dans L*

dans (xx) que

oo
Xy=) ¢"Zp Vtel
k=0

4



(¢) La question précédente affirme que, s’il existe une solution de (x)
bornée dans L?, alors
X =FoZy,

oty o € L(Z) est défini par oy, = ¢F sik € Netap =0 si k <
0. Comme (Z;) est un processus stationnaire, on sait d’apres le
cours que X = FyoZ est un processus stationnaire. Inversement,
st on pose X = FoZ, avec o comme ci-dessus, alors on sait que
X est un processus stationnaire (donc borné dans L?). De plus,
pour tout t € Z,

o0 o0 oo

X0 =Y "2 =240 " Ziw=2+¢ > " Zii = Zité X
k=0 k=1 k'=0

Donc X est une solution de (x).

3. (a) D’aprés (x), on a

N N
1 1 _
=N > X = N D (@Xih1+ Zign1) = OX €
k=1 k=1
ot
L X
=N Z Zivk
k=1
Notons que, comme (e} = FgZ;) (o3 =1/N sik € {-N,...,—1}
et B = 0 sinon) avec (Z;) stationnaire, un résultat de cours af-

firme que (V) est stationnaire. De plus, comme (Z;) est un bruit

blanc, on a, pour tout t € Z,

| N
(e _NZ (Zi1k] =
k=1
et

k=1

(b) Notons que XN = FsX; ou 3 est défini ci-dessus. On en déduit
que (X}N) est un processus stationnaire et est donc de carré intégrable



et borné dans L?. On déduit de la question 2 que (X;) est donné

par :
oo

XN =3¢k,  vtel
k=0
Donc, pour tout t € Z,

Var(x¥) =B (8 = 1702 | = 3 o (el - m(el, —m)]
k.j=0

< 3 [6FIE [(eY ) — m?] B [(, —m)?)
k,j=0
00 2

0'2 g
N N

k=0

Cela montre que (X}N) tend dans L? vers sa moyenne m/(1— ).



