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Questions de cours.

(a) Soient f : R → R et g : R → R deux fonctions convexes. On suppose que g est
croissante. Montrer que g ◦ f est convexe.

(b) Soit I un intervalle ouvert de R, f : I → R une application, x0 un point de I et
n ∈ N\{0}. Enoncer la formule de Taylor-Young pour f à l’ordre n en x0 et les
conditions de dérivabilité sur f sous lesquelles cette formule est valide.

(c) Pour f(x) =
1

1 + x
, déduire de la question précédente le développement limité de la

fonction f à l’ordre n ∈ N\{0} en x0 = 0.

(d) Soit I un intervalle ouvert de R contenant 0, f : I → R une application et n ∈
N\{0}. On suppose que f possède un développement limité d’ordre n en 0 de

partie régulière P (x) =
n∑

k=0

akx
k. Montrer que, pour tout m ∈ N, avec m < n,

f possède également un développement limité d’ordre m en 0 dont on précisera la
partie régulière.

Exercice 1

(a) Déterminer la limite lorsque x→ 0 de la fonction :

f(x) :=
sin(x)− x

x3

(b) Rappeler (sans démonstration) les développements limités des fonctions x→
√

1 + x
et x → cos(x) à l’ordre 2 en 0 et en déduire le développement limité à l’ordre 2 de

la fonction g(x) :=

√
1 + x

cos(x)
en 0.

(c) Montrer que la fonction f(x) := (x+ 1) exp

(
1

x

)
admet une asymptote en +∞ et

déterminer la position de f par rapport à cette asymptote.

(d) Donner un équivalent simple de un :=
ln(n2 + 2)− ln(n2 + 1)

ln(n + 2)− ln(n + 1)
lorsque n→ +∞.
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Exercice 2

(a) Soit I un intervalle ouvert de R contenant 0, f : I → R une application et n ∈
N\{0}. On suppose que f possède un développement limité d’ordre n en 0 de

partie régulière le polynôme P (x) :=
n∑

k=0

akx
k. Montrer que la fonction g(x) :=

f(x)− f(0)

x
possède un développement limité en 0 d’ordre n− 1 de partie régulière

Q(x) :=
n−1∑
k=0

ak+1x
k.

(b) En appliquant le résultat de la question précédente, donner le développement limité

à l’ordre 2 en 0 de la fonction h(x) :=

(
ex − 1

x

)1/3

.

Barème indicatif : Questions de cours : 6 points, Exercice 1 : 10 points (questions
(a) et (b), 2 points chacune, questions (c) et (d) 3 points chacune), Exercice 2 : 4 points.


