L2 - cursus prépa. Fiche de cours SERIES DE FOURIER (20-27 mars & 3 avril)

On appelle période d’une fonction f : R — C tout nombre réel T tel que
VieR, f(t+T)=f(t).

On dit que f est périodique si elle admet une période non nulle, et plus précisément qu’elle est 7'-
périodique si T est une période strictement positive.
L’ensemble Zp = {f :R—C; Vte R, f(t+T) = f(t)} des fonctions T-périodiques est un espace
vectoriel, de méme que, quel que soit a € R, ’ensemble % ([a,a + T[) des fonctions g : [a,a + T[— C,
et Iapplication

Fr — F(a,a+T))

I = faas]

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Une fonction T-périodique est dite de classe €% par morceauzr (k € N) si sa restriction au segment
[0, 7] est de classe €% par morceaux, c’est-a-dire s'il existe une subdivision (ao, ..., a,) de [0, 7] telle
que, pour tout j € {0,...,n — 1}, la restriction de flaj,a;4, @dmette un prolongement de classe c*.
(La fonction tan n’est pas continue par morceaux.) Si g est de classe €* par morceaux (k € N) sur un
segment [a,a + T7, il existe une unique fonction f qui soit T-périodique, de classe € k par morceaux
et coincidant avec g sur [a,a + T[. (En général, f est <seulements de classe €* par morceaux méme
si g est de classe €*.)

e Toute fonction périodique continue par morceaux est bornée.

e Toute fonction périodique continue est uniformément continue.

e Soit f: R — C, T-périodique et continue par morceaux. Alors pour tout réel a on a

/aM F(Hydt = /OT F)dt .

Etant données deux fonctions f et g: R — C T-périodiques et continue par morceaux, on note

SR
()= [ FOa®ae. 7= VTR,

et 'on a :
If+glle < || fll2 + llgll2(inégalité triangulaire), |(f, g)| < || fll2 l|gll2(inégalité de Cauchy-Schwarz).

Si I'on note E,, : t + ™ pour n € Z, C,, : t — cos(nt) pour n € N et S,, : t — sin(nt) pour n € N*,
la famille de fonctions {E,; n € Z} est orthonormée dans I'espace €4, des fonctions continues 27-
périodiques muni de (-,-) pour T' = 27, et la famille {C,,; n € N} U {S,,; n € N*} est orthogonale
dans ce méme espace, avec

V2

. V2
1Coll2 =1, ||Cnll2 = 5 VneN, [1Snll2 = 5 VneN.

On appelle polynome trigonométrique toute combinaison linéaire (finie) d’éléments de la famille
{Epn; n € Z}. Pour tout polynome trigonométrique P, il existe p € N tel que

p
P= Y cyEy, cn:=(Ey|P),

n=—p

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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ou de facon équivalente,

p
pP= % + 3 (@nC +b0Sn) s an = o+ e = 2(CalP), by = i(cn — c—n) = 2(Su| P) .
n=1
On a de plus

|a0| 1 L
I1P||5 = Z len]® = + 3 Z (lanl® + [ba]?)

n=-p

On appelle série trigonométrique toute série de fonctions de la forme (¢, By +c—nFE_p), avec ¢, € C
pour tout n € Z, que I'on note généralement comme une série bilatere ), ., cnEy,. (Lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité on omet d’écrire n € Z.)

Une série trigonométrique > ¢, E,, est normalement convergente si et seulement si la série numérique
> (len| + |e—n|) converge, ou de facon équivalente, la série numérique ), -, (|a,| + |bn|) définie par
ap = Cp + C_p, by :=1i(cy, — c_y), converge. a

Si f:R — C est 2r-périodique et continue par morceaux, on définit ses coefficients de Fourier par

)= (Balf) = o [ s ™at, wez,

an(f) :=2(Cnlf) = % N f( H)cos(nt)dt, n €N,
bu(f) =2 (Sl f) = % " () sin(nt)dt, neN,

—Tr

de sorte que, pour tout n € N,

an(f) = cn(f) + c=n(f), bu(f) = ilen(f) — c=n(f)),

Cn(f) = 2 ) C—ﬂ(f) = 9

Si f est a valeurs réelles, ses coefficients trigonométriques ay,,(f) et b,(f) sont tous réels.
Si f est paire, ses coefficients b, (f) sont tous nuls.

Si f est impaire, ses coefficients a,,(f) sont tous nuls.

Si [t (1), enlf) = conlf).

Si fit = f(=t), en(f) = con(f): ,
Sifo:t— f(t+a) (avec a € R), cu(fa) = €™ en(f).

i 1/2
Ona:lealNl < IfI < 1712 < Ifllser 0 Ifl = 2 J57 LF@IdE 1712 = (3 7 IF@PRar)
oo = max{If ()] ; ¢ € [0, 2n]}.

Si f: R — C est 2m-périodique et continue par morceaux, on définit sa série de Fourier comme la
série trigonométrique 3 ¢, (f)En, qu’on écrit souvent !

AN N

Z cn(f)e™,  ou encore

-l- Z an(f) cos(nt) + by(f) sin(nt)) .

n>1

1. avec le méme abus de notation que pour les séries entieres, sans fleche bien que ce soit une série de fonctions et
non une série numérique.

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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En notant S,(f) les sommes partielles de sa série de Fourier, ¢’est-a-dire

St D ealNe™ = U S () cos(rnt) + b, (1) sin(n)).

n=-—p n=1
on a, pour tout p € N, (f —S,(f)|Em) = 0 quel que soit m € Z tel que |m| < p. En particulier,
(f = Sp(f)ISp(f)) =0, ce qui implique I'inégalité de Bessel :

1Se(All2 < N1 £ll2-
De plus, les séries numériques > |c,(f)|? (bilatere) et S (|an(f)]? + [bn(f)|?) convergent et I'on a

= lao(F))? | 1<
> len(DP = =+ 5 D (lan(HP +10a(HP) < II£13-
n=1

n=—oo

Par suite, lim ¢,(f)=0, lim a,(f)=0, lim b,(f)=0.
—+00

|n\ n—-+00 n—-+o0o

Lemme de Riemann-Lebesgue. Si f est une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]
alors on a

b .
lim /‘ﬂﬂdmdtzo.

n—-+0o0o

Si f:R — C est 2r-périodique et de classe €% (pour k € N) alors ses coefficients de Fourier vérifient
cn(f®)) = (in)* ¢, (f), et par conséquent

en(f) = o(|nl|k) ,|n] = +oo.

Si une série trigonométrique Y v, E, converge uniformément sur R alors sa somme f est continue,
2m-périodique, et ses coefficients de Fourier sont précisément ¢, (f) = vy.

Théoréme de Dirichlet. Si f: R — C est 2m-périodique, continue par morceaux, et telle que

f-flte) . fO-fE)
t —to t—t

t—

ont une limite respectivement quand ¢ £y et quand t N\, to, ou f(¢,) désigne la limite & gauche de
fentget f (tg ) sa limite & droite, alors la série de Fourier de f converge en tg et

~ it FQ) + FT)
Z en(f)e™ —%

n=—oo

Théoréme de convergence normale. Si f : R — C est 2n-périodique, de classe €' par morceaux
et continue alors la série de Fourier de f est normalement convergente et sa somme est f.

Théoréme de Parseval. Si f : R — C est 2r-périodique et continue par morceaux alors la suite des
sommes partielles (S,(f))pen de la série de Fourier de f est telle que

lim_[S,(F) = fll: =0,

et
. 2 _ = 2 _ |a0(f)|2 l—i-oo 2 2y _ 2
i [S,(D1B = Y lea(HP = S5 4 5 Y (an(HP + ba(5)P) = 1713
n=—oo n=1

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Théoréme d’approximation en moyenne quadratique. Si f : R — C est 2w-périodique et
continue par morceaux, quel que soit € > 0, il existe un polynome trigonométrique P tel que

|f—=Pl2<e.

Théoréeme de Weierstrass trigonométrique. Si f : R — C est 27-périodique et continue, quel
que soit € > 0, il existe un polynome trigonométrique P tel que

”f_PHoo§5

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.



