CHAPITRE 3
SERIES DE .# OURIER

3.1 Séries trigonométriques

Définition 3.1.1 Onappelle série trigonométrique réelle, toute série de fonctions dela forme:

ag = :
7+ Z a, cos(nwx) + b, sin(nwx) 1)

n=1
avecx € R, w >0, a,,b, € R, pour tout n dans IN.

Le probleme est de déterminer I’ensemble A tel que la série (1) soit convergente pour tout
x €A

Remarque 3.1.1
Supposons que la série (1) converge et posons

[o¢]

a .
0 4 Z a, cos(nwx) + b, sin(nwx).

f(x)=3

n=1
Sachant que pour tousn € N etk € Z:

cos (nw(x + 2kn/w)) = cos(nwx + 2nkm) = cos(nwx)
sin (nw(x + 2kmt/w)) = sin(nwx + 2nkm) = sin(nwx).

2k
Alors la série (1) converge en tout point de la forme x + 771, keZz.

2k
Si la série (1) converge dans R, on aura f(x) = f (x + Tn) et par suite la fonction f est

périodique de période T = 27/ w.
En conclusion, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) La série trigonométrique (1) converge dans IR.

ii) La série trigonométrique (1) converge dans [0, 27t/w] .
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SERIES DE .# OURIER

iii La série trigonométrique (1) converge dans [a, a + 211/w], Ya € R

Proposition 3.1.1

Si les séries numériques (Z an) et (Z bn) sont absolument convergentes
alors la série trigonométrique (1) est normalement convergente sur IR; donc
absolument et uniformément sur IR.

Preuve:
C’est évident puisque |a, cos(nwx) + b, sin(nwx)| < |a,| + |b,|.

Proposition 3.1.2
Si les suites numériques (a,) et (b,) sont décroissantes et tendent vers 0, alors

e . 2kmt
la série trigonométrique (1) est convergente pour x # —-ou keZ.

Preuve :
C’est une application direct du théoreme d’Abel. Pour cela il suffit tout simplement de
montrer que les sommes suivantes sont majorées indépendamment de m et n.

Szfsinpx Czﬁcospx.
p=m p=m

Commengons par calculer les sommes suivantes ; On a pour t # 2kmouk € Z :

p=n

C,+iS, = Z cospt+1 ) sinpt= Z(cos pt + isinpt)
0 p=0 p=0
1 1 — ei(n+D)t

1—et

., (n+1) .. (n+1) (n+1)
(1 —cos(n + 1)t) —isin(n + 1)t _ 2sin 2 t—2isin 2 tcos 2 t

(1 —cost)—isint 2sin*(t/2) — 2i sin(t/2) cos(t/2)

int

fre? .. 4 e =

.. (n+1) n+Dt .. (nm+
2i sin > t|cos 5 + 1sin >

t t
—2isin(t/2) (cos > +isin E)
in(n+1)t (n+1)t+i in(n+1)t
s > cos — sin ———
sin(t/2) t t

COoS — +isin —
2 2

. (n+1)
= o 2 (COS nt + isin nt)
~ sin(t/2) 2 2
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3.1 Séries trigonométriques

D’ou l'on tire :

(n+ 1)t nt
sin cos —
C 2 2
" sin(t/2)
(nm+1)t . nt
sin sin —
S = 2 2
" sin(t/2)
Maintenant on peut majorer, on a :
p=n
SI=" [ sinpwx| = ISy = Suatl < 1S,] +1Su-1l
p=m
. M+ Dwx | nwx . mowx . (m—-1)wx
sin sin sin sin
< 2 2 |, 2 2
- sin(wx/2) sin(wx/2)
1 1 2

+ = :
Isin(wx/2)|  |sin(wx/2)] |sin(wx/2)]
2
On a de méme |C| < @2 Les deux sommes étant majorées indépendamment de m et

. . . 2kt
n; la série Z(an cos nwx + b, sin nwx) est donc convergente pour x # —, k € Z.
@

n=1

3.1.1 Représentation complexe d'une série trigonométrique

D’apreés les relations d’Euler :

einwx + e—inwx einwx _ e—inwx
cos(nwx) = et sin(nwx) = -
2 21
la série (1) devient :
& znwx —mcux inwx —inwx b ib .
_0 Z +b € - € :_0+Z emwx - n+ e—inwxan+lbn
2 ! 2i 2 2
n=1 n=
En posant :
a, —ib, _ a,+ib, ag . )
Cy = 5 Cp=Cp = et ¢y = —, la série devient :
2 2 2
o0 (o] (o]
CO + Z(Cn emwx +C—n e—ma)X) — CO + Z Cn emwx + Z C—n e—mwx
n=1 n=1 n=1
C() + Z C mcux + Z C mcux —_ Z C mcux
- 7’1 7’1 - 7’1

n=-00 nez

Cette derniere expression est appelée forme complexe d"une série trigonométrique.
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SERIES DE .# OURIER

3.1.2 Calcul des ceefficients de la série trigonométrique. Cas réel
Mettons nous dans les conditions de convergence uniforme de la série trigonométrique
(1) et posons f(x) = % + Z(ak cos(kwx) + by sin(kwx)). Alors
k=1

f(x) cos(nwx) = 0_20 cos(nwx) + Z [ax cos(kwx) cos(nwx) + by sin(kwx) cos(nwx)]
k=1

f(x) sin(nwx) = 0_20 sin(nwx) + Z [ax cos(kwx) sin(nwx) + by sin(kwx) sin(nwx)]
k=1

La ccgn/vergence uniforme nous perrzn/et d’avoir : -
° f(x) cos(nwx)dx = o cos(nwx)dx + Z a f cos(kwx) cos(nwx)dx

0 2 Jo pcy 0

00 271/ w
+ Z by f sin(kwx) cos(nwx)dx.
271/ w E]lcl 27'(/(()1) 00 271/ @

° f(x)sin(nwx)dx = 2 sin(nwx)dx + Z a f cos(kwx) sin(nwx)dx

0 2 Jo ey 0

00 27/ w
+ Zbk f sin(kwx) sin(nwx)dx.
k=1 0

Or on a : (A faire a titre d’exercices.)

271/ w .
cos(kwx) cos(nwx)dx {n(/)a) Z 2 i Z

21/ w ]
sin(kwx) sin(nwx)dx = {n?a) Z iiz

0

0

271/ w
f cos(nwx) sin(kwx)dx = 0.
0

On déduit alors les ccefficients par les expressions suivantes :

w 27/ w

a, = — f(x) cos(nwx)dx
T Jo
W 271/ w

b, =— f(x) sin(nwx)dx.
T Jo

Ces expressions sont valables méme pour n = 0.

Lemme 3.1.1

Soit f une fonction périodique de période T > 0 etintégrable dans1’intervalle
a+T

T
[0, T]. Alors pour tout a € IR, on a f f(Hdt = f(t)dt.
0

a
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3.2 Séries de .% ourier

Preuve.
La relation de Chasles nous permet d’écrire :

a+T 0 T T
) f(hdt = f F(Bdt + fo F(Bdt + i

changement de variables y =t — T.
a+T

Ceci nous donne f(tdt = foa fly+T)dy = foa fy)dy.

T

Donc f " F(bdt = f 0 F(hdt + fo ' F(hdt + fo ' F(bdt = fo ' F(tydt.

Movyennant ce lemme, les ccefficients peuvent s’écrire :
y ’ p

a+T
f(t)dt. Dans l'intégrale f f(t)dt on fait le
T

271/ w a+271/w
a, = % f(x) cos(nwx)dx = % f f(x) cos(nwx)dx Va € R.
0 a
W 271/ w W a+21/w
b, = p f(x) sin(nwx)dx = p f f(x)sin(nwx)dx; VaeR.
0 a

En particulier si w = 1, cas des fonctions 2n-périodique;

27T T
a, = % fo f(x) cos(nx)dx = % I ) f(x) cos(nx)dx.

271 4
b, = % fo f(x) sin(nx)dx = % I ) f(x) sin(nx)dx.

3.1.3 Calcul des ceefficients de la série trigonométrique. Cas complexe

[o¢]

Ona f(x) = Z cx elfex,

k=—00

‘ 00 271/ w ‘
fx) e v dx = Z Cx f eloxk=n) gy
0

k=—o0

27/ @

0

Or,

271/ w .
n/a i) g { 0 si k#n
0 2n/w si k=n.

Les ceefficients sont alors donnés par la relation :
W 271/ w

a+27/w
. w .
» — e—mwx d — e—ma)x’. E Z.
c o i f(x) X o= fa f(x) n

3.2 Séries de ¥ ourier
Dans cette partie, on ne va considérer que les fonctions de période 27t. A chaque fois on
précisera les formules pour une période quelconque.
Soit f : R = R une application périodique de période T = 2. On suppose que f |f(t)\dt
I

converge sur un intervalle I = [, a + 27t] de longueur 21, Ya € R.
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SERIES DE .# OURIER

Définition 3.2.1
On appelle série de .# ourier associée a f, la série trigonométrique

[o¢]

EO Z n €0s(nx) + b, sin(nx)]
o1

27T 271
avec a, = 1 f f(x) cos(nx)dx et b, = 1 f f(x) sin(nx)dx
T Jo T Jo

Deux questions se posent :
1. La série de .# ourier associée a f est-elle convergente ?
2. En cas de convergence, peut-on dire que la série converge vers f ?

Rappelons la notion de discontinuité de premiere espece.

Définition 3.2.2

Une fonction f admet une discontinuité de premiere espeéce en un point x si les limites
a droite et a gauche de x existent. (Celles-ci ne sont pas forcément égales sauf en cas de

continuité.)
Théoreme 3.2.1 ( Dirichlet)
conditions suivantes (appelées conditions de Dirichlet) :

nombre fini dans tout intervalle fini.

[o¢]

EO Z a, cos(nx) + b, sin(nx)]
=1

f(x+0)+ f(x-0)
2

continue.

D2) f admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.

Alors la série de .# ourier associée a f est convergente eton a:

f(x) si f est continue en x

si f est discontinue en x

Soit f : R = R une fonction périodique de période T = 27 satisfaisant aux

D1) Les discontinuités de f (si elles existent) sont de premiére espece et sont en

De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ot la fonction f est

Les notations f(x + 0) et f(x — 0) représentent respectivement les limites a droite et a

gauche de f au point x.

Remarque 3.2.1
Il y a un autre théoreme équivalent au théoréme (3.2.1) dti a Jordan.

Théoréeme 3.2.2 (Jordan)

H Soit f : R = R une fonction périodique de période T = 27 satisfaisant aux
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3.2 Séries de .# ourier

conditions suivantes :
J1) Il existe M > 0 tel que |f(x)| < M (i.e f est bornée)

J2) On peut partager lintervalle [a,a+2m] en sous-intervalles [a, asl,
[z, a3. .., [au-1, 4], avec a1 = a et a, = a + 21 tels que la restriction

soit monotone et continue.
|]0¢j ajl

Alors la série de . ourier associée a f est convergente eton a:

[o¢]

EO Z [a,, cos(nx) + b, sin(nx)]
=1

f(x) si f est continue en x

f(x+0)+ f(x-0)
2
De plus, la convergence est uniforme sur tout intervalle ol1 f est continue.

si f est discontinue en x

Remarque 3.2.2
Nous allons étudier quelques cas particuliers. Rappelons d’abord quelques propriétés.
f : [k, k] = R une fonction intégrable sur [k, k].

k

Si f est paire alors f fx)dx =2 f f(x)dx.
& 0

Si f est impaire f fx)dx =

Si f est développable en série de .#ourier :

a) Si f est paire :

f f(x) cos(nx)dx = — f f(x) cos(nx)dx

car la fonc:t1on x > f(x)cos(nx) est paire.

b, = 0 car la fonction x — f(x) sin(nx) est impaire

b) Si f est impaire :

a, = 0 car la fonction x +— f(x) cos(nx) est impaire.

b, = i f f(x) sin(nx)dx = 2 f f(x) sin(nx)dx

car la fonction x — f(x) sin(nx) est paire.

Résumé 1

f fonction paire :
= 2 f f(x) cos(nx)dx.
T Jo

b, =0, VnelN.

f fonction impaire :
a,=0, VnelN.

= % fo ' f(x) sin(nx)dx.

M" o/ MROUN .V OUR-&EDDINE



SERIES DE .# OURIER

Exemple 3.2.1
Soit f :] = m, ] = R une fonction périodique, T = 27t définie par f(x) = x.
1. Les discontinuités de f sont les points de la forme x, = (2k + 1)1, k € Z et sont de
premiere espece car f(m+0) =met f(m-0)=—-n

2. f est partout dérivable sauf aux points x. En ces points nous avons :
T L N 16 o () N

X7 X — x—mt X —

f vérifie les cond1t1ons de Dirichlet, donc développable en série de .# ourier.

1 (" 2 (" —1)*t

f estimpaire doncay =a, =0etb, = - f x sin(nx)dx = — f x sin(nx)dx = 2( n) et par
-7 0

suite

f(x) = 22 (_1n)n+1 sin(nx)
n=1

Exemple 3.2.2
Soit f : [-m, ] = R une fonction de période T = 2m, définie par f(x) = |x].

1. Onalf(x)|<m
2. f“_ est décroissante continue et fl[o ) est croissante continue.

f satisfait les conditions du théoréme de Jordan donc développable en série de .# ourier. De
plus f est pa1re ce qui nous donne b, = 0.

ff(x)dx——fxdxzn

2 (T 0 si n  pair
a, = — f 7t|x| cos(nx)dx = — f x cos(nx)dx = 4 . . .
T J_, T Jo

—-——— SIL n impair

nin?
— cos(2n + 1)x
La série de .# ourier converge alors vers f etona f(x) = >~ Z ﬁ
Puisque f est continue, la convergence est uniforme.
Remarquons enfin que 1'égalité f(0) = 0 se traduit par E = Z m et par conséquent

7 1
8 Z:f n + 1)

Une des particularités des séries de .#ourier est le calcul des sommes de certaines séries
numériques.

3.2.1 Développement en série de .7 ourier de fonctions non périodiques

Il est clair que le développement en série de .# ourier se pratique sur les fonctions pério-
diques. Cependant, il est possible, dans certains cas, de faire de tels développements pour
des fonctions quelconques.

Soit f : [a,b] = R une fonction non périodique définie sur l'intervalle [a, b]. Soit ¢ : R — R
une fonction périodique de période T > b — a telle que la restriction g|[a o f. Si g satisfait
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3.2 Séries de .% ourier

les conditions de Dirichlet, on aura :

g(x) = % + Z [a,, cos(nwx) + b, sin(nwx)]
n=1
avec a, et b, les ccefficients de .% ourier associés a g. La somme de cette série coincide partout
avec f dans l'intervalle [a, b] sauf peut-étre aux points de discontinuités de f.

Remarque 3.2.3

Soit f :]0, £[— R une fonction quelconque, et £ > 0. On suppose que f peut-étre prolongée sur
1 = ¢,0[ et que les conditions de Dirichlet ou de Jordan soient satisfaites. Dans ce cas, on a le
choix sur ce prolongement. On peut choisir soit un prolongement pair soit un prolongement
impair pour éviter les longs calculs des ccefficients.

Exercice 1
Donner une série de Fourier de période 2r qui coincide sur ]0, [ avec la fonction f(x) = e*.

Réponse :

Ici on ne précise que l'intervalle ou la série de .Fourier coincide avec f, c’est a dire ]0, r[.
Comme la période de la série de Fourier est 2m, il y’a alors une infinité de réponses;
examinons trois cas différents.

Notons f;, i = 1,2,3, le prolongement de f a R tout entier. f; sera une fonction de période
21 qui vaut exactement €* pour tout x dans ]0, rt[.

e* si x€]0,m

e™ si x€]-m0[°

On vérifie aisément que f; est une fonction paire. Posons f(0) = 1 et fy(1) = €*, on a
alors un prolongement continue sur R. Le graphe de f; et celui de la série de .Fourier
seront identiques.

a) Choisissons un prolongement pair et posons : fi(x) = {

Le Ca%%ul d% coefficierktslc;r(l)nne 1
e’ — —1)te™ —
ay= —, ﬂnZZW et bn=0.
On a alors :
_er-1 (-Dre™ -1 _[er si x€e]0,m]
5i1(x) = 241 cos(nx) = {e"‘ si x€[-m,0]

Tt

F1c. 3.1 — graphe de la fonction f(x)

Tt
FiG. 3.2 - graphe de la fonction S;(x) identique a celui de f;
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SERIES DE .# OURIER

e* si x€]0,m
—e™ si x€]-m0[
remarque que f» est une fonction impaire mais n’est pas continue sur R . Elle est
discontinue en tout point de la forme k7, k € Z.

Le calcul des ccefficients donne :

3 _2n(1-(-1)"€")
a,=0¥neN, b, = A+ 1)

b) Choisissons un prolongement impair et posons : f>(x) = { . On

On a alors: _
00 e* si x€]0,n

Sy(x) = Z 2n{ - (=1)"e") sin(nx) = {e‘x si xe€]-m,0[

2
n=1 (1 +n?) 0 si x=0oux=4=m

e™ .. ...

u(L)
A

—elt

F1G. 3.4 — graphe de la série Sy(x)

c¢) Choisissons un prolongement ni pair ni impair et posons : f(x) = e six €] -, m[. On
remarque que f est une fonction discontinue en tout point de la forme 7 + 2kn, k € Z.
On a le résultat final : _

. (1S (1) e’ si x€]-m,nf
e"—e” - _
S3(x) = - [E + Zl: " 1(cos(mc) -n sm(nx)) =4 e 4o
n=
2

On a obtenu trois séries différentes qui valent exactement e* sur l'intervalle ]0, z[. On
pouvait choisir d’autres prolongements et obtenir d’autres séries.

si Xx=4=m.
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3.2 Séries de .# ourier

L
el

FiG. 3.5 — graphe de la fonction f3(x)

3n

Tt

Fic. 3.6 — graphe de la série S3(x)

3n

Remarque 3.2.4 Si on voulait une série de .Fourier de période 7, alors il n’y a qu’une seule
qui coincide avec f sur ]0, n[.

On trouve ;
) , o e¥ si x€]0, 7
e’ —
S4(x) = ( ) ( Z cos(an) - 2n sin(an)) ={14er
n=1 si x=0oux=m
2
[ ] (]
-2n 3n
F1G. 3.7 — graphe de la série S4(x)
3.2.2 FEgalité de Parseval
Théoréme 3.2.3
Egalité de Parseval Soit f une fonction développable en série de .# ourier

et de période T = ; > 0, alors on a pour a réel quelconque :

az 00 W a+27/w
Fry@em=2 [ o=

nez
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Remarque 3.2.5 1. Si f est de période 2mt, on a :

E% ia +bh) == f FAx)dx = = f FA(x)dx

3!\7

fz(x)dx

f fonction paire = f2 fonction paire =

N Io%

&M“Mg

fz(x)dx

f fonction impaire = f? fonction paire =

A" &/ MROUN ./ OUR-& DDINE
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3.3 Applications

Exemple 3.3.1 f étant une fonction 2m-périodique telle que :

[ 1 si x€]0, 7
fl) = {—1 si xe]—m,0[
—0 [o; O o, O 1 O o, O o, O

Sn -4n -3n 2n T 0 m 2n 3m 4m 57

o——o0 o o o T_] o——o0 o——o0 o—

F1c. 3.8 — graphe de la fonction f(x)

f étant une fonction impaire =—=a, =0, Yn € N
m 0 si n estpair
2 . 2 Y
Ona:b, =— sin(nt)dt =— (1 -(-1)")=4 4

si n estimpair
nm

La série de .% ourier associée est :

_dosin@e+x (1 si o x€]0, x|
S(X)—_Z n+1 _{0 si x=0ousix=mn

———9 9o o o 4
Sn 4n 83n 2n T 0 m 2 3n  4n 5w

o0——o o o o T-l o——o o——o o—

F1G. 3.9 — graphe de la fonction S(x)

o0

4 Z sinn + D)r/2 4 = (=1)"

R 3.3.1 :P =1/2 S(m/2)=1=— i
emarque our x = /2 on a S(11/2) 4 a1 7 L a1
On tire :
= (=1)" 1 1 1 T
=l--+=-—-z+-- ==
2n+1 3 5 7 4

Appliquons 1’égalité de Parseval :

2 (" o .\ 16 1
Efo f(t)dt_l_;nz (2n +1)2
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et ’on tire donc :

e n+1)2 8

o1 : .
Remarque 3.3.2 Posons S = Z ) série convergente d’apres le critere de Riemann. En
n=1

- 1 v 1 o1
séparant les pairs et les impairsona: S = E e + E an+ 17 (x). Comme E oy =
n=1 n=0 n=1

=1 1ype 1 S
Z Pl Z S =en substituant dans 1’égalité (x) on a:

n=1 n2 4n:1n2
S w« 1 3 -« 1 2 =1 w2
S:— = = S: _ = —
4+;(2n+1)2 3 ;(2n+1)2 g = ;nz 6

La méthode complexe :

1 i » 1 0 ' T 1 e—int 0 e—int\™
n = = M f(hdt = — —e M dt + At = — +
¢ 27 _ne f) 27 (f_; © fo © ) 27 l( in )_n —in J,

1 (1) »
—ZT = 1/2(51,1 lbn)

Exemple 3.3.2 f étant une fonction 27m-périodique telle que :
f)=1Ixl si xe[-nmn]

f étant une fonction paire == b, =0, Vn € N

1 (™ 2 (7 2 {2\
Onaiﬂo=—f Itldt:—f tdtz—(—) =7
™ J T Jo t\2),
1 7T 2 7T 2 t tn T . t
Puisona:an:—f |tlcosntdt:—f tcosntdt:—([ smn] —f s dt)
T - n 0 Tt n 0 0 n

2 (" ) AT D 0 si n est pair
=2 | sinntdt= —(COS" ) = —((-1"-1) :{ 4
nr Jo nmt\ n Jo TN s1 n est impair

2
L. .l T
La série associée est donc :

[Se]

4 cos(2n + 1)x
=3 2 s 1p

f étant une fonction continue sur R, et admet partout des dérivées a droite et a gauche alors
f(x) =S(x), Vx e R.
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-271 —Tt 0 T 21
Fic. 3.10 — graphe de la fonction f(x) et celui de S(x).

Remarque 3.3.3 pour x =0ona f(0) =0 et comme f(0) = S(0) on tire :
T 4y 1
S(O)_O_E_E;(znﬂ)z Z(2n+1)2_§

L'égalité de Parseval donne :

1 (™, 1 (™, w1 16«
— = — tdt= —=—+=-—
27 Inf(t)dt 27 In 3 42 w2 Z 2n+1)4

00 1 00 )
Remarque 3.3.4 En écrivant S = Zl‘ i Zl‘ o) + Z (2n e
On déduit alors — Z (2n e = %
a5
n=1

Exemple 3.3.3 f étant une fonction 27m-périodique telle que :

fx)=x si xe€]-mmnf

=37 -7 0 71 3n
L /

FiG. 3.11 — graphe de la fonction f(x).

f est une fonction impaire, continue pour tout x € R sauf aux points x = (2k + 1)7t, k € Z.
Elle admet en chaque point une dérivée a droite et une dérivée a gauche. elle admet un
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développement en série de .Zourier. f : impaire = a, =0, Yn € N, etl'on a:

2 (" 2|/~ t\" " t 2(=1)"*!
b, = = f tsin(nt)dt = = l(—cosn ) + f costt dt] _ 2=
7T Jo Tl n b Jy n n

© it f(x) six# (2k+1)mtavecke Z
S(x)=22( D 1sinnx:{
n=1

" 0 six=(2k+ 1)t aveck € Z

2m
31 - 0 7 3n
1q /

F1G. 3.12 — graphe de la fonction S(x).

Remarque 3.3.5 En appliquant I'égalité de Parseval, on obtient :
Iv 4 1 (7 m o1
Y —-=— | Pdt=—= ) —=—
2 Z n? m fo 3 HZ:;‘ n?> 6
Exemple 3.3.4 f étant une fonction 27r-périodique telle que :

fx)=x* si xe€]-mnmn]

f est une fonction paire, continue pour tout x € R. Elle admet en chaque point une dérivée a
droite et une dérivée a gauche. elle admet un développement en série de .# ourier.

\ f ; f ; f f t f t f r/x

1

-6t -5n -4m -3m 2n  -T 0 =« 2n 3n 4nm  5m 6™

Fic. 3.13 — graphe de la fonction f(x) et celui de S(x)

f:paire= b, =0, ¥n€ N, etl’'ona:
2 (" 27?

w=2 [ ea=2
T Jo 3
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3.3 Applications

2 (" 2 ([2sinnt]” ™ 2t sin nt
an=—f t> cosnt dt = (| smn] —f Sinn dt)
0 n
- n 4(-1)"
:_f fsinnt df 4([tcosnt] f cosntdt): ( 2)

Comme f est continue sur R; on a donc f(x) = S(x) et donc:

(e}

S(x) = %2 + Z 4(;21),1 cosnx = f(x) YxeR
n=1

Le graphe de f et celui de S sont identiques.

hd (_1)n+1 712
Remarque 3.3.6 Pour x =0, on a f(0) = S(0) = 0 ce qui donne T
n=1

Exemple 3.3.5 f étant une fonction de périodique 2, telle que :

x si 0<x<1

f(x) =

N =

si 1<x<?2

F1G. 3.14 — graphe de la fonction f(x)

f n’est ni paire ni impaire et ne présente des discontinuités que pour les points d"abscisses
un nombre entier positif ou négatif. f admet alors un développement de .% ourier.

Onap——n—2<=)a)—n

a0:9 » f(t)dt ff(t)dt ftdt+f—dt—1

t -1
an—f tcosnntdt+f %dt L
0 1

T2n?

1 2 s _1\n+l _
b, :f tsinnntdt+f sinnzt (DT 1
0 1 2 2nm

La série de .# ourier associée a f est donc :

1 2 ywcos@n+Dnx 1 v sin2nmx
S(x) = = — 2§y ST x| 1y S AR
0 =3-2 Z::; Qn+1?  2n )3

n=1
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En prenant les demis sommes aux points de discontinuité on a pour x € [0, 2] :

1
Z si x=0
o0 o0 i O<x<l1
1 2 Z cos(2n + 1)mx 1 Z sin 2nnx ros *
2 72 (2n + 1)? 27 3 _
=0 n=1 - si x=1
4
1
> si 1<x<?2

i3 3 41 5 ¢

Fic. 3.15 — graphe de la fonction S(x)

Exemple 3.3.6 Donner la série de .# ourier en sinus de la fonction :
f(x) =cosx pour x€]0,nl.

On va faire un prolongement en fonction impaire de la fonction f. Comme la fonction sinus
est de période 27, posons alors :

f(x)= cosx  six€]0,n|

f(x) = {_f(_x) = —cosx sixe€]—m,0[

La fonction f est une fonction impaire de période 27, continue partout sur R sauf aux points
x =kmouke€ Z,ouellenest pas définie, et coincide avec la fonction f sur ]0, 7t[. Elle admet
donc un développement de .7 ourier.
Comme f est impaire, a, =0, etona:

b, = 2 f cosxsinnx dx = 1 f (sin(n + 1)x + sin(n — 1)x)dx
0 0

T i
_ 1 [—cos(n+1)x N —cos(n — 1)x _ 2n((-1)" +1) —_——
Tt n+1 n—1 0 ni(n? —1)
2 (T 1 ("
Pournzl,blz—f cosxsinxdx:—f sin2xdx =0
T Jo T Jo
finalementon a :
B B 8n
bon1 =0et by, = m

. 8
Vx €]0, [ cosx = Z 71(4Tn—1) sin 2nx

n=1
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3.3 Applications

Remarque 3.3.7 La demi somme aux points de discontinuité est égale a 0. On a donc :

cosx sixe€ U ]an, (2k + 1)71[

00 keZ
nsin 2nx
% ={ —cosx sixe€ U ](Zk + 1), 2k + 2)7t[

n=1 keZ.
0 six=kmn, keZ

S(x) = %

La fonction S(x) est périodique de période 7.

~ ochona

Fic. 3.16 — graphe de la fonction S(x)

Quelques développements intéressants.

l.aeR/Zetx e[-n, 7]

2asinmia [ 1 . . cosnx
cosax = E— [2752 + ;(—1) —n(n2 — 042)]

2. Fonction impaire de période 2¢.

sinn—x our()<x<f
¢ F =Y<3

1sinn—x - é 3 (=1)'n sin 27X
27 6 middn?-1 ¢

0 pourg<xsf

1
E pOllI'XZE
3.
—nz—x pour —2n <x <0
Oosmnx_ T—x
L = > pour 0 <x <2m
0 pourx =0, x =27m, x = —-2m.
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4.
3x2 + 671X + 212
icosnx 12 pour —-2n<x<0
]/12 = 3 2 _ 6 + 2 2
" - I(Zx L pour 0 < x <2m
5.

X2 + 3mx + 213x

00 .
Z sinnx 12
n X2 — 37x + 27%x

12

pour —2n <x <0

pour 0 < x <2m
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