Corrigé Devoir Maison

Exercice 1.

1. Comme la fonetion exponentielle est définie et de classe O™ sur B, la fonetion [ est elle-aussi
définie et de classe €, done C?, sur R, en tant que combinaison linéaire de fonctions de classe
o=,

De méme, la fonction logarithme est définie et de classe C*° sur |0, +o00[. Pour x dans 0, 400/,
la fonetion x — 2 + 1 est une fonetion affine done €™ sur |0, —a¢] qui prend ses valeurs dans
[0, +2¢. On la compose avec la fonction racine carrée qui est définie et continue sur [0}, +0cf, et
de classe C* sur |0, +ac. Done, par composition, 2 — /= — 1 est de classe C* sur [0, +ac/.
Finalement, par multiplication de fonctions de classe %, la fonction g est done définie et de
classe O, done C?, sur [0, —2c|.

2. Les dérivées successives de la lonetion [ sont données par
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Le développement limité de f a 'ordre 2 au point 1 est done
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De méme, les dérivées successives de la fonction g sont données par
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Le développement limité de g & l'ordre 2 an point 1 est done
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oft (1) = 0.
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3. Dlapres les formtles de la question 2, la fonetion h est dgale A
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an volsinage de 1. Comme les fonetions £ et £ ont une limite dgale & 0 en 0, la fonetion b a une
limite au point 1 donnée par
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4. La tangente de la fonction f an point 1 a pour dguation y = "2—:[ + %‘E—l(z =1} D'aprés la
question 2, la fonetion [ wérifie
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au voisinage de 1. Comme & > 1, le membre droit de 'éguation ci-dessus a un signe positil au
voiginage de 1. ce gui prouve gue la tangente de [ au point 1 est au-dessus du graphe de [ au
vaoiginage de 1.

De méme, la tangente de la fonction g an point 1 a pour équation y = 1.,5(.1 =1}, D'aprés la
guestion 2, la fonction g wérifie
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guantité qui a un signe négatil an voisinage de 1. Ainsi, la tangente de g au point 1 est-elle
an-dessous du graphe de g an volsinage de 1.

5. Le cofit moven iy est égale &

: flz) e¥—e™7
YE > []._Jr_p_r-;I.:- = L - —
) x 2z
tandis gue le cofit marginal vaut
¢ 7 ; -
vz >0, fmlz) = {2} = —

. La variation relative du eolt [ an nivean de production z = 1 est égale &

Ar{fie=1)  Ffle)= (1)
iy )

On Papproche par la formule

r i1 ¥ 2
Alf) el LW gy ‘"—"'i[:r -1).

Lorsque 'on augmente la production de 2%, celle-ci devient égale & = = 1,02, de sorte guune
valeur approchée de la variation relative du cofit de production est donnée par
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7. La dérivée de la fonction [ vérifie
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de sorte que la fonction f est strictement croissante sur |0, +o¢]. Comme la fonetion f est de
plus continue sur |(), +2¢], et quelle a des limites égales & D en (), et & +oc en —o¢, il 8'agit d'une
bijection de |0, +oc[ sur |0, +oc].

8. Soit y €]0, +oc[. La valeur de la bijection réciproque f~! en y est par définition donnée par
le réel r solution de 'équation

y=flz)=

Il s’agit donc de résoudre cette équation en fonction de . En posant X = &%, cette équation est
équivalente &
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Le diseriminant de ce trindme est égal &
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de sorte que
X=y++y'+1. h

Cependant, X = e” est une quantité positive, ce qui induit que
ef=X=y+ 1y’ +1,

cleat-a-dire que
r=In{y+ > +1).

D'oil 'expression de la bijection réciproque f~!

Yy >0,/ y) =In{y + V2 +1).
0. Lorsque r > e, la quantité f{x)g(x) est strictement positive de sorte que I'élasticité e fg) est
bien définie et vaut
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soit, d'aprés les formules de la question 2,
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