Chapitre 4

annales corrigés

EXAMEN DU 5 octobre 2007 (durée 1h30).
Exercice 1

1.

2.
3.

(a) La fonction f est de classe C? sur |0, +0o[ comme combinaison linéaire de fonctions de classe C? sur
10, +00[ (fonctions usuelles : In et puissance).

(b) Pour tout réel = strictement positif, f/(z) =1—1/z+1/2? et f’(z) = 1/2? — 2/23 = L2,
f"" est du signe de  — 2 donc f est concave sur ]0,2] et convexe sur [2, +00].

22— wlns— . )
Pour tout réel z > 0, f(z) = % Or par croissances comparées, lim zlnz = 0 donc lim z? —
z—0t z—01

zlnx —1 = —1 donc par quotient de limites lim+ f(x) = —o0o. Par ailleurs pour tout réel z > 0, f(z) =
z—0
B B . , . _ li 1_ —1/z2 =1
2(1—In(z)/x —1/2?). Or par croissances comparées, xgar_loo Inxz/x = 0 donc Jm In(z)/z—1/x
donc par produit de limites lim f(z) = +o0.
r—r+00

La dérivée f’ est du signe de 22 — 2 + 1 qui est un trindéme sans racines réelles puisque le discriminant est
strictement négatif, on en déduit que ce trindme est du signe du coefficient de 22 donc strictement positif.
Ainsi la fonction f est strictement croissante sur ]0, +oc[. Elle est continue car de classe C* donc que f
est une bijection de ]0, +oo] sur f(]0, +o00[) =] — 00, +00[ d’aprés les questions précédentes.

Exercice 2 (5 points)

1.

La fonction x — ﬁ est continue sur [3,4o00[. On étudie U'intégrale partielle pour ¢ > 3

+oo 4
F(it) = d
() /3 x2_4x

tee g 1
- /3 r—2 x+ 2d$
[in(|z —2]) — In(|z + 2)];
. ln(;—;) —In(1/5).

t—2 t—2
Or t—13+moo P = 1 donc par composition de limites hgloo ln(t n 2) = In(1) = 0 donc t_l}gloo F(t) = In(5).

Par consequent r mtegrale I est convergente et I = ln(5).

L est continue sur [3, +-00[. On considére le changement de variable u = 2?2 —4 = g(x),

la fonction g est de classe C* en tant que polynémes et strictement croissante sur [3,4+o00[. L’intégrale .J

devient
+oo
J = / du/u
5

L’intégrale partielle associée & K s’écrit pour ¢t > 5

F(t) = / du/u = In(t) — In(5)

5
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30 CHAPITRE 4. ANNALES CORRIGES

et , ligrn F(t) = 400 donc l'intégrale K diverge et par suite I'intégrale J diverge aussi.
— 100

Exercice 3 (10 points)
flx)=lIn(z+ Va2 +1).

1. Comme pour tout réel z, 0 < 22 < 22 + 1 et comme la fonction racine = — /= est strictement croissante
sur [0, +oo[, on a :

Vee R, Va?2=|z|<vVa?+1

soit

Vee R, —Vz2+1<z<vVz?+1.

2. (a) De l'inégalité ci-dessus, on tire
Ve e R, x+ v22+1>0.

donc f est définie sur IR. On pose g(z) = v/22 + 1. Comme z + 22 + 1 est dérivable sur IR en tant
que polyndme et est strictement positive et comme x — +/x est dérivable sur ]0, +oo], on en déduit
que g est dérivable sur IR en tant que composée de fonctions dérivables. De plus z — z + g(x) est
dérivable sur IR en tant que somme de fonctions dérivables et est a valeurs strictement positives. Enfin
x +— In(x) est dérivable sur |0, 400, on en déduit que f est dérivable sur IR en tant que composée
de fonctions dérivables. Pour tout réel x,

2x
Fla)— 2l L

r4+vVzZ+1 a2+l

(b) On a

1 1
1
1:/ 7dx:/ f!(x)dz = f(1) — £(0) = In(1 ++2).
AV ; () (1) = f(0) = In( )
(c) On pose le changement de variable u = 22 + 1 = g(z), g est de classe C* sur [0, 1] donc

2 1 5

J=1/2 : ﬁdu:[\/ﬁ]lz\/ﬁ—l.

(d) On pose u(z) = f(z) et v(x) = z, les fonctions u et v sont de classe C'! sur [0, 1], on obtient

wf (z)]k —/O ﬁ%ﬁm — F(1) =T = (14 VZ) = VB + 1.

3.0na lim 22+1=+4oc0et lim VY = +oo donc lim +/22 + 1 = +oco par composition de limites et
x—+00 y——+oo T—>+00
par somme de limites lim g(z) = +oo.
r—+o0

En —oo on utilise la quantité conjuguée, pour = < 0

22 — (2% +1) -1
g(x) = = :
z—Vz2+1 r—Vz?+1

Comme lim —+/z2+ 1= —00,onendéduit que lim g(x) = 0". Par composition de limites, lim f(z) =
T——00 T——00

Tr—r—00
IEIEX) In(g(z)) = —co et IETOO flz) = IBTEOO In(g(x)) = o0

4. (a) La dérivée de f est strictement positive sur IR donc f est strictement croissante sur IR. De plus f est
continue sur IR car dérivable, on en déduit que f est une bijection de IR sur f(IR) = IR.
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(b) On sait que 'équation f(z) = y a une unique solution pour tout réel y donné d’aprés la question

précédente :

In(z++vVa2+1)
r+va2+1
2?2 +1

2?41

2’ +1

T

Version de travail - Compilé le 23 septembre 2010.
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corrigé de PEXAMEN du 3 septembre 2008 (extraits).
Exercice 1 (environ 7 points)

1. (a) La fonction f est de classe C? sur IR. comme produit de telles fonctions : polynéme et exponentielle.
(b) Pour tout réel z, f/(z) = (—z? +z —1)e " et f'(z) = (2® — 3z + 2)e~".
2. On étudie le signe de f” c’est-a-dire le signe du trinéme z? — 3z 4+ 2. On en déduit que f” est positive

sur | — 0o, 1] et sur [2,4+o00[ et f est négative sur [1,2]. On en conclut que f est convexe sur | — oo, 1] ,
convexe sur [2,4o0] et f est concave sur [1,2].

3. Comme lim 2*+x+2=+occet lim e *=+4ocodonc lim f(z)=+oc.
T——00 ——00 T——00

x

Par contre il y a une forme indéterminée pour la limite en +o00, on a

22(1+1/z +2/2?%) 2

z 2
Ve e R, f(x)= e ze—x(l+1/x+2/x ).
Or lim - = 0 par croissance comparée et lim (1+1/x+2/2?) =1 donc lim f(x)=0.
r—+oo et r—+00 r—+00
4. On intégre deux fois successivement par parties et on obtient I = —9/e + 5.

Exercice 2 (environ 5 points)
1. (a) On trouve a =b=1.
(b) L’intégrale partielle s’écrit pour ¢ > 1

F(t) :/1 % _ 1ixdz — [In(z) — In(z + 1)). = zn(t%) +In(2).

, liin F(t) = In(2) donc 'intégrale I est convergente et vaut (n(2).
——+00

<

2. On utilise le changement de variable u = In(z), la fonction u est C' et strictement monotone sur [2, +oc].
devient K = fl:fg) 44 L’intégrale partielle associ¢e & K est G(t) = fltn(Q) = [%1//22]?”(2) = 773—1-\/;@

2
donc 75_1)121OO G(t) = Q) donc K converge et J aussi et J = \/liﬁ

Version de travail - Compilé le 23 septembre 2010.
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corrigé de PEXAMEN du 3 octobre 2008 (durée 1h30).
Exercice 1

1. (a)

On a lim1 f(x) =0et lim1+ f(@) =5/6(-1%* = 5/6((—1)%)"/® = 5/6 donc la fonction f n’est
r——1— T——
pas continue en -1. De méme hr?Jr f(z) =0et hn11 f(x) = 5/6(1%/3 = 5/6((—1)%)"/35/6 donc la
z— z—1-

fonction f n’est pas continue en 1.

z)— . — f(0
Le taux d’accroissement de f en 0 s’écrit w = 5/6— car f(0) = 0. Donc hm+ f@) = 1(0) =
x—0 T

+o00. Ceci suffit pour dire que f n’est pas dérivable en 0.
La fonction f est de classe C? sur ]0, 1] comme fonction puissance.

1
et 1

vV €]0,1[, f"'(z) = _5/527)W <0

donc la fonction f est concave sur |0, 1].
La dérivée f’ est négative sur | — 1,0[ et positive sur |0, 1[. La courbe est tangente a I’axe Oy pour

x = 0 car le taux d’accroisement a une limite infinie.

f est continue par morceaux sur IR puisqu’elle admet des limites & gauche et & droite finies aux deux
points de discontinuité.

— Siz < —1, f est nulle sur | — 0o, 2] donc F(z) converge et vaut 0.

— Si —1 <z <1, sous réserve de convergence

-1 x z 42/3+1
F(LL') = / 0dt+/ 5/6t2/3dt: / 5/6t2/3dt:5/6[ ]7;1 _ 1/2($5/3+1)
—00 —1 -1 5/3
En particulier F(1) = 1, donc l'intégrale converge pour z € [—1,1].

- Siz>1,

F(gc)z/1 Odt—i—/ledt:F(l):l

—00

Par conséquent pour tout réel x l'intégrale F(z) converge et

0 siz < —1
Flz) =< 1@%3+1) si —1<2<1
1 siz >1
La fonction F' est continue sur | — oo, —1[, ] — 1,1[ |1, 4+00[ comme fonction constante ou puissance.

1
De plus lim F(z) =0 et lim1+ F(z) = 5((—1)5/3 + 1) = 0 donc F est continue pour z = —1.
T——

rz——1—
1
lim F(z) = 1 et lim F(z) = =((1)®3 4 1) = 1 donc F est continue pour = 1. Donc F est
z—1+ z—1- 2
continue sur IR.

F étant continue sur IR, F' est continue sur [—1,1] donc G est continue sur [-1,1]. On a
Vo e [-1,1], G(z) = /xl f(t)dt
donc G est une primitive de f sur [—1, 1]. Par suite
vz € [-1,1], G'(z) = f(z) = gxg/?’ >0

Comme G’ ne s’annule que pour x = 0, on en déduit que G est strictement croisante sur [—1,1]. On
en conclut la fonction G est une bijection de [—1, 1] sur [G(—1),G(1)] = [0, 1]. Soit y € [0, 1], posons
z =G 1(y) alors y = G(z) soit y = 3(2%/3 + 1) d’ott 2y = (2°/3 4+ 1) donc = = (2y — 1)*/°. Donc

vy e 0,1, Gy = 2y - 1P

Version de travail - Compilé le 23 septembre 2010.
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Exercice 2

1. Les fonctions = +— €%, x — e™® et 2 +> 1 + ¢~ % sont de classe ¢ sur IR comme fonction usuelle, quotient

et somme de fonctions de classe C? sur IR. La fonction u — In(u) est de classe C? sur |0, +oco[, comme
pour tout réel 2, 14+e~* > 0, la fonction g est de classe C? sur IR par composition. La fonction f en tant
que produit de deux fonctions de classe C? sur IR.

2. On a ¢'(x) = 1+e - < 0, g est donc continue et strictement décroissante sur IR. De plus lir+n e =0
Tr—r+00
donc lim 14e™® =1donc lim g(z) =Iin(l) =0et lim e ® = 400 dou lim g(xz) = +o0. La
T—+00 T——+00 T——00 T——00

fonction g est donc une bijection de IR sur ]0, +00[. Soit un réel y strictement positif, on a z = g~1(y) soit
y=g(x) =In(l+4+e ) soit ¥ =1+ e * donc z = —In(e?¥ — 1). Donc

Yy >0, g '(y) = —In(e¥ —1).

3. (a) Ona lim e ® =400 et pour tout réel x
T——00

f@) = e+ e))
e’ (In(e™) +In(1 4+ ")
—ze® + e¥in(1l + ")

Or par croissances comparées : hm xze” = 0 et par produit de limites lim e%In(1+ ¢%) =0 donc
—o0 T—r—00

par somme de limites lim f(z )
T——00

(b) Pour tout réel y non nul, W est le taux d’accroissement de y — h(y) = In(1 + y). Or cette
In(1
fonction h est dérivable et h'(y) = —— d’ott A’(0) = 1. On en conclut que lim nl+y) _ 1. Pour
1+y y—0 Y
tout réel x : f(a;) = m(letiiﬂ), or liT e~ ® = 0 donc par composition de limites, on en déduit
Tr——+00
hm flx) =
xr— 400

4. On utilise le changement de variable u = €7, la fonction u étant de classe C! sur IR. On obtient

t

G(t) = /1 = (1wl = a1+ )~ in(2) = g(~1) - 9(0)

5. (a) On pose u(z) = In(1+e~%) et v(x) = €, les fonctions u et v ont de classe C* sur [0,t] pour tout ¢
réel strictement positif, on obtient

F() = [etn(+e ) = [ TS = 1) = 500+ GO

Par conséquent, pour tout ¢ réel strictement positif,
F(t) = f(t) = £(0) + g(=t) — g(0).

(b) F(t) est I'intégrale partielle associée a I'intégrale généralisée. Or hm f ( ) =1let comme lim g(t) =

t——o0
+00, donc tilgrnoog(ft) = +o0. Par suite tilgloo F(t) =400 donc I = f(z)dx diverge.
(c) L’.intégrale partielle associ.ée aJoest [ f(a:)dx = —F(t) = —f(t) + f(0) — g(—t) + ¢(0). Or
tiu}loof(t) = 0, comme til?oog(t) = 0, donc ti}l}loog(*t) = 0. Par ailleurs f(0) = ¢(0) = In(2).
Donc J est convergente et vaut 2in(2).
6. (a) La fonction u — u + 1 est de classe C? sur | — 1, +o0o[ en tant que polynoéme et est a valeurs dans

10, +00[. La fonction u +— In(u+ 1) est de classe C? sur 0, +oo[ par composition. Donc la fonction ¢
est de classe C? sur | — 1, +0o[ comme produit de fonctions C? sur ce méme intervalle. De plus pour
tout réel u > —1, ¢'u) = In(1 +u) + 1 et ¢”(u) = 13 > 0 donc ¢ est convexe sur | — 1, +ool.

Version de travail - Compilé le 23 septembre 2010.
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(b) L’équation de la tangente au graphe de ¢ au point u = 0 est y = ¢(0) + u¢’(0) = u. Comme ¢
est convexe, le graphe de ¢ est au-dessus de toutes ses tangentes donc Vu > —1 , ¢(u) > u soit
(uw+ Din(l+u) > u.

(¢) Pour tout réel u strictement positif :

d’ou

u(++u) > 0, on peut multiplier les deux membres de 'inégalité

précédente par m

7. (a) Pour tout réel z, f(z) = e*g(x) donc

1
/ — o x / — wl 1 —T\ __ .
fiz) =e"g(a) +eg' (@) = e"In(l+ ™) = 3= —
(b) On peut aussi écrire
1 1
Vee R, f'(z)=—In(1+e ") — .
z e R, f'(x) = n(l+e™ ) T
Or e™* > 0 donc en posant u = e~*, on obtient f/(z) > 0 donc la fonction est une fonction croissante

sur IR.
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