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Exercice

Donner I'ensemble de définition de la fonction g définie par g(z;y) = y* — 22 + In(2?).
Calculer une équation du plan tangent P & la surface représentative de g au point (1;2;3),
puis étudier la position de P par rapport a la surface de g au voisinage de (1;2;3).

Probléme

On appelle f la fonction de deux variables réelles vérifiant f(z;y) = In(yz — %), et on note
S sa surface représentative dans 'espace usuel R3.

1.a. Représenter graphiquement 1’ensemble de définition de f, que I'on notera D.
1.b. L’ensemble D est-il un convexe de R?? Justifier soigneusement la réponse.

1.c. Sans justification, dire si D est un ouvert de R? et si D est un borné de R2.
2. A I’aide d’opérations sur les fonctions usuelles, montrer que f est de classe C? sur D.

3.a. Démontrer que le gradient de f ne s’annule en aucun point de D.

3.b. Déterminer les points de D en lesquels le gradient de f vaut (0;2).

4.a. Vérifier le théoréme de Schwarz en calculant les dérivées partielles secondes croisées.

4.b. Donner la hessienne de f en tout point (z;y) de D.
On pose A = (—1;—2;0) et on note P le plan tangent & S au point A.

5.a. Donner une équation de P.

5.b. Montrer que le hessien de f au point (—1;—2) est égal a 1.

5.c. En déduire la position relative de P par rapport a S, au voisinage de A.
: : : e 1

On introduit la fonction ¢ définie pour tout x de |0; +o0[ par ¢(z) =z + —.
x

6.a. Vérifier que, pour tout x de ]0; +oo[, le couple (z;¢(x)) est dans D.
6.b. Que vaut f(z;¢(x)) si x est un réel strictement positif ?

6.c. Calculer ¢ et établir que pour tout « dans R’ , on a :

of
, —a—x(ﬁ;y)
¢'(x) = of, avec y = ().
a—y(il?;y)

7.a. Donner 'expression de I’élasticité de ¢ et étudier le signe de cette élasticité.
7.b. Donner une approximation de la variation relative de ¢(x) lorsque = passe de 3 a 3,3.

7.c. Pour quelles valeurs de z ’élasticité de ¢ est-elle égale a 0,67
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’PREMIER DEVOIR DE CONTROLE CONTINU‘

Exercice 1 [4 points]

Soit u la fonction définie pour tout = de R par u(z) = (222 + 2z — 1)e .
1. Expliquer pourquoi u est de classe C* sur R.
2. Préciser le signe de u(x) en fonction des valeurs du réel .

3. Déterminer les intervalles sur lesquels u est convexe ou concave.

Exercice 2 [4 points]
On considére une fonction g définie sur [—1;1] et telle que :
Vo € [-1;1], 2* < g(z) < 22
Que penser de chacune des affirmations suivantes 7 Justifier.
1. La fonction g est dérivable en 1. 2. La fonction g vérifie g(1) = 1.

3. La fonction g est continue en 0. 4. La fonction g vérifie ¢’(0) = 0.

Exercice 3 [7,5 points]

Soit f la fonction de la variable réelle x vérifiant :

f(z) = n (if;) |

1. Donner I’ensemble de définition de la fonction f, que I'on notera %.

2.a. Etudier les limites de f aux bornes de Ds.

2.b. Quelles sont les droites asymptotes a la courbe représentative de f 7
3. Calculer la dérivée de f et montrer qu’elle est strictement négative.

4.a. Montrer que f est une bijection de ¥; dans R*.
4.b. Calculer I'expression de la réciproque de f, notée f~1.
4.c. Etudier la limite de f~' en 0.

Exercice 4 [4,5 points]
On note ¢ la fonction définie pour tout = de | — 1;4o00[ par p(z) =1In(z + 1) — .

1.a. Etudier le sens de variations de .

1.b. Quel est le signe de la fonction ¢ 7 Justifier.

2. Etudier précisément les limites suivantes :

m(d) e ()



