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‘PREMIER DEVOIR DE CONTROLE CONTINU

Exercice 1 [4 points]
1
Va2 +2x+2

On note f la fonction définie pour tout x de [—1; +o0o[ par f(z) =
1. Démontrer que f réalise une bijection de [—1;4o00] sur |0; 1].

2. Donner 'expression de la réciproque de f.

Exercice 2 [10 points]

1
Soit h la fonction définie pour tout réel x par h(x) = = + P La courbe représentative
e
de h est notée €. On définit les trois droites suivantes :

9 :y==x Dy:y=ux+1 Dy —3x+4y—2=0.
1. Expliquer pourquoi h est de classe C? sur R.
T _
2. Calculer la dérivée de h puis montrer que, pour tout réel z, on a h”(x) = %.
efE

3.a. Sur quel intervalle la fonction h est-elle concave 7 convexe 7 Justifier.

3.b. Montrer que la tangente & %, au point d’abscisse 0 est la droite Z5; a 'aide de la
question précédente, préciser la position de %} par rapport a %s.

4.a. Montrer que h est une bijection de R dans R.
4.b. Combien y a-t-il de réels x vérifiant 1 4+ x 4+ xe® = 07 Justifier.

5. Démontrer que Z; et %, sont asymptotes a la courbe %,.

6. Tracer la courbe %), ainsi que les droites Z;, %, et %5 dans le repére donné en ANNEXE.

Exercice 3 [3 points]

Etudier précisément chacune des limites suivantes.

lim <62m - 1) lim (@) lim (i)

z—+oo \ e* 4+ 3 z—1 1—=x a2 \5r—22—6

Exercice 4 [3 points]

On considére la fonction ¢ définie pour tout x de R par :

—T

—zxe si <0

p(z) =
zlnx st x> 0.

Etudier la continuité de ¢ sur R, puis la dérivabilité de ¢ sur R.
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PREMIER DEVOIR DE CONTROLE CONTINU (CORRECTION)

Exercice 1

1. Notons tout d’abord que la fonction donnée est bien définie : comme le discriminant du
trinome X? + 2X + 2 est égal & —4, la quantité 2® + 2x + 2 est strictement positive quel que
soit le réel z.

Remarquons qu’il est possible d’écrire :
Vo € [-1;+o00], f(z) = (1 + 22 +2) .

La fonction f est ainsi dérivable sur son ensemble de définition et nous avons :

Vi € [~1; ool f'(x) = _71(2:5 +2)(2? 4+ 20+ 2) 7

Pour x dans [—1;+o00], le réel 22 + 2 est positif et ne s’annule que pour = —1. La dérivée
de f est donc négative et ne s’annule qu'une seule fois. Ainsi, nous pouvons conclure :

la fonction f est strictement décroissante sur [—1;+o0].

Comme la fonction f est continue, on peut affirmer que f réalise une bijection de [—1; 4+o00|
sur f([—1;+o0[).

On a f(—1) = 1; d’autre part, on a 'égalité :

lim (2% + 2z + 2) = +o0.
T—+00
Comme la limite de la fonction racine carrée en +o0o est égale a +0o, nous obtenons par
passage a l'inverse :
lim f(x)=0.

T—r—+00

Conclusion :

la fonction f réalise une bijection de [—1; 400 sur |0; 1].

2. Soit x dans [—1;+o0[ et y dans |0;1].

D’aprés la question précédente, il existe une unique solution x a I’équation y = f(z), or
nous avons :
9 1

= T P —
y=Jf) YT o+ 2

car y est positif.

1
y=fz) = +20+2= — en passant a l'inverse.
Yy

Nous pouvons ainsi écrire :

ny($)<:>I2+2x+<2_%) —0



Le trinébme du membre de droite posséde un discriminant A vérifiant :

A:22—4<2—i2),
Y

c’est-a-dire, aprés quelques transformations :

4

Etant donné que y est dans 10;1], le réel 1 —y? est positif. Le discriminant A est ainsi positif

et I’on peut écrire :
2
VA =Z2\/1- y2.
Yy

Ainsi, a priori, ’équation y = f(x) est équivalente & :

c’est-a-dire, aprés simplification :

1 —
x:—l—iyoux:—l—i-
Y Y
Néanmoins, la premiére de ces deux solutions n’appartient pas a [—1;+oo[. Ainsi :
1 —y?

y=flz)<=zx=-1+ »

La fonction f~! est donc définie pour tout y de ]0;1] par :

Exercice 2

1. La fonction exponentielle, la fonction linéaire x — x et la fonction constante x — 1 sont
de classe C? sur R. Par ailleurs, quel que soit le réel z, la quantité e® + 1 est strictement positive.
Alinsi, par somme et quotient :

la fonction h est de classe C? sur R. ‘

2. Quel que soit le réel x, nous avons :

el‘

Wx)=1—- ———.
(@) (e +1)2
Afin de calculer la dérivée seconde de h, on dérive tel un quotient :

e”(e* +1)2 — e x 2(e® + 1) x e”
(em + ]_)4 ’

Vr e R, h'(z) =

et donc
e’(e*+1)—e” x 2 x e”

(er +1)3

Vi e R, h'(z) =



Aprés factorisation par e®, nous obtenons la dérivée souhaitée :

e’(e” — 1)

VI € R, h”(fﬁ) = m

3.a. Afin d’établir le caractére convexe ou concave de h, nous pouvons étudier le signe de
h". D’aprés la question précédente, le signe de h”(x) est identique au signe de e” — 1, quel que
soit le réel . Etant donné que, pour tout z de R, nous avouns :

=120z >0,

il est possible d’affirmer :

la fonction h est concave sur | — oo ;0] et est convexe sur [0;+oo.

3.b. Une équation de la tangente & % au point d’abscisse 0 est :
y = h'(0)(x — 0) + h(0).
En remplagant par les valeurs de h(0) et h'(0), il vient :

3,1
=—-z+ —.
Y= 73

Une multiplication par 4 permet d’obtenir I’équation :

4y = 3x + 2.

La tangente a %3 au point d’abscisse 0 est donc bien la droite Zs.

La question précédente assure que la fonction h change de concavité au point d’abscisse 0;
ainsi, au point d’abscisse 0, la droite 3 traverse la courbe %),. Plus précisément :

D3 est au-dessus de €, sur | — 00;0] et Z5 est en dessous de %, sur [0; +o0.

4.a. Transformons un peu la dérivée de h calculée a la question 2.; pour tout réel x, nous
avons : ) )
e*+ 1) —e" e +e"+1
(690 + ]_)2 (690 + ]_)2
Comme la fonction exponentielle est a valeurs strictement positives, il apparait que h' est
une fonction strictement positive ; ainsi :

‘la fonction h est strictement croissante sur R.‘

Comme h est continue, on peut affirmer que h réalise une bijection de R sur h(R).

Calculons a présent les limites de hA aux bornes de R. Comme la limite de la fonction
exponentielle en —oo vaut 0, nous avons :

lim (e*+1) =1,

Tr——00

1
lim ( ) =1
z——oco \ €% + 1

et donc, par inverse :




Enfin, par somme avec la fonction x +— z, il vient :

lim f(z) = —o0.

T—r—00

De la méme facon, comme la limite de la fonction exponentielle en 400 vaut +oo, on a :

lim (e + 1) = o0,

T—+00

1
lim ( ) =0.
z—+oo \ €% + 1

Enfin, par somme avec la fonction x +— z, il vient :

et donc, par inverse :

lim f(x) = +o0.

T—+00

Conclusion :

la fonction h réalise une bijection de R dans R. ‘

4.b. Comme h est bijective de R dans R, il existe un unique réel z tel que h(x) = 0. Il existe
donc un unique réel x tel que :

c’est-a-dire tel que :

z(e®+1)+1=0,
et donc finalement :

e +x+1=0.

Il existe donc un unique réel x tel que 1 + = + xze® = 0.

5. Avant toute chose, remarquons :
1
1+er
Pour démontrer que &, est asymptote a %, en 400, il suffit de démontrer :

lim (h(x) —x)=0.

T——+00

Ve € R, h(z) —x =

Au sein de la question précédente, nous avons montré :

1
lim ( ) = 0.
z—+oo \ e + 1

Nous pouvons donc affirmer que %; est asymptote a 6.

De la méme facon, afin de montrer que %, est asymptote & 4, en —oo, il suffit de prouver :
lim (h(z) —x—1)=0.
T—r—00
Au sein de la question précédente, nous avons montré :

. 1
lim ( ) =1.
x——oco \ €% + 1

Par différence des limites, il vient donc :

la droite &5 est asymptote a %,.

6. Voir le tracé sur ’ANNEXE.



Exercice 3

1. Pour tout réel x, nous avons :

et donc : )
e2r—1 ¥ — =

eac

et +3 l—l—e%'

Etant donné que la limite de la fonction exponentielle en +oo vaut +oo, il vient :
1 3
lim <—) =0et lim (—) =0,
r—+o0o \ eT rz—+oo \ et

lim (1 + 3) =1.
T—+00 e

Par opérations usuelles sur les limites, nous pouvons donc conclure :
] 62:(: -1
lim = +00.
z—+oo \ e¥ + 3

2. Notons f la fonction définie pour tout = de ]0; +oo[ par f(z) = v/ + 3. Nous remarquons
alors que, quel que soit le réel strictement positif z, on peut écrire :

Vr+3-2  f(z)— f(1)

l—2  —(z—1) "

et donc

La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition et ’on a :

1

Vz €]0;+o0[, f'(z) = SN

Il est donc possible d’affirmer :

)

N

fa) =

et donc, par définition du nombre dérivé de f en 1 :

o (L2210} _ L

z—1 r—1 4.

Il vient donc, a cause de la multiplication par (—1) :

\/x+3—2_ -1

1
w—ElI—loo 1—=zx 4

3. Quel que soit le réel z, on a (r — 3)(2 — x) = bz — 22 — 6. Ainsi, pour peu que x soit un
réel différent de 2 et de 3, il est possible d’écrire :
2—x B 2—z
S5r—a2—6 (z—3)(2—2)




Aprés simplification, nous avons donc :

2—x 1
Ve e R\ {2;3}, 51’—:172—6:1'—3'

L’égalité suivante est vraie :
lim(x — 3) = —1.

r—2

Alinsi, par quotient, nous obtenons la conclusion :

) 2—-x
i (m) -t

Exercice 4

La fonction ¢ est continue sur | — oo ;0] comme produit des deux fonctions continues que
sont © — —x et x — e~ *. De méme, la continuité de ¢ sur |0;4o00| ne pose pas de probléme
car les fonctions x — x et x — Inx sont continues sur ce méme intervalle.

Reste a étudier la continuité de ¢ en 0.

Nous avons ¢(0) = 0; d’autre part, 1’égalité suivante est vraie :

lim o(z) = lim(—2e™).

Comme nous avons, par produit usuel de limites :

lim(—ae ™) =0,

nous pouvons conclure :
lim ¢(z) = ¢(0).

z—0~

La fonction ¢ est donc continue a gauche en 0.

De méme, nous avons ¢(0) =0 et :

IILI& o(z) = 9161_%(37 Inx).

La limite de droite est une limite dite de croissances comparées :

9161_%(37 Inz) =0.

II vient donc :
lim o(z) = ¢(0).

z—0t

La fonction ¢ est donc continue a droite en 0.

La fonction ¢ est donc continue sur R.

Procédons de méme pour I'étude de la dérivabilité de p. Les mémes arguments que ceux
invoqués pour la continuité s’adaptent et montrent que ¢ est dérivable sur | — co;0[ et sur
105 400



Reste a étudier la dérivabilité de ¢ en 0.

Pour tout x de | — 0o ; 0[, nous avons :

Il vient donc facilement :

0~ r—0

Par définition, la fonction ¢ est donc dérivable a gauche en 0 et I'on a ¢} (0) = —1.

i (2020

De méme, si = est dans ]0; 400|, nous avons :

e(x) — »(0)
xz—0

=Inax.

Comme la limite de la fonction In en 0 est égale a —oo, nous avons :

nm(ﬂﬂ;ﬂﬁ):ﬂn

z—0+ r—0

La fonction ¢ n’est donc pas dérivable a droite en 0.

Ainsi, ¢ est dérivable sur R*; elle est dérivable a gauche en 0 mais pas a droite en 0.
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