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\SECOND DEVOIR DE CONTROLE CONTINU

Exercice 1 [4 points]

Pour z dans |0; 00| et y dans |0 ; +o0[, on pose :

:U2+y
h(z;y) = v

1. Calculer les expressions des élasticités partielles de h, en les simplifiant au maximum.

2.a. Les variables z et y, initialement égales a 4, augmentent toutes les deux de 5 %. Quelle
est alors la variation relative approximative de h?

2.b. On fixe la valeur de x a 3 et la valeur de y & 1. On souhaite que h diminue de 8 %
environ sans modifier la valeur de y. Quelle doit étre la variation absolue de x 7

Exercice 2 [5 points]

Pour chaque question de [’ANNEXE, quatre réponses sont proposées. Une seule est correcte :
la cocher. Une bonne réponse apporte un demi-point ; une réponse inexacte enleve un demi-point.
L’absence de réponse n’ajoute ni n’enléve aucun point. Aucune justification n’est attendue.

Exercice 3 [6 points]

Considérons la fonction f de deux variables réelles vérifiant :

4y
f(a:7y)_ 1+€:L'

1. Déterminer I’ensemble de définition de f; montrer que f est de classe C? sur cet ensemble.

2. Former le développement limité d’ordre 2 de f au point (0;4).

3. La calculatrice donne f(0,2;4,3) ~ 7,742. Quel résultat obtient-on en utilisant I’approxi-
mation de f en (0;4) a Pordre 17 a 'ordre 2?7 Commenter.

4. Démontrer que le hessien de f est strictement négatif pour tout (z ;y) de R% Que peut-on
en déduire sur la convexité de la fonction f 7

Exercice 4 [5,5 points]
Soit g la fonction vérifiant g(z;y) = 2* — 4zy + (22 + 2y)? pour tout (z;y) de R2.
1. Donner les expressions du gradient et de la matrice hessienne de g.

2.a. Etablir que ¢ admet exactement deux points critiques, que 1’on déterminera.
2.b. Montrer que g n’admet qu'un extremum et que celui-ci est un minimum.

2.c. Le minimum de g est-il global 7 Justifier.

3. Sur R2, la fonction g est-elle concave ? convexe ? Justifier.



Prénom NOM :

ANNEXE (& rendre avec la copie)

1. On considére la fonction g définie par g(x;y) = /622 + y? + 2 pour tout (x;y) de R2.

Quelle égalité est vraie?
2 dg 1

99 1\ _ 2 99, .. _1 99 .y _ 2 99, 1y _ 1L
Dax(“)_@ SRS D@y(l’l)_\/g uay(1,1)_3

2. De combien augmente x3y? lorsque x passe de 4 & 4,2 et y passe de 5 & 4,97

A de 3% environ A de 7% environ Q de 11 % environ Q de 19% environ

3. Soit f la fonction définie pour tout réel z et pour tout réel y par f(x;y) =1+ 222 + 3°.
Si C désigne la courbe de niveau de f passant par le point (1;2), quel point appartient a C?

Q(—v3;0) Q(2;1) Q (1;V6) Q(0;-8)

4. On note D l'ensemble de définition de la fonction (z;y) — In(1 — z?) + 21/3y. Que
peut-on dire de D dans R??

Q D est ouvert U D est convexe U D est borné Q D est fermé

5. Dans R?, on considére la surface S d’équation z = 22? — 2. Le plan tangent & S au point

(1;2;—2) est noté P. Quelle est une équation de P ?

Qz=-2+42—4y Qz=1+4+2z—-2y Qz=2+4r -4y Uz=-2-2rx+4y

6. Lequel de ces couples est un point col de la fonction (x;y) — x* — 423 + 42% +¢¥ —y?
Q(-1;0) Q(0;0) Q(1;0) Q(2;0)

7. On considére une fonction f, définie et de classe C? sur ]0; 4+00[x]0; +oo], dont le seul
extremum est un maximum atteint en A(1;4). Quelle affirmation est nécessairement vraie ?

Q A est un point critique de f O f est concave U le maximum est global O f n’existe pas

8. Que peut-on dire de 'ensemble {(z;y) € R, 3z —y+1 < 0} ?

Q il est compact Q il est convexe Q il est borné

Q il est ouvert

9. A l'aide de I'approximation affine de la fonction (z;y) +— ¥ en (1;3), quelle valeur
3,01 ?

1,03 Q0,97 Q1,06 40,95

trouve-t-on pour (1,02)

10. Lequel de ces couples est un point critique de la fonction (z;y) — 2? +y?> — 23 — 17

(19 @l s e(d
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CORRECTION

Exercice 1

1. La fonction h est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur
]0; 4+00[?; de plus, h elle-méme ne s’annule pas sur |0; +oo[2. Il est donc possible de calculer
les élasticités partielles de h, définies pour tout (z;y) de |0; +oo[* par :

oh x oh Y

Les dérivées partielles de h se calculent comme des quotients; aprés simplification, nous
avons, quels que soient les réels z et y de |0 ; 400 :

oh 22—y oh —x
i) =T et —(2:y) = —.
ECE) = Uy (z;9) "

Ainsi, aprés simplification, il vient, pour tout = de ]0;4o00[ et tout y de |0; +oof :

2.a. En notant v la variation relative demandée, on sait qu’il est possible d’écrire :

V= eh/x(4;4) X (+5 %) +€h/y(4;4) X (+5%)

De la : 19 16
v%%x5%—%x5%,
puis :
v 3% —4%.

La quantité h(x;y) diminue d’environ 1% si x et y augmentent de 5% a partir de 4.

2.b. Notons w la variation relative de z liée aux variations données dans ’énoncé. Alors :
—8% ~ enx(3;1) X w4 ey (3;1) x 0.

De 14, nous pouvons affirmer :

8
—8% = E X w,
et donc :
w~—10%.

Il est clair qu’une diminution de 10 % & partir de 3 correpond & une diminution de 0,3.

La quantité x doit donc diminuer de prés de 0,3.

Exercice 2

Les réponses sont données sur I'annexe.




Exercice 3

1. La quantité 14 e” existe pour tout réel x et ne s’annule pas. Il est donc possible de définir
f(z;y) quel que soit le couple (z;y) de R

L’ensemble de définition de f est R2.

La fonction (z;y) — 1+ ¢® est de classe C? sur R? grace au lemme d’extension; de plus,
elle ne s’annule pas. D’autre part, (z;y) — 4y est une fonction polynomiale; elle est donc de
classe C? sur R%. Par quotient, on peut affirmer :

la fonction f est de classe C? sur R

2. Comme f est de classe C? sur R?, elle admet un développement limité d’ordre 2 au point
(0;4). En utilisant les notations de Monge, nous pouvons affirmer qu’il existe une fonction &
qui vérifie, pour tout couple de réels (h;k) :

1
f(h;4+ k)= f(0;4) + ph+ qk + E(Th2+23hk+tk2) + (h? + k?)e(h; k)

avec lim e(h;k)=0.

(hik)—(0;0)
Quels que soient les réels = et y, nous avons :
—4ye* ; 4
= - (&) = s
P=yep @ 17156
ainsi que :
—4ye®(1 z\2 due® x 2(1 x T —4e”
R e e LR | R VY
(14 e) (14 e7)?

En particulier, si x vaut 0 et si y vaut 3 :

f(0;4)=8, p=—-4, q=2, r=0, s=-1 et t=0.

Finalement, pour tout (h;k) de R?:

f(h;4+k)=8—4h+ 2k — hk + (h* + k*)e(h; k)  avec (h-kl)m%o-o) e(h;k)=0.

3. D’aprés la question précédente, il est possible d’écrire, lorsque h et k sont proches de 0 :

f(h;4+ k) ~8—4h+ 2k a lordre 1,
f(h;4+ k) ~8 —4h + 2k — hk a l'ordre 2.

Apreés quelques calculs, nous avons ainsi, en posant h = 0,2 et k= 0,3 :

£(0,2:4,3) ~ 7.8 a Vordre 1,
£(0,2;4,3) ~ 7,74 a lordre 2.

L’approximation d’ordre 2 est plus précise que celle d’ordre 1. Les deux approximations sont
toutefois assez proches de la valeur donnée par la calculatrice.



4. Les calculs de la question 2. permettent d’affirmer que, quels que soient les réels x et y :

—16e2*

o=
e (1+ex)4

Comme la fonction exponentielle est strictement positive :

le hessien de f est strictement négatif sur R2.

Par suite :

sur R?, la fonction f n’est ni concave, ni convexe.

Exercice 4

1. Afin de simplifier les calculs, remarquons g est une fonction polynomiale vérifiant, pour
tout (z;y) de R? :
g(x;y) = 2° + 42 + 4y + 4ay.

Clairement, le gradient de g vaut donc :

V(z;y) € R?, (Vg)(x;y) = (322 + 8z + 4y ; 4x + 8y).

De méme, aprés quelques calculs, la matrice hessienne de g est :

W) e B Do) = (70 1))

2.a. Les points critiques de g sont les couples de réels (z;y) qui annulent le gradient de g,
c’est-a-dire les couples (z ;y) vérifiant :

322 +8x +4y =0
4x 4+ 8y =0,

c’est-a-dire :
322 +8x +4y =0
4y = —2z.
En remplacant 4y par —2x dans la premiére équation, et en divisant les membres de la
seconde équation par 2, nous obtenons :

322+ 62 =0
2y = -7,

et finalement :
3x(z+2)=0
T = —2y.

La fonction g admet donc bien deux points critiques, qui sont (0;0) et (—2;1).

2.b. En (0;0), le hessien de g vaut 48 et les quantités r et t sont strictement positives.
Ainsi, g admet un minimum local au point (0;0).

En revanche, en (—2;1), le hessien de g vaut —48. Le point (—2;1) est donc un point col
pour g.

| La conclusion attendue est donc démontrée. |




2.c. Il est intéressant de remarquer 1’égalité suivante, valable pour tout réel x :
g(x;0) = 2°(z + 4).

Ainsi, la fonction g prend des valeurs négatives; par exemple : g(—5;0) < 0.

Le minimum trouvé a la question précédente ne peut donc pas étre global ; en effet, s’il était
global, nous aurions en particulier :

g(=5;0) > g(0;0),

et donc

ce qui est absurde.

Le minimum de g n’est donc que local, et non global.

3. Si la fonction g était convexe, elle n’admettrait aucun point col; de méme si g était
concave. D’aprés la question précédente, le point (0;0) est un point col pour g. Conclusion :

la fonction n’est ni concave, ni convexe.




Prénom NOM :

ANNEXE (& rendre avec la copie)

1. On considére la fonction g définie par g(x;y) = /622 + y2 + 2 pour tout (z;y) de R2.
Quelle égalité est vraie?

dg 2 dg 1 dg 2 dg 1

a—=(1;1)=— a—=(1;1) == a—=(1;1)=— M —(1;1)==

2. De combien augmente x3y? lorsque x passe de 4 & 4,2 et y passe de 5 & 4,97

Q de 3% environ Q de 7% environ & de 11 % environ Q de 19% environ

3. Soit f la fonction définie pour tout réel x et pour tout réel y par f(z;y) = 1+ 22% + ¢
Si C désigne la courbe de niveau de f passant par le point (1;2), quel point appartient a C ?

o (—V/3;0) Q(2;1) Q (1;06) Q(0;-8)

4. On note D l'ensemble de définition de la fonction (z;y) — In(1 — 2%) + 2v/3y. Que
peut-on dire de D dans R??

O D est ouvert & D est convexe O D est borné d D est fermé

5. Dans R?, on considére la surface S d’équation z = 22? — 2. Le plan tangent a S au point
(1;2;—2) est noté P. Quelle est une équation de P ?

Uz=-2+4r —4y Qz=1+42z—2y o z=2+4z — 4y Uz=-2-2r+4y

6. Lequel de ces couples est un point col de la fonction (x;y) — z* — 423 + 4% +¢¥ —y?

Q(-1;0) Q (0;0) W (1:0) Q(2;0)

7. On consideére une fonction f, définie et de classe C? sur ]0; +00[x]0; +oc[, dont le seul
extremum est un maximum atteint en A(1;4). Quelle affirmation est nécessairement vraie ?

" A est un point critique de f QA f est concave U le maximum est global QO f n’existe pas

8. Que peut-on dire de ensemble {(z;y) € R* 3z —y+ 1< 0} 7

U il est ouvert U il est compact o il est convexe U il est borné

9. A l'aide de I'approximation affine de la fonction (z;y) +— 2¥ en (1;3), quelle valeur
trouve-t-on pour (1,02)391?

91,03 Q0,97 M 1,06 0,95

10. Lequel de ces couples est un point critique de la fonction (z;y) — 22 +y* — 23 — 17

“(0) o) el a(id




