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‘PREMIER DEVOIR DE CONTROLE CONTINU‘

Exercice 1 [4,5 points]

On note ¢ la fonction définie pour tout réel z par p(x) = z — /8 + 22. On admet que ¢ est
une fonction de classe C! sur R.

1. Démontrer que ¢’ ne s’annule pas. Que peut-on alors dire des extremums de ¢ 7 Justifier.

2.a. Etablir le développement limité de ¢ & I'ordre 1 en 1.
2.b. En déduire une valeur décimale approchée de ¢(1,09).
2.c. Donner une équation de la tangente a la courbe représentative de ¢ au point d’abscisse 1.

Exercice 2 [4,5 points]

Soit ¢ la fonction définie par g(z) = (14 x)e= pour tout z de ]0;4oc].
1. Sans calculer la dérivée de g, montrer que g est de classe C! sur ]0; +oo].
2. Calculer 'expression ey (z) de I'élasticité de g, pour tout réel strictement positif .

3. La variable z, initialement égale & 2, augmente de 12%. A l'aide d’un calcul approché,
déterminer la variation relative de g(z) liée a cette augmentation.

4. On suppose que z passe de 4 & 3,2. De quel pourcentage approximatif varie alors g(z)?

5. Quelles sont les valeurs du réel = pour lesquelles e,(z) vaut 17

Exercice 3 [6,5 points]

Soit f la fonction de deux variables réelles définie par f(x;y) =1In (1 + g).
x

1.a. Déterminer ’ensemble de définition de f, noté D. Tracer D sur ’ANNEXE.
1.b. L’ensemble D est-il une partie convexe de R?? Justifier.
1.c. Sans justifier, dire si D est ouvert, fermé, compact.

2.a. Expliquer pourquoi f est une fonction de classe C! sur D.

. . 0 0 L .
2.b. Calculer les expressions des fonctions —f et — en les simplifiant au maximum.

or Oy

3. Déterminer la courbe de niveau 0 de f.

Exercice 4 [4,5 points]
Dans R?, on pose A = (5;3), B=(-3;—-1) et C = (2;4).
Le but de I'exercice est de déterminer une équation du cercle passant par A, B et C.

1.a. Donner les coordonnées du milieu I de [AB].
1.b. Donner une équation de la droite & passant par I et perpendiculaire & (AB).

2. Expliquer pourquoi la droite 2’ perpendiculaire a (BC') et passant par le milieu de [BC]
a pour équation x +y — 1 = 0.

3. Montrer que Z et 2’ se coupent en un point € dont les coordonnées sont (2; —1).
4. Donner une équation du cercle % de centre 2 et de rayon QA.
5. Vérifier que les points A, B et C' appartiennent au cercle % .

6. Quel nom particulier donne-t-on au cercle passant par trois points non alignés de R? ?
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CORRECTION

Exercice 1

1. La dérivée de ¢ vérifie ¢'(x) =1 — pour tout réel x.

x
V8 + x?
Si ¢ s’annulait, il existerait donc un réel x vérifiant :

T

V8 + 2’

1=

c’est-a-dire tel que :

V84 a2 =u.

En élevant au carré , nous obtiendrions :
8 + 22 =22,

ce qui est manifestement impossible.

La dérivée de ¢ ne s’annule donc jamais.

Si ¢ admettait un extremum en un réel a, alors a serait un point critique de ¢, or nous
venons de montrer que ¢ n’admet aucun point critique puisque ¢’ ne s’annule pas.

La fonction ¢ n’admet donc aucun extremum sur R.

2.a. Comme ¢ est de classe C! sur R, il existe une fonction e qui vérifie, pour tout = de R :

o@)=e1)+ ¢ (1)(z—1)+ (x — 1)e(x — 1), avec lime(x — 1) = 0.

r—1

En remplagant les valeurs ¢(1) et ¢/(1), nous obtenons :

plr) = -2+ %(x — 1)+ (x —1)e(z — 1), avec lime(x — 1) = 0.

z—1

2.b. Lorsque x est un réel proche de 1, il est possible de négliger le reste du développement
limité précédent et d’écrire :

2
o(x) =~ =2+ g(x —1).
En particulier, nous obtenons :

2
2(1,00) & —2 + 3 x 0,09.

Tous calculs effectués :

©(1,09) ~ —1,04.




2.c. Une équation de la tangente demandée se lit dans le développement limité précédent,
en conservant les termes d’ordre 0 et d’ordre 1. Nous obtenons :

2
y:—2—|—§($—1),

ce que 'on peut simplifier en :

Exercice 2

1. La fonction inverse est de classe C! sur |0 ; +o00] et la fonction exponentielle est de classe C*
sur R. Par composition, nous pouvons donc affirmer que x +— e+ est de classe C! sur 105 400].

D’autre part,  — 1+ x est une fonction affine : elle est donc de classe C' sur ]0; +o0.
Finalement, par produit :

la fonction g est de classe C* sur ]0; +o0].

2. Pour tout z de ]0; 00|, nous avons, aprés quelques calculs non détailés ici :

24+r+1
— 3 ¢

g'(x) =

T

Ainsi, I'élasticité de g est définie pour tout = de |0;+oo[ par :

2 +x+1

¢q(7) = 2+

3. Nous savons qu’il est possible d’écrire, si h est un réel proche de 0 :

g(2+h)—g(2)~ 24+ h—2
o) R eg(2) X —

Avec les données de 1’énoncé, nous avons donc :

g2+ 12% x 2) — ¢(2)
9(2)

et donc :

g2+12% x2)—g(2) 7
9(2) 6

pour finalement obtenir :

g(2+12% x 2) — g(2)

~ 14 %.
9(2) ’

Si z augmente de 12 % a partir de 2, alors g(z) augmente de 14 % environ.




4. De méme qu’a la question précédente, nous avons :

9(3,2) —g(4) _ 3,24
O eq(4) % —
et donc : (3.2) ) o1
glo, —4g
ey N 5g X (—20 %),
d’ou finalement : (32) )
glo, —9g
A7 N 91%.
9(4) ’

Si z passe de 4 a 3,2, alors g(z) diminue de 21 % environ.

5. D’aprés la question 2., si un réel = vérifie e,(x) = 1, alors il vérifie :
P +r+1=2"+u.

En simplifiant, nous obtenons :
1=0.

Il n’existe donc aucun réel x satisfaisant I'égalité ey4(x) = 1.

Exercice 3

1.a. A cause du logarithme népérien et du quotient, 'ensemble D est :

D:{(:U;y)ER2,x7é0et 1+g>0},
T

qu’il est intéressant de réécrire :

D—{(x;y)eRQ,x#Oetx+y>O}.
T

Afin d’étudier le signe du quotient, on étudie le signe du dénominateur et du numérateur.
De maniére plus précise, si x et y sont deux réels tels que x # 0, nous avons :

r4+y>0etax>0

T+
Y >0 <= { ou
v r+y<0etx <O
Afin de représenter D, il suffit donc de tracer les droites d’équations respectives y = —x et

x = 0 et de se placer dans les demi-plans correspondant aux inéquations.
1.b. Supposons que D soit une partie convexe de R%. Nous avons :
0
1#0et 1+I > 0 donc (1;0) est dans D,

0
—1#0et 1+—1>Odonc (—=1;0) est dans D.

Comme D est supposé convexe, le segment joignant les deux points précédents doit étre
inclus dans D ; en particulier, le milieu (0;0) de ce segment doit appartenir & D, or ce n’est

pas le cas puisque nous n’avons pas 0 # 0. ‘L’ensemble D n’est pas convexe.




1.c. ‘L’ensemble D n’est ni fermé, ni compact. Il est ouvert.

2.a. La fonction (z;y) — 1+ J est de classe C! sur D comme fraction rationnelle ; de plus,
x

si (z;y) est dans D, alors 1+ Y est dans |0; +oo[. D’autre part, la fonction logarithme népérien
x

est de classe C! sur ]0; +00[. Par composition, nous pouvons affirmer :

la fonction f est de classe C! sur D.

2.b. Pour tout (x;y) de D, nous avons, apres calculs et simplification :

of .y of, . 1
%(x’y)_x(x—i—y) et 8y<x’y)_x+y

3. Par définition, la courbe de niveau 0 de f est ’ensemble noté Cy et défini par :
Co={(z;y) €D, f(z;y) =0}.
Il est possible de réécrire cet ensemble des fagons suivantes :
Co = {(x;y) e D, ln<1+%) :O} puis Cy = {(:L‘,y) e D, 1—1—%: 1},

puis Cy = {(x;y) €D, % :O} et enfin Cy={(z;y) € D, y=0}.

La courbe de niveau 0 de f est la droite d’équation y = 0 privée du point (0;0).

Exercice 4
A+ B

1.a. Comme I est le milieu de [AB], nous pouvons écrire [ = .Dela:

= 5—3;3—1 .
2 2

Le point I a pour coordonnées (1;1).

1.b. La droite Z est I'ensemble des points M de R? tels que M et AB sont orthogonaux.
En notant M = (z;y), on a :

— —
IM=(x—1;y—1)et AB=(—-8;—4).
Nous pouvons donc écrire :

T 4B =0

_@:{MER2,IM-AB:0

7 ={(z;y) eR?* —8(xz—1) —4(y — 1) =0}.

Apreés calculs et simplification :

9 ={(z;y) eR? -2z —y+3=0}.




—
2. Comme 2’ est perpendiculaire a (BC'), le vecteur BC' est un vecteur normal & 2’ or
—
nous avons BC' = (5;5). Une équation de la droite 2’ est donc de la forme :

2 +dy +c=0,

ou ¢ est un réel que I'on détermine en invoquant que le milieu de [BC] appartient a 2’. Le

3
milieu de [BC] étant égal a <7 ; §>, nous avons :

-1 3
HX — +5H X — =0
X 2+ ><2—|—c ,

c’est-a-dire :
c= —H.

En simplifiant par 5, nous obtenons :

‘une équation de 2" est z +y — 1 = 0.

3. Un point (x;y) de R? appartient a la fois & 2 et a 2’ si, et seulement si :

—2r—-—y+3=0
r+y—1=0,

donc si, et seulement si :

r—2x+3—-—1=0.

y=-1
T =2.

‘Ce qu’il fallait démontrer. ‘

{ y=—-2r+3

Apreés calculs :

4. Le rayon du cercle € est égal a la distance (A, qui vaut :

QA=+/(5-2)2+(3—(-1))%

Le rayon R de ¥ vérifie donc :
R =5.

Une équation de € est donc (z —2)* + (y + 1)® = 52

5. Il suffit de montrer que les coordonnées respectives des points A, B et C' vérifient ’équa-

tion de ¥. Nous avons :
(5-2+3B+1)2=25
(=3 —-2)24+(-141)*=25
(2—2)+ (4+1)? = 25.

‘Le cercle passant par A, B et C' est donc bien le cercle € .

6. Nous savons depuis le collége (sic!) que le cercle passant par trois points non alignés du

plan est ‘le cercle circonscrit au triangle formé par ces points. ‘




