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Chapitre 1

Raisonnements

1.1 Les quantificateurs

1.1.1 Notations : Les ensembles classiques de nombres

Nous notons IN ’ensemble des entiers naturels, comme par exemple 1 ou 23, on écrit 23 € IN.
I’ensemble des entiers relatifs est noté Z, par exemple —3 € Z mais aussi 4 € Z. Ainsi, IN
est un sous-ensemble de Z. Enfin, ’ensemble des nombres réels est noté IR, il comprend tous
les nombres comme 7 ou 45/789. On note IR* (resp. IR™) I'ensemble des nombres réels positifs
ou nuls (resp. négatifs ou nuls). On désigne par IR* ensemble de tous les nombres réels non
nuls. Les intervalles sont un type d’ensemble trés important en analyse :

Définition 1.1.1 Un intervalle de IR est une partie de IR qui contient tout nombre réel compris
entre deuz de ses éléments. Soit a < b, il existe 10 formes possibles pour un intervalle :
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Exemple 1.1.2
] —00,3] ={z € R tel que x <3}, ]2,4] = {z € R tel que 2 < xz < 4}

1.1.2 Définitions

Une proposition mathématique est un énoncé qui est soit vrai soit faux. Pour écrire une
proposition mathématique, on utilise des quantificateurs. Par exemple pour tout réel z, on a
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224+ +1 > 0. Dans les formules, ”pour tout” se note ”V”, et " est dans IR” se note "z € IR”.
La proposition précédente s’écrit :

Vo€ R,2*> +24+1>0.

De méme il existe au moins un réel z tel que 22 + z + 1 > 0. Dans les formules, "il existe”
se note ”3”. La proposition précédente s’écrit :

3x€R7x2+m+120.

Plus généralement,

Définition 1.1.3 Soit E un ensemble et P(x) une proposition qui, pour toute valeur donnée a
x dans E est soit vrai soit faux. On a
— La proposition : < Pour tous les éléments x de E, la proposition P(x) est vraie > s’écrit en
abrégé :
Vx € E, P(z).
— La proposition : < il existe au moins un élément x de E tel que la proposition P(x) est vraie

> s’écrit en abrégé :

Jr € E, P(x).

— La proposition : < il existe un et un seul élément x de E tel que la proposition P(x) est vraie
> s’écrit en abrégé :
z € E, P(x).

Y s’appelle le quantificateur universel et 3 s’appelle le quantificateur existentiel.

Importance de l'ordre : dans un énoncé comprenant plusieurs quantificateurs, 'ordre dans
lequel ils interviennent est important. Considérons les deux propositions suivantes :

P1: “Pour tout réel z, il existe un entier naturel n tel que z < n”.
P2 : “Il existe un entier naturel n tel que, pour tout réel z, z < n”

La premiere proposition est vraie : pour n’importe quel réel donné, on peut trouver un entier
naturel qui est plus grand que ce réel. En revanche, la seconde proposition est fausse : il n’existe
pas d’entier naturel qui soit plus grand que tous les réels (si je fixe un entier naturel n, il y aura
toujours des réels x tels que x > n, par exemple x = n+ 1). Le probléme vient du fait que dans
la premiere proposition, n peut dépendre de x, alors que dans la deuxiéme proposition, le n ne
dépend pas de z.

Exemple 1.1.4
Vo € R, z2+ 1> 0 est vraie et signifie

quelque soit x réel, x2 + 1 est strictement positif.

Exemple 1.1.5
Jx € [2,4], x> 3 est vraie et signifie

il existe x compris entre 2 et 4 tel que x soit strictement supérieur a 3.

Mazis
Vo € [2,4], = > 3 est fauz.
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Exemple 1.1.6 Ordre des quantificateurs :

Vo e RY, 3y € R, ==y est vraie et signifie
quelque soit x réel positif, il existe un réel y dont le carré vaut x.
(y est \/x ou —\/x, le réel y dépend de x).
Par contre Iy € R, Vo € RT, x =y? est faux.
1.1.3 Implication et équivalence

Soit P et ) deux propositions mathématiques , la notation P = @ se lit P implique @ et
si P = @ est vraie, cela signifie que si P est vrai, alors ) est vrai.

Si P implique @, on dit qu'une condition nécessaire pour que P soit vrai est que @ soit
vrai ou aussi une condition suffisante pour que @ soit vrai est que P soit vrai.

On dit que P et @ sont équivalentes si P implique @ et @ implique P. On appelle réciproque
de P = @ la proposition Q = P.

Exemple 1.1.7
Vee R, (x+4>8= x>0) est vraie et signifie

quelque soit x réel, si x + 4 > 8 est vraie, alors x est strictement positif.

Exemple 1.1.8
Vr € R, (r>0= x> 8) est fausse.

En effet 1 est strictement positif et pourtant 1> = 1 est inférieur a 8.

Exemple 1.1.9 Soit
Vo € R, P(z)=az?+ bz +c,

avec (a,b,c) € IR® avec a # 0. P est une fonction polynomiale.
On pose A = b% — 4dac alors

A<0& Ve e R, P(x) #0 est vraie et signifie

une condition nécessaire et suffisante pour que le polynéme P n’ait pas de racines est que le
réel A soit strictement négatif.

ou encore

Pour que le polynome P n’admette pas de racine, il faut et il suffit que le réel A soit
strictement négatif.

On a aussi

A>0< 3z € R, P(x) =0 est vraie et signifie

Pour que le polynome P admette au moins une racine, il faut et il suffit
que le réel A soit positif.

Exemple 1.1.10
Vz € IR, (x2 <4 & —2<zx<2) est vraie
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1.2 Quelques formes de raisonnement

1.2.1 Par contre-exemple

On utilise un contre-exemple pour infirmer une propriété présentée comme générale. Par
exemple soit P la proposition

V(z,y) € RY, VTFy=a+ .

Cette proposition est fausse puisque pour z =4 et y =9, \/z + Vy=>5et Jr+y=+v13.

1.2.2 Par contraposée

Soient P et Q deux propositions. Pour montrer que la proposition “P = Q” est vraie, il
est équivalent de montrer “(Non Q) = (Non P)”. La proposition non P est la négation de P.
Ainsi P est vraie si et seulement si non P est fausse.

Par exemple si P="le sol est sec” et Q="il n’a pas plu”. Dire que “P = ()" soit "si le sol
sec alors il n’a pas plu” peut se démontrer en disant que si Non @ (c’est-a-dire, “s’il a plu”),
alors Non P (c’est-a-dire “le sol est mouillé”).

Un autre exemple, soit x un réel fixé, on considere la proposition

Ve>0, |z|<e=z=0.

On note P la proposition Ve > 0, |x| < € et Q la proposition = 0. La négation de P est
Je > 0, |z| > € et la négation de Q est x # 0. La contraposée de P = @ est

x#£0=3e>0, |z|]>e

Or si x est non nul, |z| est strictement positif. On pose € = %, ce réel € est strictement positif

et on a bien I'inégalité donc non @ est vraie. La contraposée est vraie donc P = @ est vraie.

1.2.3 Par ’absurde

Pour montrer une proposition P, on suppose que P est fausse, et on cherche a aboutir & une
contradiction.
Par exemple, on considére la proposition P

Vee R, x(x—1)+9z — (z+5)(x + 3) #0.
La négation est
JreR, z(x—1)+92— (x+5)(r+3)=0.

Si la négation est vraie, il existe un réel x tel que z(x — 1) + 92 — (z + 5)(z +3) = 0. Or en
développant cette expression, on obtient —15 = 0 ce qui est faux donc P est vraie.

1.2.4 Par récurrence

On se sert du raisonnement par récurrence pour montrer qu'une famille de propositions
P(n), indexée par des entiers naturels n € IN, est vraie pour tout entier n. Le principe est de
montrer

1. Initialisation : P(0) est vraie,

2. Hérédité : Soit un entier n > 0, on suppose que si P(n) est vraie (hypothése de récurrence),
alors P(n + 1) est vraie également.
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Si on arrive & montrer que (1) et (2) sont vraies, alors la méthode de récurrence permet d’affir-
mer que P(n) est vrai pour tout n € IN.

Exemple 1.2.1 on veut montrer que la somme S, des n premiers entiers naturels est égale
a n(n+1)/2. Appelons P(n) cette proposition. Il est clair que P(1) est vraie, puisque S1 =
1 = 1(1 4+ 1)/2. Supposons que P(n) soit vrai pour un certain n (hypothése de récurrence),
et montrons que P(n+1) Uest aussi. Comme Spt1 = S, + (n+ 1), on a, par hypothése de
récurrence,

n(n+1 nn+1)+2n+1 n+1)((n+1)+1
s = Su (e 1) =MDy DAY (o (k) )
Donc P(n+1) est vrai. Par récurrence on en déduit que P(n) est vrai pour tout n, c’est-a-dire
que S, = @ pour tout n € IN*.

Exemple 1.2.2 Dans cet exemple, nous montrons que U’hérédité ne suffit pas c’est-a-dire on
peut avoir P(n) implique P(n + 1) vrai pour tout entier n et pourtant P(n) est fausse. On
consideére la propriété
Yn € IN, P(n) : 3 divise 4" + 1.
Soit un entier n, on suppose que P(n) est vrai. On a
4mHl 41 =4 x4 +4-3=44"+1)+3,

or par hypothése de récurrence, 3 divise 4™ +1 donc 4(4™ 4+ 1)+ 3 donc P(n+ 1) est vraie. Par
contre P(0) est fausse car 3 ne divise pas 5. On ne peut donc pas conclure. On peut montrer
que pour tout entier n, P(n) est fausse.

1.3 Les ensembles

1.3.1 Union, Intersection, inclusion et produit cartésien

Un ensemble est une collection d’objets.

Le symbole () désigne I’ensemble vide, qui n’a aucun élément. Un ensemble qui ne contient
qu’un seul élément s’appelle un singleton.

Si A et B sont deux ensembles , la réunion de A et de B notée AU B qui se lit A union B
est ’ensemble formé par les éléments qui appartiennent & A ou a B.

R"UR =R
De méme, 'intersection de deux ensembles A et B se note AN B et se lit A inter B est
I’ensemble des éléments qui appartiennent a A et a B. Par exemple,

RYNIR™ ={0}, ] —o00,1]N]2,4] =0, {1,4,6}N{1,4,5} = {1,4}, ] —o0,1]N]2,4] =0

On dit qu'un ensemble A est inclus dans un ensemble B si tous les éléments de A sont inclus
dans B. On note A C B.

INcCcZ C RR.

Soit F un ensemble, et A une partie de F c’est-a-dire A C F, on appelle complémentaire
de A dans E noté A I'ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans A. Par exemple le
complémentaire de IR" est IR™*.

Le produit cartésien de A et de B, qui se note A X B et se lit A croix B, est ’ensemble des
couples (a,b) tels que a € A et b € B. L’ordre est important : ensemble A x B n’est égal &
B x A que si A= B. Dans ce cas on note A2 = A x A.
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1.4 Compléments sur les réels

Manipulation du signe X
n

La somme de n nombres réels x1 + x2 + - - - + x,, se note Z zy. Le résultat dépend de n, on

k=1
le notera donc S,,, mais ne dépend pas de k. On dit que k est un indice muet. On peut donc

écrire
n n
S, = E T = E z;.
k=1 i=1

n n
En particulier, si tous les xj sont égaux a un réel a : g a = na et g a=(n+1)a.
k=1 k=0

n n n
D’autre part : Z(axi +by;) = az x; + bz y; ol tous les nombres sont des réels.
i=1 i=1 i=1

Formule du binéme

Pour tout entier naturel n non nul, le nombre n! qui se lit factorielle n représente le produit
des n premiers entiers.
Par convention 0! = 1.

Combinaison

Pour 0 < k < n, le nombre (}}) se lit k parmi n et vaut #lk),

Proposition 1.4.1 Formule du binéme de Newton

Vn € IN*, Y(a,b) € IR, (a+b)" = Z (Z) akpnh = Z (Z) bram k.

k=0 k=0




Chapitre 2

Etude de fonctions

Ce paragraphe rappelle les fonctions dites usuelles : valeur absolue, fonctions polynomes,
exponentielle, logarithme et fonctions puissance.

2.1 Généralités sur les fonctions

2.1.1 Ensemble de définition

Définition 2.1.1 Une application f est la donnée d’un ensemble de départ, d’un ensemble
d’arrivée, et d’une regle de calcul qui associe a tout élément x de l’ensemble de départ un unique
élément de Uensemble d’arrivée, noté f(x) et appelé image de x par f. La régle de calcul est
notée x — f(x).
Le domaine de définition d’une fonction est [’ensemble des réels x pour lesquels le calcul de
f(x) est possible.

2.1.2 Continuité, dérivablité

Définition 2.1.2 Soit xy un réel et soit f une fonction définie sur un intervalle ]a,b| qui
contient xg. La fonction [ est continue en xq si

lim f(x) = f(xo).

Tr—rT0o

La fonction f est continue sur |a,b| si la fonction f est continue en tout point de |a,b[. De plus
la fonction f est continue a droite en a si

lim f(z) = f(a).

r—at

et la fonction [ est continue a gauche en b si

lim f(z) = f(b).

r—b—

Nous rappelons la notion de taux d’accroissement et de dérivée en un point :
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Définition 2.1.3 Soit a un réel et soit f une fonction définie sur une partie D qui contient a.
On appelle taux d’accroissement de f en a, noté 0,(x), la fonction quotient définie par

Ve € D\ {a}, 0.(x) = M.

T —a
La fonction f est dérivable en a si la fonction 0, a une limite lorsque x tend vers a. On note
f'(a) cette limite.

On dit que f est dérivable sur D si f est dérivable en tout point de D et on note f' la fonction
dérivée de f.

On rappelle les regle de dérivabilté :

Proposition 2.1.4 Si f et g sont deuzr fonctions dérivables sur un domaine D inclus dans IR,
on a

1. Pour tout réel a, f + ag est dérivable sur D et (f +ag)' = f' +ag’.

2. Le produit fg est dérivable et (fg)' = f'g+ f¢'.

3. Si la fonction g ne s’annule pas sur D, f/g est dérivable et (f/g) = (f'g — fg')/9°.

4. Sila composée f o g est définie sur D alors f o g est dérivable et (fog) = (f' og) x g’

2.1.3 Fonctions bijectives

Définition 2.1.5 bijection

Soit I un intervalle de IR et [ une fonction définie sur I. On dit que f est bijective de I sur
f(I) ou est une bijection de I sur f(I) si pour chaque y € f(I), Uéquation y = f(x) d’inconnue
x admet une unique solution x € I.

Si f est bijective de I sur f(I), on peut définir la fonction réciproque de f notée f=1 définie
sur f(I) par : pour chaque y € f(I), f~*(y) est l'unique solution dans I de l’équation y = f(z).

Proposition 2.1.6 Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I,
alors f réalise une bijection de I sur f(I).

2.1.4 Concavité

Définition 2.1.7 concavité
Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle ouvert I =|a,b| c’est-a-dire une fonction
deux fois dérivable sur I et dont la dérivée seconde est continue sur I, On dit que f est conveze

sur I st pour tout réel x € I, f"(x) > 0. De méme on dit que f est concave sur I si pour tout
réelxz eI, f"(x) <O0.
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Proposition 2.1.8 Soit f une fonction convexe sur un intervalle ouvert I =]a,b|, alors
Vael, Vo el, f(x)> f(a)+ f'(a)(z —a).

Cette inégalité exprime que le graphe de f est au-dessus de toutes ses tangentes lorsque f est
conveze.

De méme soit [ une fonction concave sur un intervalle ouvert I =]a,b[, alors

Vael, Vzel, f(z) < f(a)+ f(a)(z —a).

2.2 Les fonctions usuelles

2.2.1 Valeur absolue

Définition 2.2.1 Pour tout réel x, on appelle valeurs absolue de x le réel positif noté |x| tel

que
= T six >0
=Y =z siz<o0

Remarque 2.2.2 |z| représente la distance de x a 0.

Proposition 2.2.3

Vee R, Va € RY, |z|<a+= —a<zr<a<+=12c[-a,q]

|| > a<—= (z>a ouzr < —a)
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Théoréme 2.2.4 Propriétés fondamentales
- (1)

Ve e R, || >0 et |x| =0<= z =0;
e 2
V(z,y) € R” |zy| = || [y|

- (3) inégalités triangulaires :
2] = [yl < [z +yl < |2 + [y

— Valeur absolue et racine

- (4)
Vo e R, Va2 = |z| et |z|° =2

- (5)
Vee RVae RT, 2> =a <=z =+Va
- (6)
V(z,y) € R? 2* <y <= || <y
- (7)
si.ab >0, Vab = /|a]\/]b]

Proposition 2.2.5 La fonction valeur absolue est
— définie, continue sur IR

- dérivable sur IR*

- paire : Yz € R, |—z| = |z|

lim |z|= lim |z|=+4oc0
r—+00 T——00

2.2.2 Fonctions polynomes

Définition 2.2.6 La fonction puissance Pour tout entier non nul n € IN*, la fonction
puissance f, est définie par
Ve e R, fp(x)=2z".

Pour n =0, fy est la fonction constante égale a 1.

Proposition 2.2.7 Dérivée Pour tout entier n, la fonction puissance est dérivable et

Ve € R, VYnc IN*, (2") =na""!

Exemple 2.2.8 (2?) =2z et (23)" = 322
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Définition 2.2.9 Polynoémes et Fraction rationnelle Pour tout entier n € IN, la fonction
P est un polynome si l’on peut écrire

Ve e R, P(x)=ap+ -+ apx"

ot (ag, -+, a,) € R" Y. Sia, #0, on dit que le degré de P est n.
Une fraction rationnelle est le quotient de deux polynémes.

Exemple 2.2.10
Vo € R, P(z)=4+3x+82> et P/(x) =3+ 242
Exemple 2.2.11

Ve e R\ {1}, F(ac):zr—i—1 etF’(m)zﬁ

rx—1

2.2.3 Le logarithme

Définition 2.2.12 La fonction logarithme népérien notée In est définie sur IRT* et

"dr

VY >0, In(x) =
1 t

La fonction In est la primitive de % qui s’annule en 1 donc In est continue, dérivable sur IR™*

Proposition 2.2.13 On a les propriétés suivantes :

1.
1 -1
v >0, (In)'(z)==, (In)"(z)=—
v >0, (n)(@) =, ()'(x) =
donc In est concave sur IRT*
2.
In(1) =0 et In(e) =1
3.
lim In(z) = —oco, et lim In(z)=+o0
r—0+ T—r+00
4.

Yz >0, Yy >0, In(zy) =In(x) + In(y)

On en déduit pour tous réels x et y strictement positifs

mé) — “ln(), In(

]|

) = In(y) — In(x)

Proposition 2.2.14 In est une bijection de IR™* sur IR, on en déduit qu’il existe une
application réciproque de In qui est l’exponentielle

Ve >0, Yye R, ln(z) =y xz=2¢€".
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Définition 2.2.15 logarithme en base a € IR™™ \ {1} On définit le logarithme en base a
noté log, par

Vo >0, loge(x) =

log, est une bijection de IR™ sur IR

Ve >0, Yy € R, log,(z) =y < x=ad".

Exemple 2.2.16 exemple logarithmes décimauz avec a = 10

Ve >0, Yy € R, logio(z) =y < x = 10"

2.2.4 La fonction exponentielle

Définition 2.2.17 La fonction exponentielle est la fonction réciproque du logarithme népérien

Ve € R, Yy >0, y=exp(z)=¢e" <z =1I(y).

Proposition 2.2.18 On a les propriétés suivantes :

1.
Vz € R, (exp)(z)=¢€", (exp)’(x)=¢e".
L’exponentielle est une fonction convexe sur IR.
2.
e’ = 1,
3.
lim ¢*=0, lim e* =400
T—>—00 T—+00
4.

1 .
Ve € R, Vy € R, "V =¢"e¥ e =—, (e")¥=¢e".
GCE

2.2.5 La fonction puissance

Définition 2.2.19 Soit o € IR, la fonction puissance o est défiie sur IR™ par

Vo >0, z® =@




2.2. LES FONCTIONS USUELLES

Proposition 2.2.20 On a les propriétés suivantes

1. La fonction puissance est définie, continue et dérivable sur IR™T*

Vo >0, (%) =az® !, ()" =a(a— 1)z,

2.
“+00
lim z% = 1
Tr— 400 O
0
lim z% = 1
rz—0t +00

sta>0
sta=0
st <0

sta>0
sta=0
st <0

Proposition 2.2.21 Croissances comparées Soit o« € IRT™ et € IR™, on a

1.

ePr
lim — = 400,
r—+oo %
2. | N
g m@)*
r——+00 175
On en déduit
lim |z|e’* =0, lim |In(z)|*2® =0
xr—>—00 x—0t
Exemple 2.2.22
eQ:v
= —’—007

11m ——
T—+00 £ZE3/2
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Chapitre 3

Intégrale sur un segment

3.1 Définition de l’intégrale d’une fonction continue

3.1.1 Tableau des primitives usuelles a connaitre

Fonction Intervalle Primitive
a € R*, e*® R Leom 4 ¢
a€ R\ {1}, a® = e*In(®) R r%a) a® +c
a€ R a+# -1, z“ dépend de « “f:_: +c
1/x ] — 00,0 ou |0, +00[ | In(|z]) + ¢

3.1.2 Définition de l'intégrale sur un intervalle fermé borné

Soit f une fonction continue sur un intervalle I (non vide et non réduit & un point)
de R.

D’apres le théoreme de Darboux, f admet une infinité de primitives sur I qui different entre
elles d’une constante.

Dong, si F et G sont deux primitives de f sur I, il existe un réel c tel que :

Ve eI, G(z) = F(x) +c.

Par suite, Va € I, Vb € I, G(a) = F(a) + c et G(b) = F(b) + c.
En soustrayant membre a membre les deux égalités précédentes on obtient :

G(b) — G(a) = F(b) — F(a).

Autrement dit, le nombre réel F(b) — F(a) est indépendant de la primitive choisie. Cette re-
marque permet de donner la définition suivante :

Définition 3.1.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I (non vide et non réduit a
un point) de IR et F' une primitive quelconque de f sur I.

Alors, V(a,b) € I?, le nombre réel F(b) — F(a) est indépendant de la primitive F choisie et
s’appelle intégrale définie de f entre les bornes a et b.

On le note : ff f(z)drx = F(b) — F(a) = [F(2)]% ce qui s’énonce somme de a a b de f(z)dx.

a

17
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Remarque 3.1.2 Sia <b , on pourra raisonner sur I =[a,b] et sia>b , I =1b,al.
Le nombre f: f(z)dz est un réel qui dépend uniquement de la fonction f et des bornes a et b.
Dans cette écriture la variable x est muette : f: flz)dx = ff ftydt = f: f(u)du

Remarque 3.1.3 La définition donne : [ f(z)dz =0 et ff f(x)dx

- fba f(x)dx

3.1.3 Interpétation géométrique de la notion d’intégrale définie

On suppose le plan rapporté & un repere orthogonal (en général orthonormé). On choisit
pour unité d’aire : I’aire du rectangle construit sur les vecteurs unités du repere et on construit
la courbe représentative de f sur [a,b]. (on suppose ici a < b).

En particulier, si f est une fonction constante sur [a, b] telle que : Vz € [a,b], f(x) = con
a f: f(z)dz = ¢(b—a). Ce résultat s’'interpréte comme l'aire d’un rectangle et nous admettrons
que ce résultat se généralise comme suit :

Si f est une fonction positive, continue sur [a,b] avec a < b, alors f; f(z)dz est laire A du
domaine D du plan défini par D = {(z,y) € R*/a <z <bet 0 <y < f(z)}.

3.2 Propriétés de ’intégrale définie

3.2.1 Relation de Chasles

Théoréme 3.2.1 Relation de Chasles. Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Alors . . ,
Y(a,b,c) € I?, / f(ac)dx:/ f(q:)dx—i—/ f(z)dx

L’ordre des réels a,b, c, est sans importance mais il ne faut pas sortir de l'intervalle I.

preuve Soient (a,b,c) € I® et F une primitive de f sur I

Par définition : fab flx)dx = f flx)dx = F(a) et f f(x)dx = F(b) — F(c). Le
deuxiéme membre de la pI‘OpOblthH s ecrit F(c) — F(a) + F(b) F(c) et vaut F(b) F(a) qui n’est
autre que le premier membre.

2

Exemple 3.2.2 Calculer I z/ |x| dx.
-1

3.2.2 Linéarité

Théoréme 3.2.3 Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I alors :

b b b
Y, B) € IR2, Y(a,b) € I, / (af(@) + Bg(z))dz = oz/ f(@)dz + 5/ o(z)d

a

Cette propriété se généralise a toute combinaison linéaire d’un nombre fini de fonctions.
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29,5 2
2z° — 3
Exemple 3.2.4 Calculer I, :/ wmy.
1 €T

preuve Cette propriété découle de la linéarité de la dérivation.
Soient F' et G des primitives de f et g sur I. Alors Vz € I,

(aF + BG)'(z) = aF'(z) + BG'(z) = af(z) + By(z)
donc aF + BG est une primitive de af + Bg sur I. En appliquant la définition de 'intégrale

b
/ [af(x) + Bg(x)]dx = (aF + BG)(b) — (aF + BG)(a) = a[F(b) — F(a)] + BIG(b) — G(a)]
d’ou la conclusion en réutilisant la définition de I'intégrale.

Remarque 3.2.5 Ne pas confondre relation de Chasles et linéarité. Pour la relation de Chasles
il y a une seule fonction et on 7 divise” lintervalle d’intégration. Pour la linéarité il y a un
seul intervalle et on 7 fractionne ” la fonction.

Remarque 3.2.6 Attention pour le produit
Si les deux fonctions f et g sont continues sur I, alors la fonction produit fg est continue sur
I et on peut définir l'intégrale f; f(@)g(z)dx . Mais hélas, il n’y a pas de formule générale reliant

lintégrale f; f(@)g(x)dx auz intégrales f: f(x)dx et f:g(x)dx (On pourra dans certains cas
utiliser une intégration par parties).

3.2.3 Croissance de l’intégrale

Dans chacune des propositions qui suivent, la relation d’ordre a < b (c’est-a-dire les bornes
sont dans le bon sens) influe sur le résultat. Ces propositions devront donc étre utilisées avec
une extréme prudence.

Théoréeme 3.2.7 On a
— (1) Positivité Si f est continue et positive sur [a,b], a < b alors fj f(z)dx > 0.
- (2) Croissance f et g continues sur [a,b] avec a < b et Vx € [a,b], f(z) < g(z) =

I f@)de < [P g(a)da.

preuve

— Preuve de (1) La fonction f étant continue sur [a, b], elle admet une primitive F' sur [a, b]. Comme

la dérivée f de F est positive sur [a, b], on en déduit que F est croissante sur [a, b]. Par conséquent,
sia < bona F(a) < F(b), c'est-a-dire F(b) — F(a) > 0, d’ou le résultat.

— Preuve de (2) En appliquant le résultat (1) a la fonction (g — f) qui est positive sur [a,b], on

obtient le résultat (2) en utilisant la linéarité de V'intégrale.

2 In(z)

l
Exemple 3.2.8 Sans calculs, on peut dire que Is = / ——=dz >0 carVx € [1,2], n(z)
1 x x

> 0.

3.3 Calculs d’intégrales définies

3.3.1 Calcul ”a vue” a l’aide du tableau des primitives usuelles

Pour calculer une intégrale donnée on peut commencer, si 'occasion se présente, par la
couper en plusieurs intégrales en utilisant, selon la fonction a intégrer, soit la relation de Chasles,
soit la linéarité.

Si la fonction dont on cherche a calculer 'intégrale est une fonction usuelle, pour laquelle
on connailt une primitive, il suffit d’appliquer la définition.
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3.3.2 Intégration par parties

Cette méthode part d’une idée toute simple, utiliser la dérivée d’un produit, et donne un
résultat tres puissant permettant de calculer de nombreuses intégrales.

Théoréme 3.3.1 Soient u et v deux fonctions de classe C! sur un intervalle I, alors :

b

b
V(a,b) € IQ,/ u(x)v' (x)dr = [u(z)v(z))} —/ o' (x)v(z)dx.

a

Ce théoreme est intéressant lorsque l'intégrale du second membre est plus facile a calculer que
I'intégrale du premier membre.

preuve La fonction v est une primitive de (uv)’ = w'v 4+ uv’ sur I. Comme toutes les fonctions
u,v,u’, v’ sont continues sur I, (uv)’ est continue sur [ et on a :

/ [u(@)v' (@) + o' (@)v(@)]de = [u(@)v(@)]

d’ou le résultat, en séparant en deux l'intégrale du premier membre a ’aide de la linéarité.

1
Exemple 3.3.2 Calculer 1 :/ xetdr.
0

On peut aussi utiliser une intégration par parties, dans le cas particulier ou il n’y a qu’une seule
fonction en posant v'(z) = 1.

3
Exemple 3.3.3 Calculer I :/ In(x)dx.
2

Comment utiliser une intégration par parties ?

— Commencer par vérifier que les fonctions u et v choisies sont bien de classe C! sur [a, b].

— Quelle fonction faut-il dériver 7 Quelle fonction faut-il ” primitiver” 7
En principe on choisit pour v’ une fonction pour laquelle on connait une primitive. Lors-
qu’une seule fonction est dans ce cas, le choix est simple, sinon il faut parfois essayer plu-
sieurs possibilités. L’objectif est toujours d’obtenir une nouvelle intégrale plus
facile a calculer que l’intégrale initiale. Plusieurs intégrations par parties successives
sont parfois nécessaires pour arriver au résultat.

3.3.3 Changement de variable

Encore une idée toute simple : utiliser la dérivée d’une fonction composée.

Théoréme 3.3.4 Changement de variable Soient g une fonction de classe C' sur un
intervalle I contenant a et b, et f une fonction continue sur un intervalle J tel que g(I) C J.
Alors :

b g(b)
) g (z)dx = w)du.
/a F(g(2)d () / L
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Comme pour l'intégration par parties, 'intérét de ce théoreme est de transformer 'intégrale
étudiée en une intégrale plus facile a calculer.

Ce théoreme est tres facile a appliquer, si I'on reconnait dans la fonction a intégrer une
fonction de la forme f(g(z))g'(x). Il reste a vérifier que g est de classe C*.

On pose alors u = g(z), du = ¢'(x)dx et on applique la proposition sans oublier de changer
aussi les bornes. On se trouve dans cette situation, par exemple, si la fonction & intégrer s’écrit :
u'et, u'u® (a # —1), % et plus généralement u'¢(u) (avec ¢ continue).

preuve La fonction g est continue sur I donc 'image g(I) est un intervalle .

— Montrons que ’intégrale du second membre est bien définie. D’apres les hypotheses, la
fonction f est continue sur J donc sur g(I) et par suite I'intégrale qui figure au second membre
est bien définie puisque g(a) et g(b) appartiennent & g(I).

— Montrons que l’intégrale du premier membre est bien définie. La fonction (f o g) est
continue sur I comme composée de fonctions continues, et comme ¢ est de classe C* sur I, il en
résulte que la fonction produit (f o g)g’ est continue sur I, ce qui assure Pexistence de I'intégrale
du premier membre.

— Calculons l’intégrale du deuxiéme membre. Soit F' une primitive de f sur J ( F existe car
f continue sur J), alors :

9(b)
[ twau=rieo) - Fiata).
g9(a)

— Calculons lintégrale du premier membre. Posons h = F o g, alors h est de classe C' sur
I comme composée de fonctions de classe C' (F est C* sur J, donc sur g(I) C J, puisque sa
dérivée f est continue sur J). On a donc : Vx € [a,b], ' (z) = F'(g9(x))d’ (z) = f(9(x))g’ () par
suite :

b b
/ fg(x))g (z)da = / h'(z)dz = h(b) — h(a) = F(g(b)) — F(g(a))

d’ou 'égalité des deux intégrales.
1
Exemple 3.3.5 Calculer I = / z(1+ %) 3da.
0

Changement de variable affine

Un changement de variable est dit affine s’il est de la forme g(z) = cx + d avec ¢ # 0

Un tel changement de variable vérifie les hypotheses nécessaires pour appliquer le théoreme. En
effet g est de classe C! sur IR!

1
Exemple 3.3.6 Calculer I; = / In(2x + 3)dx.
0

Théoréme 3.3.7 Fonctions paires ou impaires.
Soient a € R™ et f une fonction continue sur [—a, a)

0 a a a
— Si f est paire, alors f(z)dx :/ f(z)dz et donc f(z)dx = 2/ f(z)dx .
—a 0 —a 0

0 a a
- Si f est impaire, alors fz)dx = 7/ f(z)dx et donc f(z)dx = 0.
0

—a —a

Une simple représentation graphique de f permet de bien visualiser ces résultats.
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preuve Avec la relation de Chasles : fja f(z)dz = fi)a f(z)dz + foa f(z)d.

Dans ffu f(x)dz, posons : u = —z (changement affine), du = —dx et on obtient : fi)a f(x)dx =
fao f(=u)(—=du) = foa f(—=u)du = foa f(=x)dx car u est une variable muette.
D’ou les résultats, suivant que f(—z) = f(z) ou f(—z) = —f(x).

3.4 Intégrale de fonctions continues par morceaux sur [a, b

3.4.1 Fonction continue par morceaux sur [a, b|

Définition 3.4.1 On appelle partage ou subdivision dun segment I = [a,b], a < b , la
donnée d’une famille finie de points de I :

P = (co,c1, -+, ¢n) tels que : co =a,cp, =b et co<cg <- - < cp.

f est une fonction continue par morceaux sur [a,b], s’il existe (au moins) un partage

P = (co,c1, -, cn) de [a,b] vérifiant les propriétés suivantes :

— (1) Pour tout i € {0,....,n — 1}, f est continue sur lintervalle ouvert |c;, ciy1]

— (2) Pour tout i € {1,...,n—1}, f admet une limite finie & gauche et une limite finie & droite
au point c;.

— (8) f admet une limite finie a gauche en b et une limite finie a droite en a

Remarque 3.4.2 Si la fonction f est définie par morceauz, elle admet donc un nombre fini
de points de discontinuité. Toute fonction admettant un nombre fini de points de discontinuité
(co, 1,7+, Cn) vérifiant les points (2) et (3) est donc continue par morceauz.

Tous les points de discontinuité doivent donc figurer dans le partage. C’est le partage mini-
mal.

Mais on peut rajouter d’autres points. Si la fonction f est continue en c;, la propriété (2)
reste vérifiée (en plus les limites sont égales).

3.4.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur [a, b

Grace a la relation de Chasles, nous allons pouvoir étendre la notion d’intégrale sur un
segment a la classe des fonctions continues par morceaux.

Définition 3.4.3 Soit f une fonction continue par morceauz sur [a,b] relativement & un partage
P = (co,c1,-++,¢n). Pour 0 <i<n—1, on note f; la restriction de f a l'intervalle |c;,ciy1] et
fi le prolongement de f; par continuité sur [c;, c;+1]. On pose :

b n=l e
/af(z)do:_;/(ji fi(@)dz.

On admettra que cette définition est indépendante du partage choisi.
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3.4.3 Propriétés de l’intégrale sur [a,b] d’une fonction continue par
morceaux

Théoréme 3.4.4 — (1) Si f et g sont deuzx fonctions continues par morceauz sur le segment
[a,b] alors les fonctions f+ g, f — g, \f (pour X\ réel), fg et |f| sont continues par morceauz
sur [a, b].

— (2) Les propriétés : relation de Chasles, linéarité, positivité et croissance de l'intégrale (ver-
sions larges), restent valables pour les fonctions continues par morceaut.

On admettra ce théoreme.
On peut appliquer 'intégration par parties ou le changement de variable sur chaque sous-
intervalle ou f est continue.

2
Exemple 3.4.5 Calculer Ig :/ f(z)dz ou
-1

T stx <0
flzy=< 1—-2 s0<z<l1
x? sinon

Tracer le graphe de la fonction f.
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Chapitre 4

Intégrale sur un intervalle non
borné

4.1 Introduction

On a défini, dans le chapitre 1, le nombre fab f(z)dz , dit intégrale définie de f entre les
bornes a et b, pour toute fonction continue ou continue par morceaux sur [a,b] (a < b).

Nous allons étendre la définition de I'intégrale pour donner un sens a des intégrales de la
forme

+oo b
/ f(z)dz( probléeme en + c0), / f(x)dx( probleme en — c0),

+oo
/ f(z)dz( probléeme en + oo et en — 00).
—0o0

Il s’agit donc de définir 'intégrale d’une fonction continue ou continue par morceaux sur un
intervalle fermé non borné [a, +oo[ ou | — 0o, b] ou sur IR tout entier (] — oo, 4+00]).

On parle alors indifféremment d’intégrale généralisée ou d’intégrale impropre par opposition
aux intégrales définies étudiées dans le chapitre 1.

On dit qu'une fonction f est continue par morceaux sur un intervalle I non borné (c’est-a-
dire de la forme [a, +00[ ou | — 00,b] ou | — 00, 400]) si f est continue par morceaux sur tout
segment inclus dans 1.

En pratique, nous considérerons des fonctions continues ou ayant un nombre fini de points
de discontinuité.

4.2 Définitions

4.2.1 Intégrales avec une seule borne infinie

Les définitions sont assez naturelles : & chaque intégrale posant probléme en une borne,
on associe une intégrale définie, que nous appellerons intégrale partielle, et on procede par
passage a la limite.

25



26 CHAPITRE 4. INTEGRALE SUR UN INTERVALLE NON BORNE

Définition 4.2.1 Soita € IR, la fonction f est continue ou continue par morceauz sur [a, +o0].
On pose pour tout x € [a,+oo| : F(z) = f; f(®)dt. On appelle F intégrale partielle. Si

hT F(x) existe et est finie, on dit que l'intégrale généralisée converge et on note
Tr—r+00

+oo
/a ftydt = :EEI«POO F(x).
Sinon on dit que lintégrale généralisée diverge.
De méme si la fonction f est continue ou continue sur par morceauz sur | —oo,al. On pose pour
tout x €] — 00, a] : F(z) = [ f(t)dt. On appelle F Vintégrale partielle. Si lim F(x) ewiste et

r—r—00
est finie, on dit que l'intégrale généralisée converge et on note

/_a f)dt = lim F(x).

r—r—00

Sinon on dit que lintégrale généralisée diverge.
Etudier la nature d’une intégrale généralisée c’est déterminer si elle est convergente ou
divergente.

Remarque 4.2.2 Pour la définition, la fonction f est continue ou continue par morceauzr sur
tout segment [a,t], pour t € [a,+o0[, ce qui assure que la fonction F est bien définie pour tout
t de [a,+oo[. Cette remarque se transpose pour la borne en —oo.

Exemple 4.2.3 [} = 1+°O In(z)dzx (pb en +o00) diverge.
En effet : F(t) = flt In(z)dz = [xIn(x) — 2]t =tIn(t) — ¢t + 1. Donc . ligl F(t) = 400 donc I
—+00

diverge.
Exemple 4.2.4 [, = ffoo e*dx (pb en —o0) converge.
En effet, F(t) = j;o e*dr = [e®]Y =1 —e'. Donc lim F(t) =1 donc Iy converge.
——00
Exemple 4.2.5 V) € IR*, Va € IR, l'intégrale f:_oo Adz est divergente (évident avec la définition).

Exemple 4.2.6 Pour tout réel a, les intégrales f;oo Odx et fjoo 0dx convergent et ont pour
valeur 0.

4.2.2 Intégrales sur IR

Nous allons étudier des intégrales doublement généralisées (problemes aux deux bornes).

Définition 4.2.7 Soit f une fonction continue sur | — 0o, +0o0].
L’intégrale doublement généralisée fj;o f(z)dx converge s’ existe un réel ¢ €] —

00, +00] tel que les deux intégrales généralisées ffoo flx)dz et f:roo f(x)dx convergent et par

définition :
/+<><> f(x)dx = /COO flx)dx + /CJFOO f(x)dx

— 00

(égalité indépendante du point c).
On choisit en général ¢ = 0.
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Cette définition revient a dire que 'intégrale généralisée doit converger indépendamment pour
chaque borne. On admet que le résultat est indépendant du choix de c.

Si I'une des deux intégrales généralisées diverge, 'intégrale doublement généralisée diverge
aussi.

Exemple 4.2.8 étudier la nature l'intégrale I3 = fjoos edx .

Exemple 4.2.9
0 st —1<zx<1

J(@) = { 1/a? sinon

Etudier la nature lintégrale I, = fj;o f(x)dx.
Ici, f est continue par morceaux sur IR avec deux points de discontinuité xt =1 et x = —1. On
utilise un partage avec les points de discontinuité. On étudie la nature des intégrales généralisées

f__olo f(x)dz , 1+°O f(x)dz . L’intégrale f_11 f(x)dz n’est pas généralisée.

4.2.3 Convergence absolue

Enfin, une derniére définition utile pour le cours de probabilités :

Définition 4.2.10 Soient a et b deux réels. Les intégrales ffoo f(z)dz | f+°° flz)dz et

fj—;o f(z)dz sont dites absolument convergentes si les intégrales ffm |f(z)|dx , fa+°° |f(z)] dx

et fj:: |f(x)| dz sont convergentes.

Théoréme 4.2.11 Tout intégrale généralisée absolument convergente est convergente. (la
réciproque est fausse)

4.2.4 Extension

La définition avec les intégrales partielles permet d’écrire :

" e = /Om F()dz, /000 fz)dz = /OOO F()dz, /700 Flx)dz = /W F()dz.

+oo +oo —00

4.3 Calcul pratique des intégrales généralisées

4.3.1 Utilisation d’une primitive

Si 'on connait une primitive de f, on peut passer par l'intégrale partielle et en cas de
convergence trouver la valeur de l'intégrale généralisée par passage a la limite. C’est ainsi que
nous avons traité tous les exemples qui précedent.

4.3.2 Intégration par parties

Pour calculer des intégrales généralisées, on peut utiliser I'intégration par parties.

La seule méthode simple et efficace est de faire cette intégration par parties sur
des intégrales partielles qui sont des intégrales définies sur un segment. Ensuite, regrouper
éventuellement des termes et passer a la limite.
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4.3.3 Changement de variable

Théoréme 4.3.1 Soient a € R U {—oo}, b € IRU {+00} avec a < b, (l'une au moins des
deuz bornes est infinie), f une fonction continue sur ]a,b[, et g une fonction strictement
croissante de classe C! de |, B[ sur]a, b[. Alors les intégrales ff flg(x)g (z)dz et f; f(u)du
sont de méme nature. Si l'une converge, l’autre converge ausst et elles sont égales.

Méme énoncé si g est une fonction strictement décroissante de |o, B[ sur ]b, al.

En particulier un changement affine est toujours valable. On admet ce théoréme.

Remarque 4.3.2 Ce théoréme s’applique en cas de probléme aux deux bornes ou en une seule.

Remarque 4.3.3 Ce résultat signifie que l'on peut appliquer directement un changement
de variable sur une intégrale généralisée, méme sans avoir au préalable étudié la convergence.
Cependant, on ne peut pas écrire que les deux intégrales sont égales avant d’avoir
justifié la convergence de l'une des deuz.

Remarque 4.3.4 La différence avec le changement de variable dans les intégrales définies est
qu’ici la fonction g doit étre strictement monotone.

4.4 Propriétés des intégrales convergentes

Pour simplifier, les propositions suivantes ne seront énoncés que pour des intégrales du type
f;oo f(x)dz mais sont aussi valables pour les types ffoo f(x)dx et fjooj f(x)dz .

Nous ne détaillerons pas les démonstrations qui sont tres simples : on applique les propriétés
de l'intégrale sur un segment aux intégrales partielles, et comme les intégrales rencontrées sont
supposées convergentes, on conclut par passage a limite.

4.4.1 Relation de Chasles

Théoréme 4.4.1 Soient a un réel, f une fonction continue ou continue par morceaur Sur
[a, +00].
Alors, Ve € [a,+oo|, si Uintégrale du deuziéme membre converge, celle du premier converge

ausst et on a : . . o
| r@ae= [ s@iss [ s
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4.4.2 Linéarité

Théoréme 4.4.2 Soient a, \, p trois réels, f et g deux fonctions continues ou continues par
morceaux sur [a, +0ool.

1. les intégrales f:oo f(z)dz et f;oo Af(z)dz sont de méme nature. En cas de convergence

/{L—‘_OO f(z)dx = )\/a+°° f(z)dx

2. Si les deux intégrales f+ f(x)dx et eroo x)dx sont convergentes, alors f A(z) +
ug(x)dz est convergente et l'on a :

/:OO Af (@) + pg(z)de = A /:OO f(@)dz + o /:OO pg(x)de.

Remarque 4.4.3 On ne peut pas écrire l’égalité de (2) ci-dessus avant d’avoir prouwvé la
convergence des intégmles fbf Ydz et fbg

En effet, f TH - 7)dx est une mtegmle convergente, (appliquer la définition) mais les

intégrales +Oo dx et erOO Ldx sont divergentes. L’égalité naurait aucun sens.
m+1 1

4.4.3 Positivité

Théoréme 4.4.4 Soient a un réel et f une fonction continue ou continue par morceauz positive
sur [a,+o00[. Si Uintégrale fa+oo f(z)dxz converge alors f;w f(z)dx > 0.

4.4.4 Croissance

Théoréme 4.4.5 Soient a un réel, f et g deux fonctions continues ou continues par morceaux
sur [a,+o0[. telles que : Vz € [a, —|—oo[ f( ) < g(x).

Si les intégrales f+ f(x)dx et f x)dx convergent alors on a l'inégalité :

[ rwars [ o

4.4.5 Fonctions paires ou impaires

Théoréeme 4.4.6 Fonctions paires ou impaires
Soit f une fonction continue, paire ou impaire sur IR telle que f0+°° f(x)dx converge. Alors les

intégrales fi)oo f(x)dz et fj;: f(x)dz convergent. De plus :
— Si f est paire, alors fi)oo f(z)dx = 0+°° f(z)dx et fj:: flx)dz = 2f0+°° f(z)dz
— Si f est impaire, alors ffoo fx)dr = — 0+OO f(x)dx et fjoo; f(x)dz = 0.




30 CHAPITRE 4. INTEGRALE SUR UN INTERVALLE NON BORNE

preuve Considérons fi)oo f(z)dz et effectuons le changement de variable u = g(z) = —z (changement
affine donc valable). On a, du = —dx et on obtient lintégrale : ff:oo f(—=u)(—du) qui s’écrit aussi
f0+oo f(—u)du ou encore f0+°° f(—z)dx car u est une variable muette. Cette derniére intégrale s’écrit
f0+oo f(z)dx si f est paire et — f;oo f(x)dx si f est impaire. Donc 'intégrale f_(:oo f(—u)(—du) obtenue
par changement de variable converge. Par suite, I'intégrale de départ fi)oo f(x)dx converge et aussi

fj:: f(z)dz. La valeur de cette derniére intégrale découle de ce qui précede.

4.5 Intégrales utiles en probabilités

—+oo
0

1 teoo 1
G :—/ e " 2dy = .
! V21 Jo 2

On en déduit que les intégrales suivantes sont absolument convergentes et
1 / too o /2
— e de =1,
V2r Jo

Foo 2 1 Foo 2
/ e 24y =0 et —/ 22e " 24y = 1.
o V21 J oo

Théoréme 4.5.1 L’intégrale G1 = e~ /2dg est absolument convergente et

Ce théoréme est admis.
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