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Corrigés des exercices du chapitre 2 : Méthodes directes de
résolution de systémes linéaires

Exercice 1 : Méthode de Gauss
Résoudre par la méthode de Gauss le systéme linéaire suivant :

xr - 33’:2 — 3 = 2

- 1 4+ x9 + 254 = 3
Tg — I3 = 1

21 + zo ' — x4 =0

On fait d’abord Lo « £+ Lg et L4 — L4 — 2L pour éliminer z; dans les lignes 2, 3 et 4.
On obtient :

Ty — 3xT3 — I3 = 2
— 220 — 3 + 2x4 = B
ra — I3 = 1

Trg + 2z — x4 = —4

1
On fait ensuite £4 — L4 + 552 :

ry - 3.'172 - T3 = 2
-~ 20 — T3 + 24 = 3
ro — T3 = 1
3 _ 3
6332 + 511‘23 = —5
puis L4 — L4 —6L3 :
ri — 3y — x3 = 2
— 2x9 — T3 + 2z = 5
Tg - L3 = 1
15 15
-+ “5“933 = )
xg = —1
zz3=14+23=0
On a alors 2 = 5+ 2x0 + 3 _o s0it | (1,0, z3,24) = (1,0,—1,2) |

r1=24+3r3+23=1

Exercice 2 : Décomposition LU

On pose
-2 1 -1 1
2 0 4 -3
-4 -1 -12 9
-2 1 1 -4






1) Donner la décomposition LU de la matrice A (i.e. A= LU avec L triangulaire inférieure et
U triangulaire supérieure).

2) En déduire la solution du systéme linéaire Az =bol b= *( 1.5 4 —14 —6.5 ).

3) Soit B = ' A’L. Sans calculs supplémentaires, donner une décomposition LU de la matrice
B' .

1) Vérifions tout d’abord que, Vk=1,...,4, det Ay £ 0 :

det A} = —-27#0;
-2 1
det/_\.2=‘ 5 Ob=0—2=—27&0;
—~2 1 -1
0 4 2 4 2 0
detAs = | 2 0o 4 =mz‘ ‘_1‘ '_1‘ \
41 1 -1 -12 —4 12 —4 -1
= ——2(4) — 1(—24 +16) — 1(-2) =2 £ 0;
I
detAy=det A = -1 -6 -13 10
—6 0 —13 10 o 5 s
00 2 -5
2 4 -3
= —1/0 -1 1|=-2(5-2)=-6#0.
0 2 -5
Maintenant, obtenons la décomposition LU par la méthode du pivot de Gauss : g
— Ktape 1 : :
[2] 1 -1 1 1 000 1 000 .
_ @ 0 4 -3 D100 | ép 1 00 ;;..(...,_‘.Js?
A=l a -1 -2 9 E=lg o010 h=lgo010] 37
Q@ 1 1 -4 € 00 1 ® 00 1
et .
-2 1 -1 1 -Nor\v;_)
ARV VA
pa=| Y 3 =2 Ko
0 & -10 7 R Ly - d( __,c[s
0@ 2 -5 !
—>]§}tap82:
1 0 0.0 1 000
0100 0 100
B2=1031 0 Lz=119 31 ¢
00 01 ] 0 01






ef

-2 1 -1 1
01 3 -2
E =
214 0 0 1
00 2 -5
— Etape Jd:
1 ¢ 0 ¢ 10 00
01 0 0 01 0090
Ba=190 1 0 Li=190 10
00 @21 00 €2 1
-2 1 -1 1 1 0 00
. _ _ g1 3 -2 _ | -1 1 0290
diofy U—EgEgElA— 00 -1 1 et L——LngLg— 9 _3 1 0
00 0 -3 1 0 -2 1
2) Résolvons successivement les systémes L =bet Uz = 2 :
— Systéme LE =1 :
I = 1.5 1 =15
— B 4 = 4 - To=4+21 =055
2%1 —3xz9 +I3 = -—14 Fa=-14—-3+16.56=-0.5
T —2%3 +%4 = -—6.5 Fg=—-65-15-1=-9
— Systéme Uz =& :
—2x, 4+ 29 — z3 + T4 = 1.5 T4 =3
zp + 3z3 — 2z4 = 55 23 =05+24=35
— I3 + Z4 = 0.5 At Tg = 551+ 223'4 — 3.’1’13 =1
— 3xa = -9 T = —5(1.5 —Tg+x3— 934) =-0.5

3) B = W(LU)'L = (UL)(U'L). U est triangulaire supérieure et L triangulaire inférieure
done U est triangulaire inférieure et °L triangulaire supérieure. Ainsi, UL est triangulaire in-
férieure et U 'L est triangulaire supérieure et on a bien B = L'U’ avec L' = UL et U' = U'L.

Exercice 3 : Décomposition LU

1) Réaliser la décomposition LU de la matrice :

-1 1 -3 0

11 3 8

4= -2 2 -5 -1
31 8 13

2} En déduire la solution du systéme linéaire Az = b avec b= 0,2, -1,5).

3) Sans calculer A%, résoudre le systéme lindaire A%z = b.






1) Vérifions tout d’abord que, Vk =1,...,4, det Ap #0:

detA; =—1+#0;
-1 1
detAg=. . 1‘:4—1:—27&0;
-1 1 =3
1 3 1 3 11
detA; = 11 3 =-1' '—1‘ '—3‘ \
5ok 2 -5 —2 -5 2 2
= —(=11)~1-3x4=—-2#0;
1 3 8 1 3 8 11 8
detAy=detA = -1{2 -5 -1 |-1|-2 -5 —-1|—-3; -2 2 -1
1 g& 13 3 8 13 3 1 13

= —[-Bx13+8—-3x(2x13+1)+8x(2x8+5)]
—[-5x13+8—-3x%x{(—2x13+3)+8x(-2x8+3 x5
—3[2x13+1—(-2x13+3)+8x (—2—-3x2)]

= —(~57—81+168) — (—57 + 69 — 8) — 3(27 + 23 — 64)

= —30—4+3x14=8%#0.

Maintenant, obtenons la décomposition LU par la méthode du pivot de Gauss :

——>]*f}ta.pel:

(1] 1 -3 0 1 000 1 000
1O 1 3 8 @100 | @100
A”@z—s_l El”@010 L1_®010

@ 1 8 13 @ 001 Q001

et
-1 1 -3 0
BA= 0 [2] 0o 8
0 ©® 1 -1
0 @ -1 13
—)EtapeZ:
1 0 00 1 0 00
01 00 01 00
=1y o1 o0 L=l o @10
0 Q2 01 0@ 01
et
-1 1 -3 0
0 2 0 8
BEA=L 0 o [ o
' 0 0 €& -3






— Etape 3.

10 0 0 10 0 0
01 0 0 g1 0 0
Bs=1090 1 0 Is=190 1 0
60O 1 00 ¢ 1
-11 -3 0 1 0 0 0
, o . » 0 2 0 8 | -1 1 0 0
don |U = E3E. B A = 0 0 1 -1 et |L = Lilqgls= 2 0 1 0
0o 0 0 -4 -3 2 -1 1
2) Résolvons successivement les systémes L =bet Uz =% :
— Systéme Lz = b :
1 = 0 z1 =10
- I + Io = 2 o Fg=2+4+%; =2
2% + Ia = -1 Te=—1—-2E = —1
— 3% + 2%y — 3 + x4y = 5 T4 =0+3F1 — 280+ F3=56—4—1=0
— Systéme Uz =% :
-z + 2z — 3z3 = 0 zq =0
23’.2 + 823'4 — 2 - T3 = -i-l + T4 = -1
T3 — T4 = -1 g = 5(2 - 8334) =1
-z = 0 71 =29 —3z3 =4

3 A%r=be A(Az)=be Az="(4 1 —1 0 ); résolvons ce systéme par la méthode

utilisée & la question 2)
— Systéme LE="(4 1 -1 0)

I =

- #1 + I =

2z + 3 =

— 3T1 + 2E, — I3 + I =

— Systeme Uz =% :

— 21 + z3 — 3z3

2x9 + 8xy4

3 = 4

— dxy

4 1 =4
1 - Fo=1+&1=1+4=5
-1 Fg=—1-28=-1-8=-9
0 Fg =38 — 2T+ E3=12-10—-9=-7
’ $4=£=1,75
= 4 29
— 5 LE3$—9+$4:-—Z=—7,25
g = 1 g
7 $2:§(5—8$4)=—g=—4,5
$1=4+$2—3£3=§=13,25

\

Exercice 4 : Décomposition de Cholesky.

Donner la factorisation de Cholesky des matrices :






1 -2 0
A= -2 8 -6

0 —6 25
4 0 12 -6
01 2 1
2) Az = 12 2 49 —4
6 1 —4 51

by 0 0 .
1) Posons B= | by by 0 |. A= B'B s%crit

b3y b3y b3z

by 0 O b1
bay bag O 0
ba1 b3z ba3 0

ce qui donne les relations suivantes :

bi, =1

b1 X b1 = —2
b1,1 X 53,1 =0
b3+ b5, =8

bo1 X b3+ boa x b3p = —6

Ainsi, | B = ( -

Posons

b3 +b5g + 053 =25

).

1
2
0

B = O
=~ O O

b1,1

52,1
B=| 7
b31
ba1

by bay 1 -2 0
bon  bag = -2 g8 —6
0 bas 0 —6 25

0 0
bas O
baz baz
baa bag

0
0
0
4,

baa

= bl,} =1
= bg,l = -2
= b3,1 =0
= bgg=2
—6—(-2)x0
= b312 (2 ) =-3
= biz=+v25-9=+V16=4






ce qui donne les relations suivantes :

b%,l =4 = b1=2
biixbyg1=0 = b1 =0
12
bl;l X b3,1 =12 = 53,1 = -2-- =6
—6
bl,l X b4,1 = _6 = b4)1 = 7 — __3
Bi1+05,=1 = byz=1
20
ba1 X bs1+boaXbyp=2 = byo== . =9
1-0
by1 X by +baaxbig=1 = byg= = 1

i+ b3, b2, =49 = by3=+49-36-4=v9=3
—4—6x(—3)—2x1 12
3 T3

b3 1bs1 + b3 0bs2 +b33bg3 =—4 = buz= =4

b2 4B+ bl b5, =5l = ba=+51-0-1-16=V25=5

[ 2 000

— _ 60 100
Ainsi, | B = 6 2 3 0
-3 1 4 5

Exercice 5 : Décompositon QR
Chercher |a décomposition QR de la matrice

1 —46/5 —43/5
A= 2 8 23
~2 —28/5 26/5

En déduire la solution du systtme Az =*(1 1 1).

— 1% &tape : Posons a; = (1,2, —2). Alors,

o lala=vIF+4+4=v0=3et M =11,

* U= t(_2121 _2) 3

L4 H1=]Ig—2

~1
( _11 ) (~1,1,-1) /3 2/3 —2/3
= ( 2/3 1/3 2/3 )
11,1 ( ‘11 ) —2/3 2/3 1/3
~1






3 6 9
o HiA= | 0 —36/5 27/5 |.
0 48/5 114/5

— 2@ ¢tape : Posons ag = *(—36/5,48/5). Alors,

1 v/ )
” [4%)) ”2: g\/ 1296 + 2304 = 3:()0 = 65—0 =12 et ew‘g = -1 3
vy = £(24/5,48/5) ;
1
(1,2) 1 0 0
- 2 _
=ty = (20 T = 0 a5 - ) |
(1,2) ( 2) 0 —-4/5 -3/5

3 6 9
HoHA=R=| 0 —-12 ~15 ||;

6 ¢ -18

1 5 14 -2
et|Q = (HH) ' = By  =HiHp= | 10 =5 =10 ||
-10 2 -11

On a les équivalences :

1 1
Az=| 1 & QRx=| 1
1 1

1
& Rz=1'Q ( 1 ) car () est unitaire

1
( 1
3z; +6x9 +9z5 =—5(5-§-10—10)
o ! 12z, —1523 =ﬁ(14—5+2)
)
_ e (—D — _
\ 1823 15( 10 — 11)
( 1 23
3= 15572 = 055
1 11+23 81
© 92T T \13 18/ T T 1080
o= L l+_1_8_1_2_3 _ 108
[ T T 3\37T 180 30/ 540

103 181 23
L : £ =Y, L Yest|z=" = 5~ | }
a solution du systéme Az = *(1,1, | ) est |z (540’ 1080’ 270)

Exercice 6 : Calcul de déterminant et décomposition LU

1) Expliquer comment on peut calculer le déterminant d'une matrice A d'ordre n 3 partir de sa
factorisation LU.

2 1 3
2) Appliquer cette méthode a la matrice A = ( —4 1 —4 )






mn n
1) A = LU donc det A = det L x det U avec det L = [ = 1 et detU = JJuai.

det A = ﬁuii .
=1

2) Le calcul direct donne det A = 30.

1

Li=| -2
) (_1
1 0

0 1

01

2x3x5=30

10
E=1 21
10

(

0

1

0
Ey = 1
-1

On a alors det A = det

0
0
1
U=

i=1

[P\ PL I e

[ ]

i=1

[ B N I\ B W o

——
I
S

Ainsi,
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Université Paris-Nord Année 2012-2013
Institut Galilée Licence de Mathématiques - L3
Département de Mathématiques C. Basdevant - F. Cuvelier

Corrigé de 'examen d’Analyse Numérique
du jeudi 10 janvier 2013

Durée : 3h
Seul document autorisé une feuille manuscrite recto de notes personnelles

Exercice I

1. Trouvez une formule d’intégration numérique sur le segment [0, 1] de la forme :

1
[ 1@t = 1) = a7 + 81D +47/©) + 57/
0 .
qui soit exacte pour les polyndmes de degré inférieur ou égal a trois.

Corrigé : Ecrivons que la formule est exacte pour les mondmes de degré 0 4 3 :

flz)=1 1l=a+p
1
fR)=z =gty +0
flz) =a? %:ﬁ+26
fle)=a* =8+
cequidonne =4, =1, y=5, 6§ =—%

2. Soit Ps{z) le polynéme d’interpolation d’Hermite tel que Pf( )

= f(0), Py(1) =
f(1), P{0) = f'(0) et Pi{1) = f'{1). Démontrez que I{f fo Pi(z)dz.

Corrigé : Py est un polyndme de degré inférieur ou égal & trois, la formule est donc
exacte pour Fy, comme f et P colncident aux points de la formule, ta propriété est
yrale.

3. Démontrez la formule d’erreur pour f € C4([0,1]) :

vz € [0,1], 3¢ €]0,1] f(z) — Pyz) = %x (x = 1*F9(¢)

Corrigé : Pour z # 0 et  # 1 posons

F(1) = ftt) - w—ﬂ%fﬁﬁﬁm 1y



F a trois zéros distincts (0,z, 1), par Rolle F' a deux zéros (distincts de 0,2, 1),
d’autre part, par les propriétés d’interpolation, ' s'annule en 0 et 1, donc a quatre
zéros distincts. Par applications successives du théoreme de Rolle, F*) s’annule en
au moins un point ¢, d’ott le résultat. ‘

. En déduire une majoration de l'erreur E(f |f0 t)dt—I(f)| pour f € C4{[0,1]).
Corrigé :
|[ - PO < sp |70 |/ L1yt = sup |f<4 ()
720 z[0,1}

. En déduire une formule d’intégration numérique sur le segment [a, b] de la forme :

b
[ 1@y b(1) = 250 + 15 0) £ v (@) 17O
qui soit exacte pour les polyndmes de degré inférieur ou égal a trois.

Corrigé : Posons ¢(t) = f{a -+ t(b — a)), alors (b — ) fol plt)dt = f: f(a:)d:c.l La
transformation affine conservant le degré des polyndmes, la formule

M(f) = (b= a)I(¢) = (b—a) laf(a) + BF(B) + (b= a) f'(a) + 6(b — a) f'(B)]
est exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal & trois. D'on

b—a b—a  (b—a) (b—a)?

A= g =g v= T = — s

. Donnez une majoration de Jf; fz)dz — M ()] pour f € C*([a,b]).

Corrigé :

b —C
[ o= b5 = 0-a)5(0) < S

e

b a)®
sup 169(0)] = Ul aup |79o)
z€[0,1] z€(a,b] :

. Soit [A, B] un segment de R et z; = A + ¢h pour i = 0.N avec A = £54. Soit
f € C4([A, B]), on pose :

h2

u(h) = h( 1) gf(a:a ! f—(?’l) + 1 ((a0) = o)

Montrez que

[ et - v(pl < (B - s s (79

2



Corrigé : La formule composée s'obtient en sommant les formules élémentaires sur
les intervalles [x;, z;41]. L'erreur est majorée par la somme des erreurs sur chacun
des intervalles élémentaires.

8. Comparez la formule d’intégration précédente et son erreur & la formule des trapezes
composée,

Corrigé : La formule des trapézes composée est :

B N-1 , 2
[ 1t@aa = (LJ FY e+ (3‘“’)) (B A

2
Le terme correctif avec la dérivée premiére fait donc gagner deux ordres sur 'erreur.

Exercice 11

Soit € > 0 et A(¢) la matrice n x n définie par :

000 ..., 0 ¢
100 oo, 0
0 10 oo 0
Ale) =1 010 ....... 0
................ 0100
................... 010
ou plus précisément : (a;;.1 = 1, pour i = 2,...,n), a1, = &, et tous les autres éléments

sont nuls.
1. Calculez les vapeurs propres de A(0) et de A{e).

Corrigé : La matrice A(0) est une matrice triangulaire inférieure & diagonale nulle,
elle est nilpotente, toutes ses valeurs propres sont nulles.
Calculons le polyndme caractéristique de A(e) :

—~A 0 0 ... 0 £
1 =X 0 .o 0
0 1 =X 0
PN = ............ 01_)\0 ........ 0
................ 0 1 =x O
..................... 0 1 =X

En développant le déterminant suivant la premiére ligne on obtient :

Pa(A) = =AM(N) + (=1)""TeN(N)



avec M (1)) le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure d’ordre n — 1 dont
les éléments diagonaux sont —A et donc M(A) = (—A)", et N(}) le déterminant de
la matrice triangulaire supérieure d’ordre n — 1 dont les éléments diagonaux sont 1,
done N(A) = 1, d’ot la formule :

F.(N) = (-1 (A" —¢)

Les valeurs propres de la matrice A(g) sont donc les n racines n'*™* de €

2. Les matrices A(0) et A(e) sont-elles diagonalisables sur R ou sur C7

Corrigé : A(0) étant nilpotente n'est pas diagonalisable. A{g) ayant toutes ses
valeurs propres distinctes deux & deux, mais complexes, est diagonalisable sur C
mais pas sur R.

Exercice 111

Pour résoudre le systéme linéaire Az = b, ot A est une matrice carrée d'ordre n, on
considere la méthode suivante, dite méthode de Richardson. Soit r > 0 et zp € R", on
définit la suite zx € R™ par la formule de récurrence :

Tryl = T — ’."'(Aﬂ:k ~— b)

1. Montrez que cette méthode est du type My = Nxp+bavec A= M — N, précisez
M et N. Puis donnez la matrice d’itération B de la méthode.

Corrigé : Ontrouve M =r et N=r'I—-Aet B=1—-rA

2. Pour A une matrice symétrique définie positive

(a) Donnez en la démontrant une condition nécessaire et suffisante sur 7 pour que

la méthode converge.

Corrigé : Pour que la méthode converge il faut et il suffit que le rayon spectral
de B soit inférieur strictement 3 1. Les valeurs propres de B se déduisant
simplement de celles de A (qui sont réelles), cela g'écrit : ~1 < 1 —7rA < 1
pour toute valeur propre A de A. Ce qui donne, puisque les valeurs propres de
A sont strictement positives, la condition 0 < r < %\— La condition nécessaire
et suffisante de convergence de la méthode est done r < ﬁ.

Montrez que la valeur optimale de r est -)\lf—/\n ol A1 et A\, sont respectivement
la plus petite et la plus grande des valeurs propres de A.

Corrigé : La méthode est d’autant plus rapide que le rayon spectral de la
matrice d’'itération est petit. Or p(B) = max;|1—rA;| avec A; les valeurs propres
de A que Pon suppose ici ordonnées de la plus petite & la plus grande (elles
sont positives). Cette fonction de r g’écrit f(r) = max {1 —rAy,rA, — 1}, son
graphe est tracé sur la Figure 1 et son minimum est atteint & la valeur indiquée
dans 'énoncé.
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F1a. 1 - p(B) en fonction de r

3. On suppose dans cette question que la matrice A est strictement diagonalement
dominante avec des éléments diagonaux tous positifs. Montrez que si :

D<r € ——
max; Q4

la méthode de Richardson converge.

Indication : on pourra utiliser la norme || Ao = max;(3_4]ai])-

Corrigé : Pour que la méthode soit convergente il suffit de vérifier que || Bl < 1,
soit :
|1 —rai:] -+ TZLQ@H <1, Wi
i#i

mais, compte tenu de la condition sur r on a 1 —ra;, > 0, par ailleurs la stricte
diagonale dominance entraine szﬁlai,ﬂ < ray;, Iinégalité stricte est donc hien
vérifiée pour tout 1.

4, Comparez les résultats des questions 2 et 3 pour la matrice tridiagonale d’ordre n,
d’éléments diagonaux a;; = o > 2 et d’éléments extra-diagonaux a; ;41 = —1, dont
les valeurs propres sont :

Tr) k::l)"':'n

M= a2
= O cos(n+1

Corrigé : La matrice est symétrique, définie positive, en effet toutes ses valeurs
propres sont strictement positives. Ses plus petite et plus grande valeurs propres

5



sont respectivement :

™ m )

M=o —2cos( ) et'/\nza-i-Zcos(n_}_l

n+1
La question 2 nous dit que la méthode est convergente si et seulement si
2

o+ 2 cos( 557

T <

et que e paramétre optimal est r = 1/a. La matrice est également strictement
diagonalement dominante  diagonale positive, la question 3 nous dit que la méthode
est convergente pour r < 1/, la valeur limite indiquée de r est en fait la valeur
optimale.



128 4 Méthodes itératives pour la résolution des systémes linéaires

La matrice d’itération de ces méthodes & la k-iéme étape est
Ra, =1— arP A,

avec ap, = o dans le cas stationnaire, Si P=I, on dit que la méthode est non
préconditionnée. Les itérations de Jacobi et Gauss-Seidel peuvent étre vues
comme des méthodes de Richardson stationnaires avec & = 1 et respective-
ment P=Det P=D - E.

On peut récrire (4.22) et (4.23) sous une forme mieux adaptée aux calculs :
en posant z*) = P~1r(®) (qu’on appelle résidu préconditionné), on obtient
xk+D) = x(B) & g, 720 ot p+D) = b — Ax(E+1) = plR) . o AnlR),

En résumé, une méthode de Richardson instationnaire s’écrit, a ’étape k41 :
résoudre le systéme linéaire Pz¥) = (k)
calculer le parameétre d’accélération ay ( )
4,24
mettre & jour la solution x5+ = x(*) 4 oz (k)

mettre & jour le résidu rf*1) = p(&) _ oy Az (R,

4.3.1 Analyse de la convergence des méthodes de Richardson

Considérons tout d’abord les méthodes de Richardson stationnaires (i.e. pour
lesquelles o = o pour k& > 0). On a le résultat de convergence suivant :

Théoréme 4.8 Pour toute matrice inversible P, la méthode de Richardson
stationnaire (4.22) est convergente si et seulement si

QRG)\,L'
—>1 Vi=1,... 4.25
a!)\i|2 > Vi : 1 ( )
ot les \; sont les valeurs propres de P~1A.

Démonstration. Appliquons le Théoréme 4.1 & la matrice d’itération Re =1 —
aP~'A. La condition |1 — aX;| < 1 pour ¢ == 1,...,n entraine 'inégalité

(1—aReX)® + *(Im))? < 1,
d’ot1 (4.25) découle immédiatement. 1%

Remarquons que, si le signe des parties réelles des valeurs propres de P71A
n’est pas constant, la méthode stationnaire de Richardson ne peut pas conver-

ger.

Des résultats plus spécifiques peuvent étre obtenus si des hypotheses conve-
nables sont faites sur le spectre de P71A : :
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Théoréme 4.9 On suppose la matrice P inversible et les valeurs propres de
P~1A strictement positives et telles que M1 = g = ... = Ay > 0. Alors, la
méthode de Richardson stationnaire (4.22) est convergente si et seulement si
0 <a<2/A1. De plus,

2

Qopt = 33 (4.26)

Le rayon spectral de la matrice d’itération Ry est minimal st a0 = Qopt, aveC

. )\ _)\'n
Popt = I’I}lll’l [p(Ra)] = 'Xi—_l“:')\_ (4.27)

Démonstration. Les valeurs propres de R, sont données par
’\’L(R‘l) =1 -k,

la suite définie par (4.22) est donc convergente si et seulement si [Mi(Ra)| < 1
pour 4 = 1,...,n, c’est-d-dire si et seulement si 0 < o < 2/A;. Par conséquent
(voir Figure 4.2), p(Re) est minimal quand 1 — adn =2 @A — 1, c’est-a-dire pour
a = 2/(A1+ An), ce qui donne la valeur de ovepe. Par substitution, on en déduit pop:.

<

Si P~1A est symétrique définie positive, on peut montrer que la convergence
de la méthode de Richardson est monotone par rapport & || - ||2 et || - ||4. Dans
ce cas, on peut aussi relier p & Ky(P~*A). On a en effet

Port = R (P-1A) - 17 P T Ky(PTA) 1

Kx(P'A) — 1 2][A=2Pz (4.28)

A
,” |1 — Oé)\1|
tl p = ].
: il — Od)\k|
Popt [=-=-"\ "3 ""- ﬁ
——y i »-
— OCopt — —_ (8
A1 A1 An

Fig. 4.2. Rayon spectral de R, en fonction des valeurs propres de P'A
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Le choix d’un bon préconditionneur est donc d’une importance capitale pour
améliorer la convergence d’une méthode de Richardson. Mais il faut bien sir
faire ce choix en tAchant de conserver un coiit de calcul aussi bas que possible.
Nous décrirons & la Section 4.3.2 quelques préconditionneurs couramment uti-

lisés dans la pratique.

Corollaire 4.1 Si A est une matrice symétrique définie positive, de valeurs
propres A1 > Ao > ... = Ap. Alors, 810 < o < 2/A\1, la méthode de Richard-
son stationnaire non préconditionnée est convergente et

le®* V] < p(Ra)€®]a, k20, (4.29)

On a le méme résultat pour la méthode de Richardson préconditionnée, &
condition que les matrices P, A et P™1A soient symétriques définies positives.

Démonstration. La convergence est une conséquence du Théoréme 4.8. On re-
marque de plus que -

1e*]|s = [Rae®ila = [AY*Rael 2 < AV RaA™2[2] AY2e! ]2,

La matrice R, est symétrique définie positive et semblable & AY?R, A2, Par

conséquent
| JAY*RaA 2]z = p(Ra).

On en déduit (4.29) en notant que ||AY/2e(® ||, = ||e!®||a. On peut faire une preuve

analogue dans le cas préconditionné en remplacant A par PtA. &

Notons enfin que I'inégalité (4.29) reste vrale méme quand seules P et A sont
symétriques définies positives (pour la preuve, voir p. ex. {QV94], Chapitre
2).

4.3.2 Matrices de préconditionnement

Toutes les méthodes de la section précédente peuvent étre écrites sous la
forme (4.2). On peut donc les voir comme des méthodes pour résoudre le
systeme

(I-B)x =f =P~ h.
D'autre part, puisque B=P~IN, le systéme (3.2) peut s’écrire
P~lAx =P~ 'b. (4.30)

Ce dernier systéme s’appelle systéme préconditionné, et P est la matrice de
préconditionnement ou préconditionneur & gauche. On peut définir de méme
des préconditionneurs & droite et des préconditionneurs centrés, si le sys-
téme (3.2) est transformé respectivement en

AP ly =hb, y=Px,






130 4 Méthodes itératives pour la résolution des systémes linéaires

Le choix d’un bon préconditionneur est donc d’une importance capitale pour
améliorer la convergence d’une méthode de Richardson. Mais il faut bien siir
faire ce choix en tachant de conserver un cofit de calcul aussi bas que possible.
Nous décrirons & la Section 4.3.2 quelques préconditionneurs couramment uti-

lisés dans la pratique.

Corollaire 4.1 Si A est une matrice symétrique définie positive, de valeurs
propres A1 = g > ... > Ay, Alors, 510 < a < 2/A;, la méthode de Richard-
son stationnaire non préconditionnée esl convergente et

le® s < p(Ra)e®la, & 20. (4.29)
On a le méme résultat pour la méthode de Richardson préconditionnée, a
condition que les matrices P, A et P™YA soient symétriques définies positives.

Démonstration. La convergence est une conséquence du Théoréme 4.8. On re-
marque de plus que

e® V|4 = [Rae® s =AY *Rae® |2 < [AY*Ra A2 |2 A2,

La matrice R, est symétrique définie positive et semblable & AY2R,ATY?, Par

conséquent;
IAY* Ro A™Y2 )iz = p(Ra).

On en déduit (4.29) en notant que ||A/2e!®)||; = |e®)||a. On peut faire une preuve

analogue dans le cas préconditionné en remplagant A par P1A, &

Notons enfin que I'inégalité (4.29) reste vraie méme quand seules P et A sont
symétriques définies positives (pour la preuve, voir p. ex. [QV94], Chapitre
2),

4.3.2 Matrices de préconditionnement

Toutes les méthodes de la section précédente peuvent &tre écrites sous la
forme {4.2). On peut donc les voir comme des méthodes pour résoudre le
systéme

(I-B)x=f=P 'b.
D’autre part, puisque B=P~1N, le systdme (3.2) peut s'écrire
P~ 'Ax =P 'b. (4.30)

Ce dernier systéme s’appelle systéme préconditionné, et P est la matrice de
préconditionnement ou préconditionneur ¢ gauche. On peut définir de méme
des préconditionneurs ¢ droite et des préconditionneurs centrés, si le sys-
téme (3.2) est transformé respectivement en

AP~ ly =b, y=Px,









i

SN S U [ ”_ﬁ." i} ; '
R | HEEEEERE B B N
L | | HERE R
m _ S N ; by S T
| | |1 | | BN NN | T
| | HEREEREE N RN
| N N T T T T T
Ll m L BN
! ‘* RN B Ty Ty T
, T R I : e e
] o L RN EEEREEEN RN
NN ] NN RENN T HEN
NN | N T T A A
N i IR N NN BN T T B
NN ,m | BEEE | BEEE B I po
HEEEN ] | NN L RN SRR R R AN R Y
i | | | | RENEE | S
ﬁ | | | | | | R O O T e I Bt
_ e e e R S AN NELE. S S e .
| 1. | | NN |
i | RN oL T T T
I i T : —— LI S S S
| _ - I BN N
g, ” | ! R R N
! ; ] T 3 R ——
L | | | | S O L I A N A A
- ! m | RN 1 T T T
| | L ﬁ RN |
= I : N :
H i |
B |
|

i

I A S

1

i

Lo M

[ T B

| EEEREN
| o
: m,M,m
T
_ I
— B e e S
I N A I
RN
T .__m_,,
A T -
_M_]hﬂ_,
___,.”._W”_
] Wl_,,wmm
,,,,,, h_mm__




Loc bl s _ W [ . - SR AN U N U : | i
; W i W i | : i i
. S N S | | I s | |
,. | | | i | _ V W, b
— - — | T T | N
i i | : |
| . , i , T : 1 :
_ w . R ] N “ : :
3 L o | i ! ,. | :
— ) B | ,_ Bl T N R
&7 T i ! i
1 5 3 i fy e T — i T o
L i s S ~ | L B m HERE )
j ol T R N I
= G = v T "
) I S | , I
1 : | g P
“““ | e = -
m JE I HU_\. ] .AJ m i 1@. _ - |i..m.....
m V P'I‘\ \M’ “\ - ‘W‘:\
m - + | [ 0 N PN T |
- - \llh\\ \!ll.sv. “k [ad e - !
; ,\UA ~ 3| , | M
= Jv el N7 i
|

rl.,m
[
' nhv ﬂ el b o !
o B e s S — -
B A= = i FRN |
T e~ & (IR ] !
“l \lb - - — \D CM, e \@} nl 2 J— - ,
i A a7 | Y e ﬁ M |
S I == = _ AT -
_ R Wi e ; 1 £ : :
| o . (= & i . s _ A SO S TN IO
.\\llll.HlJv M M o N\ " #u 2 _a.. . A I“ —
_ ..Q?.W g = _M.L- ..hH.\\ n F n ._ﬁl I L
A R NE \!JM e _ ! ! :
P j S s < - m — ”. —
H i W ; :
_.ﬂ.A : 0 ) - _ Ch. 13- & — : L ,ﬁ _ _
N S| | L J il e HENRRN S
.w [y m 4 et | H H i
—_ p— N_— o — B P hd . t i
g PRI S “ |
] R < 'l (! ) RN I
e w B ,“ ”
i m
LI !
S

(Y

el

'




ULV RR NS S S AU A R N A o Do
R Fo e e e e
U ede 1. SR Y A N S L .,
| Lo ] | ? :
B R B e R e
S N S S A i d- i
R . M
i - i — — “ _ — - i —
o R w B I
, 7 ! m .
. S . — L I A
W _ i | T
W N-aynd .
C _ # m :
S p— - ] : u
i !

A

>

\\\\\\\\ W.l. |—
ﬁ| At
; [ — - i -
.: \— B “

&y

Ol

i

3
AN T

i

/

FAINEES]

o)

(i

HECY

\(,\,

M .0

i o i
LT~ =

b
\

|

i \ ' . . ;

El) du

—tolby

Comarnt.

N

- i:ﬁ.;;&—? -

RIS

i o

. ! “‘"’7

/

h_=

RN

o) {:h\ 1
N

By |

- ——

i

(o

-

\

—ax

=

K




| i
i

N L]

BN RENN RN | NN B | M

T REREEE R BEN | RPN
g el A A S T T oo | TS T T o
BEEREEEEREER r i EEEEEErEEE , T T T T T T oo
i I P I e AN
NERNREN HERYN AN NN _, NEEN L A/m
Lo RPN . SN R e N RN
Ly EEEEEEEEEE e i
| NEREAEEREE RN RN RN

| | RSN - O = R BN

REDES D PR AR g
- N o m L | -

Lo Co |

i i : : :

T T
i :




BNER=T

SRR

C o= * u \m\.li_i —

L IM.MA%”_ -
B 510 0 = WJE«;\JC;J“%Q - f




: Université Paris-Dauphine _ Méthodes numériques
; Département MIDO o - année 2012/2013
‘ DE MI2E deuxiéme année :

feuille de travaux dirigés

Méthodes de résolution d’équations non linéaires

Le symbole ¢ indique un exercice optioﬁnel eti/ou difficile..

Exercice 1 (vitesse de convergence de la méthode de la fausse position). Soit [a,b] un
intervalle non vide de R et f une application continue de [a, b] dans R, telle que f(a)f(b) < 0. La
méthode de la fausse position appliquée 4 la recherche d’un zéro de f est obtenue en remplacant
dans 'algorithme de la méthode de dichotomie le point milieu 2 = 1(a® + 5%) par ’abscisse
. du point d’intersection de la droite passant par les points (%, f(a®)) et (5%, f(b(%))) avec I'axe
" des abscisses.
1. Déterminer z*) en fonction de a®, f(a(®), 5k} et f(5().
i - - 2. Pour étudier la vitesse de convergence de cette méthode, on fait les hypothéses additionnelles
SRR 7 que [ est deux fols continiment dérivable sur [a,b] et que les dérivées f’ et f” ne s’annulent

" .pas sur cet intervalle, de telle sorte que £ soit une racine sunple de [ (m) = 0. Dans ces
conditions, la suite (2(®)),cn construite par la méthode converge vers &£

AN ontrer_:, il existe 0 € [a, b] tel que }

) = f(a)+f(b) “‘”( m)+ (m—a)(w—b)f”()

Indication : on pourra poser, pour tout x €]a, b{ fizé et tout t € [a,b),

B(t) = f(t) —pft)— (—j:% (t—aj(tmb), avec p(x) = f(a) + —b—-}é——* {z—a), o '_ \

et utiliser le théoreme de Rolle.

_b. En appliquant le résultat précédent au point ¢ et & 11ntervalle {at®) b("C ], montrer qu’il
~existe 8(F) g [at®) p(%)] tel que

By _ flaledy. : |
B ) =5 670

c. En déduire que, pour tout £ €'N, il existe'n(k) e [a), 5] tel que

Fin®)

d. On suppose & présent que f'(z) > 0 et f7(z) > 0, Vz € |a, b], montrer que FEFL) = b at
ak+1) = %) pour tout k € N. Etudier alors le comportement de la suite "f‘w(k:l)
‘ [g—z k]|

lorsque & tend vers V'infini.

£ -2t = =3 (- a¥)(e - oL )

keN

Exercice 2 (étude de convergence de la méthode de point ﬁxe) Soit [, b] un mtervalle
pon vide de R et g une application continue de [a, b] dans lui-méme. . .

‘1. Montrer que g posséde au moins un point fixe £ dans I mtervalle [a,8]. .




2. On suppose 4 présent que la fonction g est continGment dérivable. da:ns un voisinage I. =
[ —h, &+ h] de € et que, uniquement dans cette questlon, |g'(€)| < 1. On va montrer

que la suite définie par
: g+ = g(z(®)

converge vers £ dés que U'initialisation £ est suffisamment proche de £, On dit alors que §

est un point fixe stable de g.

a. Montrer qu'il existe 0 < § < h tel que™
1
lg'(z) — g’ (&) < 5 5 (1= lg'@)N), Yee i =[§-6,¢+46].

~ b. En déduire qu 1] existe une constante 0 < L < 1 telle que |¢'(z)i < L, Yz € I5.
" ¢. En déduire que si 2 € I;, alors :

|x® — ¢ < L|a® - ¢,
et que, si (@ € I;, alors _ . .
2® e Iy et l2®) — ¢ < L* 2@ — ¢|, VE € N.

d. En conclure que la suite (z(*))xcn converge vers &.-

3. On suppose dans cette question que |¢'(§)| > 1. En s "inspirant des étapes de la question
précédente, montrer qu’il existe § > 0 tel que pour k suffisamment grand, z®). n 'appartient
pas & T;. En déduire que la suite (m(’“))keN ne peut o priors converger vers-£, quelle. que soit’
Iinitialisation %% £ ¢, On dit alors que £ est un point fixe! instable de g. .

4.. Apphcatlon Etudler les miéthodes de point fixe assomées aux fonctions suwantes

Exercice 3. On souhaite calculer le zéro de la fOIlCtiOIl f(z) = z® — 2 par une méthode de pomt-
_ fixe utilisant la fonctlon

3n Z-I-Z(w 1),

glz) = (1— §)z+(1—w):c +
w étant un para.métre réel )
1. Pour quelles valeurs du paramétre w le zéro de la fonctmn f est-il un point fixe de la méthode
proposée 7 -
2. Pour quelles valeurs du paramétre w la méthode proposée est-elle au moins d’ordre deux ?
3. Existe-t-il une valeur du paramétre w telle que l’ordre de la méthode de point fixe est
supérieur & deux? : :

Exercice 4 (étude de convergence de:la méthode de Newton—Raphson vers un zéro
simple). Soit f une fonction deux fois continfiment dérivable sur Vintervalle [a,d] C R, & valeurs
dans R, et ¢ un zéro simple de f, c’est-a-dire tel que f{€) = 0 et f'(£) # 0, contenu dans [a, b].

On se propose de déterminer le zéro & par la méthode de Newton-Raphson, c’est-a-dire en tant
que limite de la suite récurrente définie par o

F(z®))
()
V'initialisation (% é&tant donnée. Le réel £ étant aussi un.-point fixe de la fonction ¢, on rappelle

que Vordre de convergence d’une méthode itérative de la forme z(5+1) = g(x(®) est égal & r, avec
r > 1, s'il existe, pour & suffisamment grand, une constante C >0 telle que

jalk+D — ] < Cla® ¢l

L) o p(6) _ g(a®), k>0,

1. En effet, si 20 = ¢, alors la suite (#(%))en est constante et vaut &
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CHAPITRE 6. INTERPOLATION POLYNOMIALE

en utilisant cette formule est la valeur exacte du polyndme d’interpolation au point  pour un jeu de
données légérement perturbées, les perturbations relatives n’étant pas d’amplitude plus grande que Snu,
ot u est la précision machine. En revanche, la formule (6.20) n’est pas stable au sens inverse mais vérifie
une estimation de stabilité au sens direct plus restrictive. mais différence ne sera visible que pour un
“mauvais” choix de nceuds d’interpolation et/ou un jeu de données issu d’une fonction particuliére,
Mentionnons enfin que, pour toute distribution de n +1 nceuds d'interpolation, on a 'inégalité (voir
[BM97] pour une preuve} -
max |wl
1 o<i<n

2n2 min jwi}’
0<ign

An 2

ce qui permet de calculer trés facilement, une fois les poids barycentriques connus, une borne inférieure
pour la constante de Lebesgue Ay, de Vopérateur d'interpolation de Lagrange associé & ces noeuds.

Algorithme de Neville '

Si l'on ne cherche pas 3 contruire le polynéme d’interpolation de Lagrange, mais simplement &
connattre sa valeur en un point donné et distinct des nceuds d*interpolation, on peut envisager d’employer
une méthode itérative basée sur des interpolations linéaires successives entre polynémes. Ce procédé par-
ticulier repose sur le résultat suivant.

Lemme 6.13 Soient z;,, k= 0,...,n, n+1 neuds distincis et ¥, k=0,...,n, n+1 valeurs. On note
sy sy ey, 8 polynéme d’interpolation de Lagrange de degré n tel que Z/A
a ey miynstin (i) = Yir k=0,

Etant donné zs, T3, Ty, K =0,...,m, n+3 neeuds distinets et ¥, Y;, Vi, K=0,...,m,n+3 valeurs, on
a

(2 —=zy) asy,mey 2 (z) ~ (& — wi)ﬂmso,---,wsn,mj (%) vz € R. Z// (6.21)
e e T o L ‘4—”“"#—{\'1\;33 ]

Hmtu:-n,iﬂinumip’ﬂj (z) =
DEMONSTRATION, Soit,-"q/(z) le membre de droite de I'égalité (6.21). Les polyndmes
stant tous deux de degié n + 1, le polynéme g est de degré inférieur ou égal 4 n+ 2. On vérifie ensuite que

=yik1k=0)'-‘xﬂ's &’

Tigen®in Ti at Hi’io,---ominﬂj

(ziy — ;) Hwigl-mmn g (i) — (T4 ~ =) H:mo,m.mi.n T (zi,)

zi,) =
a H;) T — 7
° ( )1 (m:) ( u (z5)
Tq — X5 Lig s 1Ty 1B T i — Ts) oy oz, 2y 5
4 i) = = Yi, Te) = — = Y.
] alw) p— i, ¢{®;) Py v [,
Omn en déduit que g = e, ..z 2005 pa:_uf_igi_téqdu polyndme d’interpolation. 0

Dans la classe de méthodes faisant usage de Uidentité (6.21), ine des plus connues est "algorithme
de Neville®® [Nev34|, qui consiste & calculer de proche en proche les valeurs au point z considéré de
polynémes d'interpolation de degré croissant, associés a des sous-ensembles des points {(zi,%:) }i=0,...,n-
A la maniére de ce que on a fait pour le calcul des différences divisées, cette construction peut s’organiser
dans un tableau synthétique : ‘

zo | Iap (Z) =%
T Hml(z) =Y HEG‘IJ (z)

T2 | Hmz(z) = Y2 legmel(z) Hzo.ﬂl,mz(z) , (6.22)

T | U (2) = 9 e,y 20 (2) 1 PSP ) BERE R | C¥ e (2)
Le point z étant fixé, les éléments de la deuxiéme colonne du tableau sont les valeurs prescrites y;
associées aux nceuds d’interpolation z;, 1 = 0,..., 7. A partir de la troisiéme colonne, tout élément est

22, Eric Harold Neville (1°" janvier 1889 - 22 aot 1961} &tait un mathématicien britannique. Ses travaux les plus notables
concernent la géométrie différentielle et les fonction elliptiques de Jacobi. 1] joua, & la demande de son colléggue Godfrey
Harold Hardy, un réle prépondérant dans la venue en Angleterre en 1914 du mathématicien indien Srinivasa Ramanujan.
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6.2, INTERPOLATION DE LAGRANGE

1l est important d’observer que les poids barycentriques ne dépendent ni du point z, ni des valeurs
¥i, i = 0,...,n, représentant les données & interpoler. Leur calcul demande n{n — 1} soustractions,
(n+1)(n —1) multiplications et n+ 1 divisions. Une fois cette tache accomplie, Pévalnation du polynéme
d’interpolation ¥, sous la forme barycentrique (6.18) en tout point ne coincidant pas avec un un neeud
d’interpolation requiert n additions, n + 1 soustractions, 2n - 1 multiplications et n + 1 divisions. De
méme, la prise en compte d’'un neeud dlinterpolation z,41 et d’une valeur y,41 supplémentaires pour
construire le polynéme II,y; & partir de I, se fait en divisant respectivement chacun des poids wy,
i =0,...,n, associés & II, par x; — T4 eb en calculant w,yy via la formule (6.19), pour un total de
n + 1 soustractions, n multiplications et n -+ 2 divisions. Le coiit de ces opérations est donc de l'ordre de
grandeur de celui obtenu avec la forme de Newton du polynéme d'interpolation.

La formule (6.18) peut cependant &tre rendue encore plus « élégante ». Il suffit en effet de remarquer
que, si les valeurs y;, 4 = 0,...,n, sont c‘elleq prises par la fOIlCt]Oll constante égale 4 1 aux nceuds
d’interpolation, il vient T e—

3

S0 VRTINS

i=1

En divisant alors I’égalité (6.18) par cette derniére identité, on arrive & la seconde (ou vraie) forme de la
formule d'interpolotion barycentrique suivante

== (6.20)
S |
i=n ¥ T T

qui est généralement celle implémentée en pratique, car elle permet des réductions lors du calcul des
poids. En effet, les quantités w;, ¢ =0, ...,n, intervenant de maniére identique (4 un facteur multiplicatif
prés) au numérateur et au dénominateur du membre de droite de 1'égalité (6.20), tout facteur commun &
chacun des poids peut, 4 profit, &tre simplifié sans que la valeur du polynéme d'interpolation s’en trouve
affectée. Nous allons illustrer ce principe sur quelques exemples de distributions de neeuds d’interpolation
pour lesquelles on connaft une formule explicite pour les poids barycentriques. Dans le cas de neceuds
équidistribués sur un intervalle [a, 5] borné de R, on a

__171—3' T
ww:()—n(n)a i=0,...,7m,

nl(b—a)* \i

ot (1) = I"(rl:‘—"i")" désigne le coefficient binomial donnant le nombre de sous-ensembles distincts & 4 éléments
que 'on peut former & partir d’un ensemble contenant n ééments. Les poids « réduits » correspondants

sont alors @; = (—l)i(:.‘), 1 =0,...,n, Pour les familles de points de Chehyshev sur l'intervalle [—1, 1]
respectivement donnés par les racines des polynémes de Chebyshev de premiére espéce (z; = cos (3;—f2- TT) .
i=0,...,n) et de deuxiéme espéce (z; =cos (i7),i=0,...,n), on a les poids réduits

i; = (—1)*sin (22;—-:—12ﬂ) ,1=0,...,n,

n

%, =1, 1<i<n—let @, = ( ;) .

Sous la forme (6.20}, P'évaluation du polynéme d’interpolation en un point autre que 'un des nceuds

d’interpolation ne nécessite plus que 2n additions, n + 1 soustractions, n + 1 multiplications et n + 2
divisions,

STABILITE NUMERIQUE : [Hig04] la formule {6.18) est stable au sens inverse, ¢’est-a-dire que,

sous lg hypothéses habituelles sur Varithmétique 4 virgule flottante, 1a valeur caleulée fI(I1, (z;}} obtenue

et (voir [Sal72])

iy =

-2 . —1 -2 : .
21. Pour ces derniers points, on a en effet wo = 25—, wy = (=1 £~ 1 < i <n—1, el wy = {(—=1)" 2" (voir [Riel6]).
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Formules de quadrature adaptatives

Le but du travail proposé est de metbre en ceuvre et de tester des méthodes « automatiques » d'évaluation numérique
précise d'intégrales sur un intervalle borné au moyen de formules de quadrature composées.

1 Principe
Soit [a,b] un intervalle non vide et borné de R, et f une fonction réelle intégrable. Pour calculer une
approximation précise de l'intégrale

b
1) = ] f(@) da,

par une formule de quadrature adaptative, on procéde généralement selon Valgorithme suivant.

— Tout d'abord, on réalise le calcul d’une approximation numérique I (f) de I{f) en utilisant une
formule de gquadrature choisie.

. On effectue ensuite une estimation de l’erreur de quadrature [I,(f) — I(f)| commise.

— i cette derniére est plus petite qu'une certaine tolérance fixée par I'utilisateur, on accepte L{f)
comme la valeur de l'intégrale. Sinon, on subdivise [a,4] en, par exemple, deux sous-intervalles de
longueurs égales [, m] et [m, b] et I'on raméne le calcul & ceux d’intégrales posées chacune sur I'un
de ces sous-intervalles,

1= [ " faydo+ f: F(@) de,

pour chacun desquels on applique indépendamment et réaursivement le procédé cirdessus.

1l est bien connu qu'on ne peut produire un algorithme permettant d’intégrer correctement toute
fonction (on peut en effet toujours construire une fonction pour lagquelle un programme donné ne pourra
calculer une approximation correcte). Le but de ce projet est de mettre en ceuvre deux formules de quadra-
ture adaptatives distinctes, une étant basée sur une formule de Newton—Cotes fermée composée, I'autre
sur une formule de Gauss Lobatto, fournissant de bons résultats pour un large nombre d'intégrands, ce
que l'on vérifiera A 'aide de tests numériques.

2 . Estimateur d’erreur et critére d’arrét

Pour estimer errenr de 'approximation (sans bien évidemment connaitre la valeur exacte de linté-
grale que I'on souhaite évaluer), on utilise la différence de deux approximations distinctes de 'intégrale.
Ces derniéres peuvent &tre basées sur _

— 1a méme formule de quadrature composée, mais utiliser un nombre de gous-intervalles différents,

— des formules de quadrature composées différentes possédant chacune un degré d’exactitude diffé-

rent.

Si I'on désigne par I; et Iy les deux approximations en question (I, étant a priori la plus précise des
deux), respectivement stockées dans des variables i1 et i2, un critére d’arrét classique est donné par le
test-

abs (i2-i1)<tol*abs{il) (1)

ot la variable tol contient un réel strictement positif repr{esentant une tolérance fixée par l'utilisateur,

Ce critére est cependant insuffisant en pratique, car il ne permet pas dans certains cas de limiter
eficacement le nombre d’appels récursifs de la formule de quadrature sur des sous-intervalles de plus
en plus petits. Imposer arbitraitement une limite sur ce nombre d’appel ne permettra en revanche pas
d’atteindre la meilleure précision dans certaing autres cas. Une approche plus adéquate consiste alors



4 mettre fin aux subdivisions lorsque I'une des approximations courantes est devenue négligeable par
rapport 4 la valeur de I'intégrale & ealculer, ce qui revient 4 vérifier une condition du type

il < i)

oit [(f) est une estimation grossiére de l'intégrale a calculer, avec i (f) 5 0, et 0 est une (autre) tolérance
fixée. On peut obtenir & partir de cette condition un test s’affranchissant du choix d’un tolérance (celle-ci
dépendant de maniére non évidente de l'intégrale & évaluer et de la machine sur laquelle le programme
est exécuté) un test indépendant de la machine, donné par

if ist+ils=is (2)
on is est une variable contenant la valeur de If {Nn | De la méme fagon, on peut remplacer le test (1) par
if is+(il-i2)==is (3)

Ce dernier test étant en général satisfait avant celui qui le précéde, c’est celui que l'on utilisera.

Malgré cette amélioration de la robustesse du critére d’arrét, il se peus, (lorsque l'intégrand présente
une singularité par exemple) que le processus de subdivision se poursuive néanmoins et 'on compléte
alors le test en interdisant que tout sous-intervalle obtenu par subdivision ne contienne pas de nombre
représentable en machine, ce qui conduit

if (is+(11-i2)==is) | (m<=a) | (b<=m) (4}

avec a, b et m des variables contenant les valeurs des bornes et du milieu de l'intervalle d'intégration
courant. Muni de ce test, on peut alors envisager d’approcher U'intégrale I(f) & la précision machine prés,
Si I'on souhaite utiliser une précision moindre, il suffit de modifier la valeur de 'estimation grossiére de
I'intégrale,

is=is*tol/eps

ol eps est l'epsilon machine.

3 Régle de Simpson adaptative

Cette méthode utilise la régle de Simpson composée associée 3 V'intervalle courant et 4 sa subdivisions
en deux sous-intervalles, c’est-a-dire que 'on fait les choix Iy = Ip3(f) et Io = I12(f). On peut cependant
observer que ’on peut obtenir un estimateur plus précis pour un nombre d’évaluations de l'int{egrand
identique et remplagant Iy par l'extrapolation de Romberg obtenue Ai partir de Iy et o, valant

161, -1
15

qui correspond & l'approximation fournie par la formule de Newton—Cotes fermée 4 cing points sur
l'intervalle d’intégration courant. Si estimateur ainsi obtenu ne satisfait pas le test mis au point dans Ia
précédente section, on subdivise en deux parties égales l'intervalle courant, de fagon 4 pouvoir de nouveau
utiliser toutes les évaluations de l'intégrand déja effectuées.

Par ailleurs, 'estimation grossiére I{f} de I(f) sera obtenue par une approche de type Monte-Carlo,

- b—a 5
== (f(a)+f(m)+f(b)+2f(§¢)) :
t=l
ol m = %"—b et & = a+ (b — a)w, les réels u; &tant tirés aléatoirement selon une loi uniforme sur
l'intervalle [0,1] (si la valeur effectivement calculée est nulle, on pose 1(f) = b— a).

Tache 1. Ecrire une fonction calculant une approximation de l'intégrale /(f) avec une tolérance fixée &
partir de 'algorithme basé sur 1a régle de Simpson décrit ci-dessus. La mise en ceuvre cherchera & réutiliser
au maximum toutes les évaluations de lintégrand aux nceeuds de quadrature précédemment effectuées.



L
a

4 Formule de Gauss—Lobatto adaptative

{.a seconde approche envisagée se base sur une formule de Ganss-Lobatto & deux neeuds intérieurs (en
plus des deux extrémités), symétriques par Tapport a 'origine sur Iintervalle canonique -1, 1. Ceux-cl
sont définis comme les zéros d'un polynome du second degré w2 satisfaisant

1
f (Y@ — i@+ 1) 45 =0 WP € Py(R).
-1

11 apparait que, 3 une constante multiplicative prég, le polyndme w2 correspond aul polynéme de Jacobi de
degré deux P2(°"ﬂ ) asgocié aux valeurs des paramétres (définissant cette famille de polynﬁmes) a=f=1L
Tache 2. En utilisant Y’ expression analytique des polynomes de Jacobi et le degré dexactitude des
formules de Gauss-Lobatto, déterminer les neeuds et poids de la formule de quadrature que I’on seuhaite

utiliser.

Pour l'estimation dlerreur de cette formule, on choisit d’employer 801 extengion de Kronrod & sept
points, obtenue € ajoutant trois noeuds de maniére & atteindre un degré d’exactitude maximal. Ces
nceuds sont les ZETo8 du polynéme unitaire de degré trois ws tel que

1
[ plasiotentdlo =Dl 1)da =0, ¥ € BalR),
ofy we désigne le polynome de degré deux précédemment utilisé. .
Tache 3. Montrer que, par symétrie, on 3 walg) = z(w? = c) et determiner, en utilisant le degré d’exacti-
tude de la formule ainsi étendue, les nceuds & ajouter ala 10 ule de Gauss—Lobatto ot les poids associes
5 lensemble des nosuds de V'extension.

La mise en ceuvre sous une forme composée adaptative de cette formule de quadrature suit les lignes
de celle de la régle de Simpson de la précédente section, & la différence que Ip est donnée par 1a formule
de Gauss—Lobatso choisie, Iy par son extension de Kronrod & sept points et que la subdivision en cas
de non satisfaction du critere divise l'intervalle d'intégration courant, en six sous-intervalles délimités par
les neeuds de Pextension de Kronrod, ¢ qui permet 13 encore de réutiliser ’ensemble des evaluations de

I'intégrand déja effectuées.

Tache 4. Derire une fonction calculant une approximation de Vintégrale I( f) avec une tolérance fixée
3 partir de d'un algorithme basé sur 1a formule de Gauss-Lobatto & quatre points introduite plus haut.
Comme précédémment, la mise en ceuvre cherchera & réutiliser au maximum toutes les &valuations de
Vintégrand aux neeuds de quadrature précédemment effectuées. :

5 Tests numeériques

Pour tester les fonctions écrites, 01 considére tout d'abord les trois « familles » d'intégrales suivantes,
inspirées de celles suggérées par Lyness et Kaganove,

! 1
f @ - A da, A€ 0,11 ob-5:0
; |

fl He - e da, A€ 0,1, a0
0

on H(-) est la fonction de Heaviside,

fl exp(—alz = Al) dz, A€ (0,4, a0, 4].
0 :

4

Tache 5. Utiliser les fonciions pour le calcul de ces familles d’intégrales avec une tolérance pour la
précision égale & 1078, 10-6, 107° et 1000 tirages aleatoires des paramétres A and o dans les intervalles
donnés. Indiquer pour chacune le nombre de valeurs obtenues correctes ot incorrectes.



On considére enfin les intégrales sujvantes.
| 1
1) = [ exple) o
0
1
1) = [ Hw-0,30
0
: 1
1= [ Vda
0
tra3
I{f4) =f 57 f0sh{x) — cos(z) | dx
_ _1\25
1

1
I(fﬁ)‘—“fql at 4 2210,9

1
I(fs) =/0 232 dz;

dz

1= [ gy

t g
1= [ s de
L 2
I(f"):fn 2 ¥ sin(1077) O
S|
I(fm):fu T de
I(f11)=£ mdﬂ?

sin{1007z) da
i

1(f12) =/11

16

10
I(fj_g) = /(; 25 e =257 4y

3
H(fua) = fo (e®] d

5
{fis) = fu (@ + D1 ) +

Tache 6. Tester en batt
la précision égale 4 10-3, 108, 10—
d*évaluations de lintégrand requise

erie les fonctions éerite

9. Indiquer
5.

(3—-3:)H($—1)H(3—x)—!-ZH(a:—S))da:

$ pour le caleul de ces intégrales avec une tolérance pour
4 chaque fois i la valeur obtenue est carrecte e le nombré
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