Problémes d’Analyse Numérique

Probléeme 1
Soit (a,b) € IR® tel que @ < b. Soient g : [a,b] — IR une fonction de classe Ct et

f:[a,b] % [a,b] x R — IR une fonction de classe C* vérifiant la condition de Lipschitz :
3L > 0; Yz, £ € [a,b], Yy, 2 € R, |f(2,6y) - flz,€,2)| £ Lly — 2.
On considére le probléme intégral suivant :

Trouver y € C%[a,b]) telle que

(1) £Sitgs
Wz)=g(e) + [ S Lu()de, Vo€ o]

et on suppose que ce probléme admet une solution unique notée Y(-).

Pt NeDN*),za=a+nh(0<n<N)

Pour résoudre numériquement (1), on pose h = 7

et on définit la suite (y, Jocn<n solution de

yo = glxa)

n=1
{2} i = gl:mn)-l_h'z.ﬁxna‘rfryi}: n>1.

i=0

On veut étudier la convergence de la méthode numérique (2).
1- Scient ¢ € C'Y([a,b]) et n € IN". Montrer qu'il existe £, € [a,b] tel que :

Xy n—1 h
(3) [ el€)de = b Y el@i) + 5(2n - 20)(6n).
& 1=0

0

[Ind.icat.iun ¢ on pourra utiliser la formule du rectangle & ganche donnée par :

e o A
#lE)dE = (# —a)ela) + = (), obyele, 8] )

2— On pose :

n=1

£n = ¥ (%a) — o(2a) — Z flen 20 Y(2))e 221,

i=0
Montrer que |e,| < C'h, ot C' est une constante positive indépendante de .
[ Indication : on pourra utiliser (3) avec @(£) = fz., & Y(£)) ].
3— On pose e, = Y(z,) — yn. Vérifier que :

n—1 n—l
Ifni5hLZ|Ei|+|Eﬂ|£hLE|EE|+Ch: n 2l
=0 i=0

4— En déduire que |e,| < Chexp((b— a)l) (c'est & dire que |e,| = O(h)).
{I.ndin:atian :  on utilisera le résultat suivant : 31 (8, )nenr est une suite réelle positive vérifiant :

=1

un<A+BY wi, nxl

=0

ol A et B sont des constantes positives, alors on a :

tn < (A+ Bug)exp(nB), =n>1].



Probléme 2

Soient zp, T1 et x3 trois nombres réels tels que zp < 73 < 22. On note Py, l'espace vectoriel
des polyndmes a coeflicients réels de degré < m.
Soit g : [zp, 23] — IR une fonction de classe .

1— Montrer qu’il existe un polynome P € Py unique vérifiant :

P(zp) = g(zo), Plz1) = g(21), :
P'zo) = g'(xa), P'(z1) =9'(z1) et P(z3) = g'(z2).

[Indicatiun : on pourra d’abord montrer Nunicité et en déduire l’existence].

2— Soit W le polynéme d'interpolation d'Hermite vérifiant :

Wi(zo) =0, W(z1)=0, W(zs) = 1,
Wizg) =0, Wiz1)=0 et W'{zs)=0.

2—a Montrer que W (x) peut s’écrire :
W(z) = alz — zo)*(z — 21 )*(z - B)

et que a # 0 et 3 & [2g, 22].
(On ne demande pas de calculer les valeurs de o et de 3).

2—b En déduire que W(t) # 0 pour tout ¢ € [zg,z2] \ {zo, 1]}

2—¢ Soit P le polynéme introduit en 1-. Soit t € [xg, 23],
Montrer qu'il existe £ = £(t) €]z, z2[ tel que

a'®!(€)

F 3]
WoE)

g(t) — P(t) = W(t) =S5t - o )2t — a1)*(t — )

[[udir.ation 1 on pourra considérer, pour ¢ # g et 1 # £, la fonction

e ) ) = R — er:} ]

Probléme 3

Soit ((y. @1, -, @n, ) la suite de polyndmes moniques’, orthogonaux sur [a.8] C R

relativemnent a la fonction poids w (w(z) > 0 sur [a,b]), telle que le degré de Q. est égal a k.
: d"Ua(2)

1- On pose Q. () x w(z) = T

1-a Montrer que U7, vérifie I'équation différentielle :

i B e i T

I

@ dz? ! |w(x) dzm 4

et que pour tout polynéme p de degré < n— 1, 0on a :
d" 10, (x) d" U () dp(x) sty s )
--_a_ru—l_ p{ﬂ:) 4 dxn-ﬁ_— dx e T (_1} : IEIH{E} -“l-i..'-l:;:i“ =0

(ot [f(z)]t = £(B) — fla)).

e coefficient de #* dans Qg est dgale 2 1




On suppose dans toute la suite que U7, vérifie :

dLn d:’a—il{}r:.z

Un(a) = e = = (@) =0
L d i K
L"n(fl]l L”{b} ...... = e ‘j =

1-b En écrivant Q.(z) = z" + p(z), avec p un polynome de degré < n — 1, montrer que
i =5 f [@n(2)]*w(z) dz est donné par : 7, _/ 2" Qulz)w(z)dz, n > 1.

En déduire que : v, = (—1)" ‘JI”[z e )da.
2— On rappelle que les polynémes orthogonaux @, sur [a,b] relativement a la fonction poids w,
vérifient la formule de récurrence suivante :

dz)=1
> { Qulz) = (7 — an)Qn-1(2) — FrQn-2(z) o
PR Sl o R (IQ“—hQn-l}w: = )
Tr=2 Tn—1

b
(f,g)w = j flz)g(z)w(z)dz). (On pose @_1(x) = 0 pour tout z € [a,b], et v_; = 1).
Démaontrer I'égalité de Christoffel- Darbour suivante :

E“: Qrl2)Qs(¥) _ Qua1(#)@n(y) — Qul2)@ns1(y)
T (% = y)1m

Qk 1(y)

Th—1

Indication : Ecrire (I} pour n=k, multiplier 1'égalité obtenue par ———=, puis échanger le

role de z et y et faire la différence des deux équations obtenues.

3— Déduire de I'égalité de Christoffel-Darbour que les coefficients A; de la formule de Gauss a
ki

n points : f‘f flz)w(z)dz = Zz'hgf[xg} + E.(f), sont donnés par :
i=1

e Tr—1
Q Ema]Qn+1{$;) QL{‘TJQR-I[‘I‘&]

il=i<n

ol Yn = [Qﬂ! Qﬂ,}w~

Indication : Lesn pagnts 2i, 1 <& < n, sont les n racines réelles et distinctes de .
On rappelle que A; = f Li(z)w(z) dz, ot L; est le polynome de Lagrange anx points 1.---, z,,
tH

donné par :

(x—a; Qnlz) ;
Li(z) = i) = S Ly
: P E;&. (@i —x;) (2 —2:).Q4(20) :
4— On suppose dans toute la snite que a = —1, b= 1 et w(z) = 1 sur [-1,1].

4-a Montrer que (I) et (I} impliquent que U,(2) = K,.(¢* — 1)" oi K, est une constante
(indépendante de x) arbitraire.
En déduire que :

Galz) = Kanl i{ﬂ,’f}zim =P e g1
k=0



4an B n kdn-kf dkg el n!
{On rappelle que @(f Xg)= JcZ‘—‘DCR T g # Cas (n-— k}!k!}'

1

Utilisant le fait que @, est monique, montrer que K, = ———.
' n!CH,
(On rappelle que Y (Ch)* = C3,).
k=0
1 {_1)n22n+1[n!}2
1 A 2.y =
4-b Soit I, = f_]{m 1)*dz. Ona I, o

En déduire une expression de 7, en fonction de =, n > 1.

4-¢ En déduire que (III) s’écrit sous la forme :

(n =1y
2n—1)(2rn - 3)

(IIF} Qn{ﬂ:] = .’.L'Qn_]_{ﬂ.'} B { Qn—i(m.]:. n :: 1

4-d On donne la formule suivante :

(1 - 2%)Q4(2) = (n + D2Qu(z) — (2n + 1)@ni1(2)

Montrer que :
2n—1 Tn=1

o -z
NS Bt

I o
4-e On pose :

On(2) = pinQnlz)
n > 1 (Polynémes de Legendre)

8.(1) = 1
Montrer que : p, = Cin et ||0a])2 = fl 02 (2 \w(z)dx = 7 (avec w(z) = 1)
e B 22“1 st _11“ - 2pn+1 i
T — n—

at que : ﬁn(-ﬂj - n m'glﬂ.-l{q"} b n '91'1-2{;1"} L :2 il

8:(z) =1
(On pose #_1(z) = 0 pour tout = € [-1,1]).

gl 21-7%) . . T,

4-f En déduire que : A; = m; olt les 2;, 1 < i < n, sont les n racines réelles de @,,.
n=11"1



