Chapitre 3

INTEGRATION NUMERIQUE

3.1 Introduction

On cherche a calculer I'intégrale :

b
I:/ f(@)w(x)dz (3.1)

avec w(z) et f(z) deux fonctions définies sur [a,b] telles que w(x) > 0 sur Ja,b] et f(z)w(x) est
intégrable sur [a, b].

Hormis quelques cas simples, ol une primitive de fw peut étre trouvée (et il faut inclure dans
ce cas le calcul par changement de variables ou I'intégration par parties), on ne sait pas calculer
cette intégrale.

En outre, il arrive fréquemment qu’on ne connaisse la fonction que par ses valeurs en certains
points. Il est alors hors de question de calculer exactement l'intégrale I. L’intégration numérique
est une idée "naturelle”. L’intégrale de Riemann en fournit I'idée premiere.

On considére une subdivision uniforme : a = 29 < 1 < ... < x, = b de intervalle [a,b],

(i =a+1i%% i€{0,1,...,n}) et on remplace I par :

n n

b
I:/ f@yw()dzs =~ (2 — zio1) flai) wlas) = - > flai) wlai) =S,

i=1 i=1

b—a

avec a; € [ri_1, %

b
Etona: lim S,=1 :/ flz)w(z)dz

n—-4o00

b
La procédure de l'intégration numérique est donc de chercher a remplacer / f(x)w(x)dz par
a

une somme finie :
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b n
[ @@z = 37 x fl) + Ea0) (3:2)
a i=1

n

ou E,(f) désigne le terme de l'erreur commise en remplagant I par Z Ai flay).
i=1

De telles formules sont appelées formules de quadrature.

L’idée de base dans la recherche des points z; (noeuds de la formule de quadrature) et des
coefficients \; (poids de la formule de quadrature), c’est de remplacer la fonction f par un
polynéme d’interpolation. Dans ce cas, deux formules seront présentées :

-Les formules de Newton-Cotes.

-Les formules de quadrature de Gauss.

Remarque 3.1
Lorsque les poids A; sont indépendants de la fonction f (c’est le cas pour les formules de type
interpolation), les applications :
n
f= > i flew) et f— Eu(f)
i=1
sont linéaires.
Remarque 3.2

En remarquant que :
b 1
b—a b—a b+a
de = t dt
e I C

On peut toujours ramener l'intégration sur [a,b] & une intégration sur [—1,+1] qu'on peut

prendre comme intervalle de référence.

Définition 3.1.1

On dira que la formule de quadrature (4.2) est de degré k si E,(P) =0 pour tout P dans IPy
et s’il existe P € Py tel que E,(P) # 0, ot IP; est l’ensemble des polynomes de degré < j.
Autrement dit, en tenant compte de la remarque 3.1, la formule de quadrature (4.2) est de degré
k si : pour toute base (Py P .....Pg, Pyy1) de IPryq1 avec deg(P;) =1, on a :

E,(P)=0 Vie{0,..,k} et E,(Piyi1)#0.

Exemple 3.1 : (Formule du rectangle a gauche )

On prend dans la formule (4.2) a; = x;—1 et w(x) = 1, on obtient alors la formule suivante :

b 0 &
f(a)de :bn S flwin) + Ealf)
a i=1
n—1
SIS b i 20 4 Bl
i=0

Détermination du terme d’erreur E,(f) :
Supposons que f est de classe C'! sur [a,b]. D’apres la formule des accroissements finis, on a :
Pour tout x € [x;, zi4+1], il existe &; € [z, xiy1] tel que :

f(@) = f(zi) +(x—m) f'(&)

40



d’ou
i Tit1

/%M f@)dz = (ziy1 — ) fla:) + / (z — ) f(&)da

i

Or, puisque f’ est continue et x — x; > 0 sur [z; z;41], il existe, d’apres le théoreme de la
moyenne appliqué & f’, un élément n; € [z;, z;+1] tel que :

Tit1 Ti+1 €T — €T 2
[ @ moset = rm) / (¢ —zi)da = T2 iy

i

On a alors :

/f \ix Z /wzﬂ

n—1 .ZU .ZU 2
| —
= Z (Tit1 — i) + Z S )
=0 =0

)2711

_b-
+ I (i

=0
D’ aprés le théoréme de la moyenne, il existe n € [a, b] tel que :

—Zf (n).

On obtlent enfin :

b —a= —a —a)?
[ rwie ="20% g+t - B ) aveen <o

n 4 n 2n
=0

Exemple 3.2 : (Formule du rectangle a droite )
On prend dans la formule (4.2) o; = z; et w(z) = 1, on obtient de la méme maniére que

précédemment la formule suivante :

/ ’ flayde =

Exemple 3.3 : (Formule du point milieu)
T+ Ti—q
2

/f b_afoMZ“)JrEn(f)

Détermination de l'erreur E,(f)

f'(n) avecn € [a,b]

On prend dans la formule (4.2) o; = et w(z) = 1, on obtient la formule suivante :

Supposons que f est de classe C? sur [a,b]. D’aprés la formule de Taylor, on a : pour tout

x € [xi,xiq1], il existe & € [x;, zit1] tel que :

T, +x; T, +x; T, + T 1 T, + T
f@) = F(F=5) + (@ = =) f(F— ) + e = = (&)
En procédant comme dans I’exemple 3.1 et en remarquant que :

Ti+1 .

/ (- % )z =0,
on aboutit & la formule :

b n—1 3

b—a , b—a (b—a)’ .,
= 2i+1
| #araa = > fla+@+DZE) + SEE ) aveen €lond



3.2 Formules de Newton-Cotes fermées

3.2.1 Formules simples

Ce sont des formules de type interpolation en des points équidistants. Compe tenu de la remarque

3.2, considérons l'intervalle de référence [—1,+1]. Il s’agit alors de construire des formules du

type :
1 p
/}amﬁ=2§j&mmm + Bpilg) (3.3)
- 7=0

P
Avec p un entier naturel donné. Posons I),(g) = 2 Z Xip 9(ti)
i=0

Les formules de Newton-Cotes fermées consistent a choisir :

1/ Les noeuds t; équidistants avec tg = —1 et t, = 1 donc t; = —1 + %2’ pour ¢ =0, ..., p.
1

2/ Les poids \;, tels que I,(g) = / P,(t)dt ou P, est le polynome d’interpolation de la
-1

Lagrange de g relativement aux points tg,t1,...., tp.

Lemme 3.2.1

Les coefficients Ny (p fixé, et i =0,1,...,p) sont donnés par la formule suivante :

1
Nip = 5/1Li(t)dt

ou L;(t) es_t le polynome de Lagrange de base relativement aux points to,t1,....,tp.
ou encore
LR .
Xip = 5/0 H (Z — j)dt pour i € {0,1,...,p}.
J=0
J#
Démonstration
Soient Lg, L1, ...., L, les polynomes de base de Lagrange associés aux points tg,%1,...,%,. Le
polynoéme P,(t) d’interpolation de la fonction g aux points tg,t1, ..., t, s’écrit alors :
p
Py(t) = Z g(ti)Li(?)
i=0
On a
p
Ip(g9) =2 Z Aip 9(ti)
i=0

et

1 P 1
| mwa=3" g [ Lo

-1 i=0 -1

D’ou
A 1/1L(t)dt 1/1 ﬁ (=g € {0.1,....p}

ip = = ; — our 1 , 1,

i,p 2 . i 2 . t — tj p p

j =
J#
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Soit le changement de variable suivant : ¢t = —1 + %S alors :

/ H 5 _‘], ds pourie€ {0,1,...,p}

Z )
j=0
J#
Lemme 3.2.2
Les coefficients N p (p fixé , et i =0,1,...,p ) vérifient :
Ap—ip = Aip  pouri €{0,1,...,p}
Démonstration

D’apres le lemme 3.1

P P s — 4
J .

Npeip = = ———)ds pour i€ {0,1,...,
p—i,p p/o H (p—i—j) p { p}

J=0

JFEP—I
Sion Calcule cette intégrale en faisant le changement de Variables suivant : £ = p— s on obtient :
p—t—J t—J _
Ap—ip = / H (p—i— / H Z—jdt Nip
Jj=0 j=0
j#Fp—i J#i

Lemme 3.2.3

Si la fonction g est une fonction impaire sur [—1,1], alors Uerreur de la formule d’intégration
(4.3) est nulle : Ep4q1(g) = 0.

Démonstration .
Puisque la fonction ¢ est une fonction impaire sur [—1, 1], on a g(0) = 0 et / g(t)dt = 0.
-1
Comme
1 P
| ot =23" Xy gt + Epalo
-1 i=0
on tire que

Epi1(g) = -2 Z Aip (i

d autre part on a

Z Xipg(t Z Xip 9(ti) + Z Xip g(t;) sip est impair

i<p/2 i=p/2

Z)‘,pg Z Aip 9(ti p tg +Z Xip g(ti) sip est pair
i<p/2 i-p/2

Comme tr = 0, g(0)=0 ,tp—i=—t

donc

g(tp—i) = —g(ti) et que Ap—ip = Aip
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on a :

P
Z ANip 9(ti) = Z Nip 9(ti) + Z Ap—ip 9(tp—i)
i=0

1<p/2 i~p/2
= Z Nip 9(ti) — Z Aip g(ti) = 0.
i<p/2 i<p/2

On conclut donc que Ept1(g) = 0.

Proposition 3.2.1
Si p est impair, alors la formule (4.83) est de degré > p.
Si p est pair, alors la formule (4.3) est de degré > p+ 1.

Démonstration
On apouri<p
1
/ Li(t)dt =2 Aip
—1
Or par construction les polynémes L; vérifient :
1si i =5
Li(t;) = T
0 si i #£j
donc
P
Z Ajp Lz’(tj) = Aip -
j=0

Si on applique la formule (4.3) aux polynémes de base de Lagrange L;, on obtient :

1 p
| mid =23 A Lity) + Bpa(L)
1 -
7=0

on tire donc que  Epq(L;) =0

Comme les polynomes de Lagrange Lg, L1, ...., L, forment une base de I'espace vectoriel /P, on
a alors : pour tout P € IP, E,;1(P) = 0. Donc la formule est de degré> p.

Si, de plus, p est un entier pair alors la fonction g(t) = tP*! est une fonction impaire et donc
E,1(tPT1) = 0, d’apres le lemme 3.3.

Proposition 3.2.2
Soit N = {

on a

Z)" t'?:{ 0 pour k < N , kimpair
7P ]

j=0

p st p est impair

p+ 1 si pest pair

ﬁ pour k < N , k pair
P
En particulier Z Ajp = 1.
i=0

Démonstration

D’aprés la proposition 3.1, ona Vk < N Ep+1(tk) = 0. Ce qui donne :

p 1 . . .
0 E<N etk
9 Z Ny t? :/ kagp zz = e zmpajzr
P —1 o st k<N , kpair
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Exemple 3.4 (Formule du Trapéze)
On considére lecas p =1, w(t) =1, to=—1,t1 =1, Ao1 = A1 = %, on obtient la formule

suivante :

1
/_ a(t)dt = g(=1)+9(1) +E2 (g

Détermination de 'erreur Es(g)

Supposons que ¢ est de classe C? sur [—1,1] et soit P; le polynéme d’interpolation de Lagrange
de g aux points ;1, +1, alors on a

g(t) — Pi(t) = % (t—1)(t+1) avecn €[—1,1]

d’ou

1
= /1 1 ())dt _/ 2 (2”” (t = 1)(t+1) )t
-1
Puisque le polynéme (t2 —1) garde un signe constant sur [—1,1] et g” est une fonction continue

sur [—1, 1], on peut donc appliquer le théoreme de la moyenne et on obtient :

il existe n € [—1,1] tel que

1" 1
Balg) =50 [ - nd=-3 g

Et d’apres la remarque 3.2, on aura pour tout f de classe C2 sur [a,b] on a :

/ ’ fla)de =

3.2.2 Etude de ’erreur dans les formules de Newton-Cotes

(b —a)?®

= (Fl@)+ 1) —

f () nel-1,1]

Théoreme 3.2.1
1/ Si p est pair , si f est de classe CPT2([a.b]), alors il existe 1 € [a,b] tel que :

b (h—a P e Z_b—a _b-a +3fp+ 9 B
IR 2 Aafla +i508) = CEP o /th j)d

2/ Si p est impair, si f est de classe CP*1([a,b]), alors il existe n € [a,b] tel que :

b B SN b—a, o P .
[ s =003 dasta +i 750~ CTOEST /Hou i

Démonstration

Nous donnons la démonstration dans le cas ol p est pair. Le cas ol p est impair est a traiter en
exercice.

Soit g € CP*2([—1,1]). Soit x € [—1,1]. Soit P le polynéme d’interpolation de Lagrange aux
points t; = —1 + %j ,j=0,1,....,p

P
-1Le=9

Posons :
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st x & {to, ...ty }

et (3-4)
_ g'(tk) — P'(tk)
h(tk’) - H/(tk)

six & {to,...tp}

pour k=0,...p

ey - 9@ = Px) — h) [T
[

et
* _ ') [9" () =P ()] =T1" (tx) [’ (tr)—P(t)] _
aty) = AORE pour k=0,..,p
On vérifie facilement que lintl h(z) = h(tg) et lin? a(z) = afty)
T—Tf T—T
En effet

| ) Pt ale) - P@) ()
LU R S A = A (I R s ()

_ g (ty) — P'(ty) _
- H/(tk) - h(tk)

De la méme maniere, on obtient la deuxieme égalité.

On conclut donc que les fonctions h et « sont continues sur [—1, 1].

Lemme 3.2.4

La fonction h définie par (3.4) est de classe C' sur [-1,1]. De plus, Vo € [-1,1], h'(z) = a(x)
(p+2)

_ 9P

et il existe £ = {(x) € [—1,1] tel que h'(x) (p+2)!

Démonstration

1/ En définissant les fonctions h, [] et o comme précedemment, on voit que la fonction h est

dérivable en tout point z tel que = & {to,?1,......,t, } et on a g(x) — P(z) = [[(x)h(z)
d’out

g'(z) = P'(z) = [I'(x)h(z) + (@) (z)

et donc

¢(@) - P'(x) — [T (@)h(x) =TI ()

D’apres la définition de la fonction «, on obtient a(z) = h/(x). Et comme « est continue, on
conclut donc que la fonction h est de classe C'! sur [-1,1] et a(z) = h'(x) pour tout x € [-1,1].
2/ Posons, pour z € [—1,1], Q,(t) = P(t) + h(z) [[(t) + (t — z)a(x) [](t). On peut vérifer
facilement qu’on a :

* Le polynome @, est un polynéme de degré (p+2), car [] est est un polynome de degré (p+1)
et donc Q, € 1P, .

* Qu(ti) = g(ti) pouri=0,1,...p

* Qu(z) = g(x) et Q(x) = ¢'(x) pour tout z

* Q) = ¢"(x) pour x € {to,t1,....,tp}

Posons ¢(t) = g(t) — Q.(t) alors on a :

*¢(t;) =0 pourie{0,..,p}

*o(x) = ¢'(x) =0
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*¢"(x) =0 pourz € {to,t1,....tp}

En appliquant le théoréeme de Rolle successivement a ¢, ¢/, ¢”, ....... ,#®) | on aboutit & Pexis-
tence de £ = £(x) € [—1,1] tel que ¢p®+D(€) = 0.
Or
P (t) = (p+2)la(z)
car

p+2) (t) = H(P-l-?) t)=0

et ((t — ) TI(t) "+ = (p+2)!

donc : g7 () =0 dion ol(a) = L2200

Lemme 3.2.5

Si p est un entier pair, p = 2m, et [[(t) = (t —t;) alors la fonction définie par :

u(z) = / [t Vo € [-1,1]

vérifie
(x) >0 Vo e|-1,1]
u(l) =u(-1)=0

Démonstration
1/ ona:

2m m—
It =JJ¢-t) H 7))

7=0 7=0
car tom—j = —t; et donc [[(¢) est une fonction impaire et alors u(1) = u(—1) = 0.

2/Soit k € {0, 1,...,p}. On a H(t) >0 pourt e [tgk,t2k+1] et H(t) <0 pourte [t2k+1,t2k+2].
La fonction u est donc croissante sur [toy, tor11] et elle est décroissante sur [togi1, tokia].
3/On a, pour tout k tel que 2k + 2 < m,

/MZH t)dt / H dt+/2k+2H t)dt

2k+1
toks1 2M togyo 2M
/ Ht—tj)dt+/ (t —t;)dt
tor _ tok+1 =0
(posons s =t — 5-)
toks1 2 topy1 21
/ [t dt+/ 11 (s—t)ds
tog - Lok j=—1
t2k+1 2k 2m—1
:/ (t—t2m+t—t_1)H(t—t]~) I @—tpdt
tak §=0 j=2k+1
(Comme t; = —1+ =7)
tonin L 2m—1
_ / 2t + 5 [J6—1) TI ¢t
tak . j=2k
J i +1

Or, pour t € [tog, tog+1]), on a :
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1 1 2 1
t+—) <(t —) =—-14+—2k+1 —
* (+2m)_(2k+1+2m) +Qin( +)+2m_1
:—1+%(4k+2+1) < -5 <0 (car2k+2<m)
2k
* H(t —t;) >0 ( produit de (2k + 1) facteurs positifs).
=0
2m—1
* H (t —t;) <0 (produit de (2m — 2k — 1) facteurs négatifs).
j=2k+1
tok+2
donc / H ) dt > 0 pour tout k tel que 2k +2 < m
tok

4/on a pour tout k tel que m < 2k +2 < 2m

togt2
u(tors2) / H ) dt
tzm 2k—2 tokt2
:/ [ dt +/ [ dt

-1 tom—2k—2
log42
= (t2m 2k— 2 / H dt car tom—2k—2 = —lok42
2k—2
= u(tom—2k—2) car [] est impaire

D’out u(tor12) > 0 d’apres 3/ et puisque 2m — 2k — 2 < m.

En conclusion, on a u(tory2) > 0 pour tout k& € {0,....,m — 1}. Et comme la fonction u est
donc croissante sur [tog, torr1] et décroissante sur [togi1,tor12] (d’aprés 1/ et 2/ ), on a alors
u(z) >0 pour tout z € [—1,1].

Démonstration du théoréme 3.1
On a:

Epii(g) =/ Ht 2 Z Nip 9(ts

=/_<<> dt—/h

Par intégration par parties, on obtient :
1 1
Byalo) = h(ou) - [ Woua - - / W (t)ult)dt
-1 -1
d’ou d’apres le lemme 3.4,

1 4(p+2)
Bpalo) = - [ 22— Sueya

Comme la fonction u est de signe constant et ¢P*2) est continue sur [—1,1], on en déduit, en

appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires, l'existence d'un réel 6 € [—1,1] tel que :

(p+2) 1
97> (0) /
E. =— u(t)dt
P+1(g) (p+2)| 1 ( )
Or, par une intégration par parties, on obtient :
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/1 u(t)dt = [(t+ Du(®)]] — f_ll(t + D) JJt)dt = /1 (t+1) ﬁ(t —t;) dt

1 p .
= / (t+1)2 H(t +1- %) dt changement de variable s =t + 1
—1 .
7j=1
2 .
= —/ s H(s - i) ds changement de variable s = Lt
0 =1 m
1 p+3 D 9
=— | — t t—7j)dt
<m> /0 H( 7)
7=1
D’ou :
1 P 1\PH3 g2 (g )
Hdt =25 Ay gt + (— / 2 Tl -
/_lg() > Nip st <m> p+2 H j)
En utilisant la remarque 3.2, on obtient :
b p _ _ (p+2) 7 p
b—a b—a [P ) 2 :
z)dr = (b—a Nipfla +1 - p+3 / t t—j)dt
| #arae = D e il =l A | ()
avec 11 € [a, b
Exemple 3.5 (Formule de Simpson )
1 2 2 4
Casp=2. Ona g = A2 = 6 A2 = 3 et / t2(t —1(t—2)dt = T On a donc :
0

b —a a —a)®
[ e = OS2 (@) +ar( 5+ 50) - B ) aveen € fad

Exemple 3.6 (Formule De Boole)

Cas p:4. Ona)\074:)\474: % s )\174:)\374: }l—g s )\274 :%.
h—
L’application du théoreme 3.1 donne en posant h = 1 ¢ :
/f = )(7f() +32f(a+h) +12 f(a+2h) 4+ 32f(a + 3h)
+7f())+E
vec B—_S (bza 7f<6>() ¢ € [a,b]
avec oI5 1 n) et n € |a,

3.3 Formules de Newton-Cotes composées

D’apres l'expression du terme d’erreur dans les formules de Newton-Cotes, on constate que

ces formules sont d’autant plus précises que la longeur de l'intervalle d’intégration b — a est

petit. C’est pour cela que ces formules sont en général utilisées d’une maniere ”composée”. Plus

précisément : on subdivise 'intervalle [a,b] en n sous-intervalles de méme longueur : a = ag <

w<a,=bavec a; =a-+1i b_Ta (1=0,1,....,n),) puis on écrit :

/abf(a;)dx = 2 /:iH f(x) dx

49



On applique alors la formule de quadrature sur [a;, o;+1], on obtient le :

Théoreme 3.3.1
, . b—a 1 [P t—j
Soient p, n € IN*. On a, en posant h = et Nip = — H (- -)dt
n P Jo

=7
7=0
JFi
b n—1
/ h()\o F@)+ fO)1+2x0 > fla+ih)
a =1
p—1 n—1 h (35)
+ A fla+ih+j— ) + Epr1n(f)
j=1 =0

avec :
1/ Si p est pair et la fonction f est de classe CP+? sur [a, b]

b—a p+3 1 p+2 p+2
Eprin(f) = < ) (E) T 2 / 2 H avec 1 € |a, b]

p

2/ Si p est impair et la fonction f est de classe CPT1 sur [a, b]

_ p+2 p+1 +1 D
Epﬂ,n(f):(b a) (%) ; i /Q(t—j)dt avecn € [a, b

b

Démonstration

On a d’apres le théoreme 3.1 :

b ol rain
/a flz)de = Zz:;/% f(z) dz

n—1
Oél — Oy
= (i1 — ) Z)\ flei + Hp )+ Ei(f)
i=0
avec :

1/Si p est pair et la fonction f est de classe Cp+2 sur [a, b]

Q5 -y P (p+2) i
Ei(f) = <%> fp+277 / t2 H avec n; € [, Qi)

2/ Si p est impair et la fonction f est de classe Cp+1 sur [a, b]

1 — o\ P12 (P+1)
Ei(f) = <M> S ) / H t—j)dt  avecn; € [, 1]

p (p+1
Or :
w« Qitl — _ﬁ
P p
d’ou :
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n—1 p
o7 -
(avip1 — o) Z A flo +]+17)
i=0 j=0 p
n—1 n—1 p—1 h
=h ((Aofl(ei) + Apf(aiv1)) + Aj fles +.7;)
i=0 =0 j=1

n—1 p—1 n—1

. h
=h| Qolf(@) +FOI+2X0 ) flatih) + 3 N > flai+ir)
i=1 j=1 i=0
* D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on a

n—1
LS 9 = W) avee e fa, ],
j=1

ou k=p-+1sipestimpair et kK =p+ 2 si p est pair.
En utilisant ces trois égalités dans la formule donnée au début de la démonstration, on obtient

la formule du théoreme.

Exemple 3.7 : (Formule du trapéze composée)

Pourp=1letne N*ona:

b —a n—1 —a —a 3
[t =20 <f<a>+f<b> 12Y° fla+it Y )—“’ ) i)
a i=1

2n 12n2

Exemple 3.8 : (Formule de Simpson composée)

Pour p=2etne IN*ona:

n—1

b —a —a
[ e = o8 1@+ 1) 2 fasit)
a =1
i, 1.,b —a
+4) flat+(i+35)(— )]
=0

1 (b—a\’
_W< 2a> f”(Tl)

Exemple 3.9 :(Formule de Boole composée)

Pourp=4etne IN*ona:

b
/ f(x)dz = % (7f(a) +32f(a+h) +12 f(a+ 2h)
+32f(a+3h) +7f(b) ) + E
avec E = —% (bT> FOm) et n € la,b]
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b
/f(if)dﬂﬁ :(%)< 7[f(a) + f(b) ~|—14Zfa+zh

i=1

+32Z{ 1) h)) + f(a—l—(z—l—i)h)}
n— 1

+12) f(a+(i—|—%)h)>
=0

8 (b—a\’
94515 <Ta> 7

3.4 Formule de quadrature de (Gauss

On considere la formule de quadrature :

p

b
[ @iz = 3 X f(@) + Bnh) (3.6)

i=0
Choisissons les poids \; ainsi que les noeuds x; tels que la formule (4.3) soit de degré le plus

élevé possible .

Exemple 3.10 :
Cas ou p = l,w(x) =1 et [a,b] = [-1,1].

Cherchons Ag, A1, zg, 21 tels que la formule :

/ F@yw(a)z = X fzo) + A fe) + Ba(f),
soit de degré le plus élevé possible, c’est a dire tels que : Fo(f) = 0 pour f(x) = x" avec

k=0,1,..,m, et m le plus élevé possible. On aura donc :

1
/ ldr = Ao + A1 =2
1

1
/ xzdr = Mzg+ Az =0
-1

1
2
/ wide = g ad 4 M2t ==
_1 3

=0

1
/ 23dr = Ao mg + Alxi’ =
et_cl...

Les quatres premieres équations forment un systeme non linéaire qui admet comme solution
)\0—)\1—1 Trg = —x1 = \[

On obtient donc la formule

/ fapts = £ + f(f)+E2(f)

ou Ey(f ) est un polynome de degre 3.

3.4.1 Polynémes orthogonaux

Soit w : [a,b] — IR telle que :
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* w soit continue sur |a, b[ et w(z) > 0,Vz € ]a, b
*r — xFw(z) soit intégrable sur [a,b],V k € IN

On définit sur IP (I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels) le produit scalaire :

1
(P.Q)w = / w(e) Pa)Q(w)dz

Théoreme 3.4.1

Il existe une suite (Qn)neiv unique de polynémes telle que :

1/ deg(Qn) =n et Q, est monique (i.e : Le coefficient de x™ est 1 dans Q)

2/ Pour tout P dans IP,,_1 (le sous espace vectoriel de IP des polynomes de degré <mn —1)

(P7 Qn)w = 0

Et la suite (Qn) est définie par :

Qo(z) =

Que) =~ s
Qn(x) (37 - O‘n)Qn—l(«T) - ﬁnQn—2(x)
avec oy, = (xQ”_l’Q"_l)w, Br = 1L ety = (Qhy Qi)

Yn—1 Tn—2

Démonstration

1/Existence :

En utilisant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt sur la base canonique 1, z, 22,

on obtient :
Qo(z) =1 .
y L )w
Qi(x) =z — (1, 1)
Zaz an avec Qi = %&)w

Les polynomes QO,Ql,. ., @y forment une base de l’espace vectoriel IP,.Ils sont orthogonaux

entre eux par construction et ils vérifient les conditions 1/ et 2/. Il est clair que 1/ et 2/

entrainent I'unicité de @Q,,.
2/ Calcul des coefficients

On a que, pour tout k € IN*, les polyndémes Qg, @1, ..., @ forment une base de I’espace vectoriel

1P, et que tous les polynémes ) sont moniques. Alors, pour tout k € IN*, Qr — xQr_1 € IP;_1

k-1
et il s’écrit d’une facon unique sous la forme Qp — zQr_1 = Z,uiQi. Comme les ); sont
i=0
orthogonaux on a :
k-1 k-1
Q= 2Qi1,Qu)w = O_ 11Qi, Qu)w = > 11i(Qi, Qk)w =
i=0 1=0

d’ou
(Qk, Qr)w = (2Qk—1, Qx)w pour tout k € IN*
*(Qr — 2Qr—1,Qj)w = 0 pour tout j < k — 1 et pour tout k € IN*
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n—1
Soit n € IN*. Alors on a @, — 2Q,_1 = Z,uiQi et on peut calculer les produits scalaires

. i=0
suivants :

n—1
* (Qn - :Z:Qn—la Qn—l )w - (Z /’L’LQ’L 7Qn—1> = ,Ufn—l(Qn—l 7Qn—1)w
D’autre part = b

(Qn - an—la Qn—l )w = (Qm Qn—l )w_ ($Qn—1y Qn—l )w = _(xQn—la Qn—l )w

d’ou
L1 = _(xQn—laQn—l )w
T Qe Qe
(Qn - xQn—la Qn—2 )w = <Z ,UZQZ 7Qn—2> = ,un—2(Qn—2 5 Qn—2)w
i=0 w

D’autre part

(Qn - an—la Qn—2 )w = (Qm Qn—2 )w - ($Qn—1, Qn—2 ) w — _($Qn—1, Qn—2 )w
d’ou
ot _(xQn—la Qn—Q )w (Qn—h an—2 )w

Hn—2 = = —

(Qn—2 7Qn—2)w (Qn—2 7Qn—2)w
* (Qn = 2Qn1,Q; Jw =0 pour tout j < n— 2
On obtient donc @, — 1Qpn—1 = pin-1Qn-1 + pn—2Qn—2 dout

Qn = («T - Nn—l)Qn—l + pn—2Qn—2

avec
(xQn—h Qn—l )w (Qn—h an—2 )w

Hn—1 = et Up—2 = —
" (Qn—l ) Qn—l)w " (Qn—2 ) Qn—2)w
Et en posant

Qp = fp—1 €t B, = —up—o, on obtient les formules du théoreme.

Définition 3.4.1
Les polynomes (Qn)neiv définis au théoréme 3.3, s’appellent les polynémes orthogonauz sur [a, b]

relativement a la fonction poids w.

Exemples classiques 3.11 :

1/[a,b] =[-1,1] et w(x) =1.on a:

Qo(x) =1

Qi(z) == .

Qa(z) = a* — 3 ;

Qs(x) = aa” — )

Qu(r) = 4 - ?m2 + % etc

Ces polynomes sont appelés les polynomes de Legendre.
2/la,b] = [-1,1] et w(z) = ﬁ ona:

Qo(z) =1

Qn(x) = 2n—1_1 cos(n Arccos(z))n € IN*

Ces polynomes sont appelés les polynémes de Tchebytchev et sont en général notés
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1
Th(x) = 5=l cos(n Arccos(z)) ne IN*

Théoreme 3.4.2
Soit (Qn)nemv la suite des polynomes orthogonauz sur [a,b] relativement a la fonction poids w.

Alors les racines de @, sont réelles, distinctes et appartiennent a |a,b[ pour n € IN*.

Démonstration
Soient aq,aq,...... , iy, les racines distinctes de @, appartenant a ]a,b[. On a bien m < n.
Montrons alors que m = n. Raisonnons par ’absurde et supposons que m < n
m
Posons [[(z) = H(az—ai) alors le polynome [[(z) € IP,—1car m < n donc ([[(x), Qn(z))w =0

1=0
b

Foi [ (@) [1)Qu ()dz =0,
comme w(z) [[(z)Qn(z) garde un signe constant sur Ja,b[ alors [[(z)@n,(z) = 0 ce qui est
absurde car deg(Q,) =n > 1.

Théoréme 3.4.3

Pour tout n € IN ; il existe une formule de quadrature unique,

b n
[ @@z = 3\ f@) + Bunf)
a i=0

de degré > 2n + 1. De plus :
1/ Les noeuds x; sont les racines de Qn11 (le (n 4 1)¥™¢ polynéme orthogonal sur |a,b| relati-

vement a w).

b
9/ ) = / Li(z) w()dz

o

Li(z) = H (a: — x]) pour i € {0,1,...,n}

Ty — Ty
J=0
J#Fi
3/ Si f est de classe C*"*2 sur [a,b] alors il existe n € [a,b] tel que :
_ () /b 2

Démonstration

1/ unicité

Posons .

[I(z) =[] (@— =)

=0
et soit P € IP,, alors

/H z)dr =0
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car [[(x)P(x) € Papy1. Donc [ est nécessairement le (n + 1)*™¢ polynéme orthogonal sur
la, b[ relativement & w. Ses racines xg, 1, ...., T, sont donc définies d’'une maniére unique. De
plus, en écrivant que la formule est exacte pour tout L;(x) (les polynomes de base de Lagrange)

appartenant a IP,, on obtient :
b

Ai :/ Li(z) w(z)dz

Ce quiaimplique I'unicité des coefficients ;.

2 /Existence

Soit Qp11 le (n+1)¥®™€ polyndme orthogonal sur ]a, b[ relativement & w. On sait que ses racines

sont distinctes et appartiennent a |a, b[. Notons zg, z1, ..., Z, ces racines alors

Qn—i—l(x) = H (‘T - xj)'
=0

Posons
A = / Li(x)w(z)dx
Considaérons (Lo, ...., L) la base de I'espace IP,, formé par les polynomes de Lagrange, alors tout

n
polynéme P de [P, s’écrit d’'une maniére unique sous la forme P(z) = Zai Li(x) ou les oy
i=0

sont des constantes réelles.

Or puisque o

Lz =4 o 0

N =0

d(l))u b N n b

/ P(z) w(z)de = / > P(x) Li(z) w(x)de =) P(z;) / Li(z) w(z)dx
e‘;ldonc Lo = '

b n
/ P(z) w(z)dz =Y AiP(x;) .
a i=0
La formule est donc exacte pour tout polynome P appartenant a IP,.
Soit maintenant le polyndéme S € IPs, 1, la division Euclidienne du polynéme S par le polyndéme
(n+1 donne lexistence de deux polynomes P et R dans [P, tels que :
S(z) = P(z)Qnt1(z) + R(x)

d’ou, on a donc :

b b b
/ S(x)w(x)dr = / P(2)On 11 (2) w(z)dz + / Rix) w(z)dx
b n n
_ / Rx) w(w)dr =3 NR) =3 AS(i)
a i=0 i=0

Car la formule est exacte sur IP, et Qn11(z;) = 0.

La formule est donc exacte pour tout S dans IPo, 1.

Pour S = L? qui est un polynome de IP,, la formule est aussi exacte et on obtient :
Ai = f; L3(z) w(z)dx et donc \; > 0 pour i = 0,1, ....,n.
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3/ Etude de l'erreur
Soit H(x) le polynéme d’interpolation d’Hermite relativement aux points xq, x1,..., T, tel que
x;) = f(x;) et H’(a:l) = f'(z;) pour i =0,1,....,n. On a :
n

/ H(zx Z)\H =3 Nif(zi
i=0
Or, si f est de classe C2"+2 sur [a,b] , on sait qu’il existe £ dans [a, b] tel que :

R SaRIGRs

d’ou .
Enpi(f / f@) w(x)de = Nif(z:)

=0
_ / (f(x) — H(x)) w(z)de

b p(2n+2)
- [ S @@

Comme la fonction Q2 4+1(z) garde un signe constant et que f (2n+2) et continue sur [a, b, on

aura :

2n+2
En+1(f)— nt2) / Q2 1 (z)w(z)dz avec 1 € [a, b].

Remarque 3.3
En fait, la formule du théoreme 3.5 est de degré exactement égal a 2n + 1. En effet, pour
f(z) = 2**2 on a f2)(n) = (2n + 2)! et donc

b

Eva(f)= | Qii(x)w(x)dr.

Remarque 3.4
Dans la formule de quadrature de Gauss a (n + 1) points (théoreme 3.5), les coefficients \;

peuvent s’exprimer sous la forme :
;=

n+1(xl)Qn(x1) a _Q/n+1($i)Qn+2($i)
avec Vg = / Qn+1(x)w(a:)da:

Démonstration :

Les racines polynoémes @, +1 sont zg, 1, ........ , T . 1l s’écrit alors
n

Quir(@) =[] (@ — ).

§=0
On sait aussi que le polyndéme d’interpolation de Lagrange est :

Liw) = [[ &—3)

Ty — Ty
J=0
J#
il est facile de voir que
1 Qny1 («73)

/n+1 () = —xy
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et le coefficient \; est donné par :

A= /b Li(x) w(x)dr = 1 " Quia(2)

Quii(zi) Jo -
Qn-l—l(m)

w(z)dx

Calculons alors . D’apres la relation de récurrence qui lie les polynémes (Qy), on a :

— L

Qut1(z) = (v — apy1) Qr(x) — ke Qr-1(x)
V-1
d’ou :

Qus1(7i) = (1 — sr) Quls) —j—’“ Qi—1(z;)

En multipliant la premiere équation par Q(z;) et la deuxieme par Qp(z), puis en retranchant

la premiere de la deuxieme, on aura apres division par v :

Qr+1(2)Qr (i) — Qr(7)Qpy1(z:) Qr () Qx(z:) n Qr(2)Qr—1(xi) — Qr—1(2)Q(24)

Yk - (x B xi) V& Vk—1
Ce qui entraine que :
ZQk Qk Z Qri1(x )Qk(ﬂfz)%Qk( 2)Qry1(24)
ZQk 7)Qp— 1(%)% le 1(7)Qr(;)
_ Qn+1($)Qn(33z‘) _ Q1(2)Qo(xi) — Qo(x)Q1(x:)
Tn o
_ Qnn(@)Qn(zi) (2 — )
Tn o
D’ou
Qn+1(2) Qr(z)Qp(z;) | 1
T — Ty B Qn(xz) <Z Yk +/YO>
d’ou
A = ! " Quii(a) w(z)dr

/n-i—l(xi) a T — T

- Tn Qk Qk ) i w(z)dx
- G / (Z +70) (x)d

_ Tn Qk b i
C Qu()Ql 4 (24) { / Qr(z) w(z)dw +/a 70w<$)d$}
Or Qo ) =1, donc

b
/ Qr(z) w(z)dx = / Qr(2)Qo(z) w(x)dx =0, pour k > 1

/ Qo(2)Qo(z ) w(x)dx = .

Oan obtient donc :
A = Tn

L Qn() Qi ()

D’apres la relation de récurrence, on a
In+1
Qn+2(2) = (. — ant2) Qi (z) — ;n Qn(z)

d’ou
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Qn+2(«73i) — _7n+1 Qn($z)

n

D’ou
Tn _ Tn+1
Qn (i) Qnt2(i)
et donc
N\ = ~In+1
;=
Qn+2(xi)Q;1+1(«Ti)
Corollaire 3.4.1 (La formule de Gauss -Tchebytchev a (n + 1) points)
Soit f une fonction définie sur [—1,1] telle que % soit intégrable. Alors, pour tout n dans
—x
N :
1 n ~ (2n+2)
f(x) T 2i+1 T f (n)
dr = i 2L € [-1,1].
/_1 -2 n+l ;f(COSQ(nH)”) T3 Enray weenel-L
Démonstration
on a :
Qn+1(z) = Thy1(x) = 5= cos((n+ 1) Arccos(z)) n € IN*
; 2141 01
;= _— ri= ey T
et x; 0052(n+1)ﬂ,p9u i ,1,...mn
Donc, en posant o; = 2(27’;11)77
n+ 1sin(n + 1)o; 1. )
Q1 (i) = — o o, Lot Quio(xi) = ST sin(n 4+ 1)o; — sino;
1o (1 cos®((n+1) Arccos(z)) (™ w1
=(=— dr = — 1) s)ds = ——
TYn41 (2n) /_1 m € 4n 0 COS ((7'L+ ) S) S 9 4n

D’ou

A= — — Vi1 _ .7 pour i = 0.,
Qi 1(wi) Qnya(zi) n+1

Fin du chapitre 3.

59



