Chapitre 1

RESOLUTION NUMERIQUE DES
EQUATIONS NON LINEAIRES

1.1 Introduction

La recherche des zéros d’une fonction donnée f réelle ou complexe est un probleme classique
qui a attiré I'attention des mathématiciens depuis plusieurs siecles. En général, il n’existe pas
de formules donnant la valeur exacte de ces zéros, ou bien ces formules sont trop compliquées.
On a alors recours a des méthodes numériques d’approximation des solutions. Ces méthodes
sont nombreuses et variées et sont généralement itératives : partant d’une estimation initiale
o, on construit une suite numérique x1, zo, ....... ZTn,....., OU x; est calculé & partir de x;_1, qui
converge vers une solution « de I’équation f(z) =

Dans ce chapitre, nous étudierons quelques unes de ces méthodes. Nous tacherons, pour chaque
méthode, de :

1/ décrire I'algorithme de construction de la suite (x,,);

2/ chercher dans quelles conditions, la suite(x,) converge vers un zéro « de f, ainsi que la
rapidité de cette convergence.

En liaison avec cette notion de rapidité de la convergence, on donne la définition suivante :

Définition 1.1.1
On dira qu’une méthode itérative est d’ordre p, pour la recherche d’un zéro o de f si la suite

(zn) converge vers a et si

[Tni1 —al = O(lzn — af?)

fi.e, [Ent1= 0]

| P reste borné pour n assez grand).
Ty —



1.2 La méthode des Dichotomies

Cette méthode dérive du théoréme des valeurs intermédiaires :

Théoreme 1.2.1
Soit f une fonction définie et continue sur un segment [a,b] de IR. Si f(a).f(b) < 0, alors il

existe a € [a,b] tel que f(a) = 0.

Démonstration (dichotomies successives)

b
w (xo est le milieu du segment [ag, by]).

Posons [ag, bo] = [a,b] et z¢ =
On a nécessairement 'une des conditions suivantes :
* f(zo) = 0 et alors o = g est la solution cherchée.
* f(ao) x f(xg) < 0 et on posera alors [a1,b1] = [ag, zo]
* f(bo) x f(xo) < 0 et on posera alors [a, b1] = [0, bo]

En réitérant le méme raisonnement pour [a1,b1] ....etc, on aura :
(an + bn)

5 et alors a = z,, est la solution

* ou bien : il existe n € IN tel que f(x,) =0, avec x,, =
cherchée .

*ou bien : on construit une suite de segments emboités [a,, b,] et une suite (z,) telle que pour
tout n € IN :

- [ao,bo] D [al,bl] D [ag,bg] DR D) [an,bn] D) [an+1,bn+1] DR

. (an +bp)
Ty = 5

(bo — ao)

b —a, = o

flap) x f(by) <0 (1.1)

Il existe donc « tel que
{a} = ﬂﬁ:fo [am bn] - ]av b[

On a alors :

lim a,= lim b,= lim z, =«
n—-+00 n—-—+o00 n—-+o0o

Et d’apres (4.1) et puisque la fonction f est continue, on aura

lim  f(an) x f(ba) = lm flan) x lim f(bn) = fl@)?<0

n—-4o00 n—-4o00

soit f(a) =0

Remarque 1.1
L’intervalle initial [ag, bo], avec la condition f(ag) x f(bo) < 0, contient un nombre impair de

solutions de 1’équation f(z) = 0. Ce nombre diminue d’une itération a une autre jusqu’a 1.



L’algorithme de cette méthode s’écrit :

Algorithme 1.1
On choisit deux réels ag et by tels que f(ag) x f(by) <0,

un réel € > 0 assez petit et un nombre entier Nmazx.

Faire
Répeter
v, = (an —21— bn)
si f(an) X f(x,) < 0 alors apy1 = ayn et byy1 = oy
sinon a1 = Ty et b1 = by

jusqu'a f(zpn) =0 ou |z, —a,| < € oun = Nmaz

Nmazx est le nombre maximum d’itérations.

Dans cet algorithme :

* f désigne une fonction numérique donnée, définie et continue sur le segment [ag, bg]

* € désigne Derreur absolue tolérée sur la valeur approchée de la solution xz, de 1’équation
f(@) =o.

D’apres la démonstration du Théoreme 1.1, la méthode des dichotomies est toujours conver-
gente. Mais cette convergence est en général assez lente. En effet, pour étre sir d’obtenir une
approximation d’une solution « avec une erreur absolue inférieure & €, le nombre d’itérations

nécessaires n vérifie :

bo — ao

(n+1)log2 > log

puisque
b, —a 1

En particulier : sibg—ap=1et e=10""on an = 5.

|zn — af X

1.3 La méthode Regula-Falsi ou fausse position

Cette méthode ne differe de la précédente que par le choix de z, a chaque itération. Au lieu de
prendre le milieu du segment [a,,, by,], on choisit Pabscisse du point d’intersection avec 1’axe des
abscisses, de la corde joignant les deux points de la courbe f d’abscisses respectives a,, et b,.

Sachant que 1’équation de la droite qui passe par les deux points (ay, f(an)),(bn, f(bn) est

(x —an)(f(bn) — flan))

bn_an

y_f(an):

et en prenant y = 0, on obtient :

anf(bn) - bnf(an)
f(bn) — f(an)

(1.2)

Ty =



(Tn —an) f(an)

b, —ap B f(an) - f(bn) (13)
flan) + Lzl 2 J)) L0
f(an) x f(bp) <0 (1.5)

et x, € |an, by|
En effet : comme f(a,) x f(by) < 0, on peut avoir f(a,) < 0 et donc f(b,) > 0 ou bien f(a,) > 0
et f(b,) <0.

Choisissons par exemple f((an)) < 0 et donc f(b,) = 0 d’ou f(a,) et f(an) — f(b,) sont de
Qn
flan) = f(bn)
Ty > an. De méme f(ay) < f(an) — f(by) et donc 0 <

Ty Qp,

meéme signe et donc > 0 et par suite puisqe b, — a, > 0 de (4.3 ) on tire que

flan)

m <1 et de (4.3) on tire que

0<

<1 et donc z,, < b,

, On O
L’algorithme s’écrit alors :

Algorithme 1.2
On choisit deux réels ag et by tels que f(ag) x f(by) <0,

un réel € > 0 assez petit et un nombre entier Nmazx

Faire
n=>0
Répeter

- anf(bn) - bnf(an)
" f(bn) — flan)

si f(an) X f(x,) < 0 alors apy1 = ayn et byy1 = oy

sinon apy1 = Ty €t bpy1 = by
n:=n+1

jusqu’a f(xn—1) =0ou |byp—1 —ap—1] T €oun—1= Nmax

Remarque 1.2
Dans le but d’étudier la convergence de la méthode, remarquons d’abord que, d’apres la construc-
tion des suites (a,), (by) et (z,), on a :

1/ La suite (ay,) est croissante et majorée par by et la suite (by,) est décroissante minorée par ag

etona:
Vn e IN, ag < ...... <ap, <z, <b, <.... bo
Les suites (ay,) et (b,) sont donc convergentes. Posons ¢ = lim a, et b= lim b,

n—-+00 n—-+00

2/ 1l existe
*- ou bien : une sous-suite de la suite (x,,) et une sous-suite de la suite (a,) qui coincident.
*~ ou bien : une sous-suite de la suite (z,) et une sous-suite de la suite (b,,) qui coincident.

Puisque Vn € IN |, x,, = an41 ou bien z,, = by 11



ceci entraine que, dans le cas ou la suite (z,) converge vers L, on a nécessairement L = a ou

L=0b.

Théoréeme 1.3.1
Soit f : [ao,bo] — IR une fonction définie et continue telle que f(ag) x f(bo) < 0 et supposons
que [ admet un zéro unique « dans [ag, bo] ( f(a) =0).

Alors la suite (x,,) définie dans ’algorithme 1.2 converge vers .

Démonstration
D’apres la remarque 1.2, les suites (a,) et (by,) sont convergentes et convergent respectivement

vers a et b. D’apres (4.7) et la continuité de f, on obtient :

fla) x f(b) <0 (1.6)

Deux cas peuvent se présenter :

ler cas : f(a) = f(b) et d’apres (4.8) f(a)? = f(b)? < 0 et donc f(a) = f(b) = 0. Donc les
réels a, b sont des zéros de la fonction f, et comme par hypothese la fonction f admet une seule
racine « dans [ag, bo], alors a = b = a. Les suites (a,,) et (b,) sont donc adjacentes et puisque
elles encadrent la suite (z,) celle-ci converge vers la méme limite .

2¢eme cas :f(a) # f(b). D’apres (4.2) la suite (x,) converge vers une limite L qui vérifie puisque

f est continue :

af(b) —bf(a)
f(®) = f(a)
Or, compte tenu de la remarque 1.2, la limite L est égale a a ou a b. Et de I’égalité (1.7) on tire :

*Si L =a (alors L # b) on obtient : L = %

L= (1.7)

d’ou :
—Lf(L) = —bf(L) et comme L # b alors f(L) = 0. L est donc un zéro de la fonction f et par
suite L = a.

*Si L =0 (alors L # a) on obtient : L = af(L) - Lf(a)

f(L) = f(a)

ceci entraine f(L) = 0. L est donc un zéro de la fonction f et par suite L = «.

d’ou Lf(L) = af(L) et comme L # a;

Théoréme 1.3.2 (ordre de la méthode Regula-Falsi)
Soit f : [ag,bg] — IR une fonction définie et continue telle que f(ag) x f(by) < 0 et supposons
que f admet un zéro unique o dans [ag, bo] ( f(a) =0).
Si f est deux fois dérivables sur [ag,bo] et est telle que f” > 0 (ou bien f” <0 ) sur ]ag,bol.
Alors il existe ¢ € IR telle que
lim 7|$"+1 el =c
n—-+00 |:En — a|

La méthode Regula -Falsi est a convergence linéaire (d’ordre 1) dans ce cas.

Pour la démonstration du théoréme on aura besoin du



Lemme 1.3.1
Soit f : [a,b] — IR une fonction définie et continue sur [a,b], deux fois dérivables sur ]a,b| et

soit ¢ € ]a,b[. Alors il existe un réel o € Ja,b| tel que :

(b—a)(f(c) = f(a)) = (¢ = a)(f(b) = f(a)) = (¢ —a)(c = b)(b—a)

Démonstration du lemme 1.1

Soit h une fonction définie sur [a,b] par :

h(z) = (b —a)(f(z) — f(a)) — (x —a)(f(b) — f(a)) — M(z —a)(z — b)(b—a)
ou M est un réel choisi tel que h(c) = 0, ce qui donne

a = (L= a)(f(e) = f(a)) — (c — a)(f(b) — f(a))
(c—a)(c—b)(b—a)

On a alors : h(a) = h(b) = h(c) = 0 et h est deux fois dérivable sur |a, b|
D’apres le lemme de Rolle :
* 11 existe A\ € Ja, [ tel que h(c) — h(a) = h'(A1)(c — a) ot A/ (A1) = 0.
* 11 existe g € ], b] tel que h(b) — h(c) = h'(A2)(b—¢) d’ou A/ (A2) =0
* 11 existe o € [A1, Ao[ tel que R/ (A2) — B/ (A1) = A" (0)(A2 — A1) ot A (o) =0
Comme h"(x) = (b —a)(f"(z) — 2M ) on tire que f”(0) = 2M et donc

/(o)

(b—a)(f(c) = f(a)) = (c = a)(f(b) = f(a)) = (¢ —a)(c = b)(b —a) —

Démonstration du théoréme 1.3
Supposons, pour fixer les idées que f(ag) < 0 < f(bg) et que f” > 0 sur Jag, by|.
Comme z,, € |ay,b,[ on peut appliquer le lemme 1.1 en prenant ¢ = x,,, a = a, et b = b, il

existe alors oy, € |ay, by tel que :

(bn = an)(f(7n) = f(an)) = (xn — an)(f(bn) — f(an)) = (Tn — an)(n — by)(bn — an)f”(;n

~—

Et puisque d’apres (1.4) on a

(zn = an)(f(bn) — f(an))

bn_an

=0

flan) +

on obtient : "
/ (Un)
2

f(@n) = (20 — an)(zn — bp)

on conclut donc que :

pour tout n dans IN, f(z,) <0 et comme f(by) > 0 l'algorithme 1.2 nous donne pour passer
de l'itération n a l'itération n + 1

bn+1 = by, et par suite b,11 = by et ant1 = xp

et
~ ant1f(bo) —bof(ant1)

T T (bg) — Flant)

9



D’ot, en remplagant a,4+1 par z,, on obtient z,41 = g(x,) ou g est une fonction définie par

wf(bo) — bof (@)
9@ = "0y~ f (@)

On constate que la fonction g est une fonction continue et deux fois dérivables sur |ag, bg[ et par

passage a la limite dans I"équation x,41 = g(z,) on aura a = g(«) ou « est le zéro de f.

En écrivant x,41 — o = g(z,) — g(a) et en appliquant le théoréme des accroissements finis a la
fonction g, il existe ¢, € |x,,af ou Ja, x,[ tel que :

Tny1 — a = g(x,) — g(a) = (v, — a)g'(cn)

x -« .. . .
d’ou M = | q (cn)‘ et par passage a la limite, puisque ¢’ est continue, on a :

|Tn — @

ol | @)
nEI-Eoo |z, — af —!g( )| L+ ( b) f(b)

Notons que la fonction f et sa dérivée seconde sont de signes opposés & l'intérieur de ]ag, by| et

donc 'une des deux suites (ay,), (b,) de 'algorithme 1.2 est constante, et on obtient :

Algorithme 1.3
On choisit deux réels ag et by tels que f(ag) x f(by) < 0,
un réel € > 0 assez petit, une variable entiere n,
variable réelle ¢y et un nombre entier Nmaz

Faire

(Détermination du signe de la dérivée seconde

et choix de la suite constante)

zo = ap , co = by

n =

. :100f(350) —xof(co)
' f(z0) — f(co)

Si f(x1) x f(ep) < 0 alors ¢g = by et zp = ag

sinon ¢y = ag et xg = by
Répeter
COf(:En) - xnf(CO)

T T @) — flco)
n:=n-+1

jusqu'a f(xp—1) =0 ou |xy—1 — xp—2| 2T €oun—1= Nmax

1.4 La méthode des approximations successives

Cette méthode consiste a faire d’abord des opérations algébriques sur I'équation générale f(x) =
0 pour l’écrire sous la forme x = g(x) ou g est une fonction a déterminer.

Par exemple, si f(z) = 23 + z — 1, on peut choisir :
1

= i) = (1 x)s

g(@) = 1— 2 g(x)

10



ou plus généralement :

ol he est une fonction qui ne s’annule pas.
La recherche d’une solution de 'équation f(x) = 0 équivaut alors a la recherche d’un point fixe

de g (1i.e a tel que g(a) = a).

L’algorithme de la méthode des approximations successives est le suivant :

partant d’une estimation initiale z( de la solution «, on construit la suite (x, ), en posant

Tny1 = g(zn)

On voit alors que, lorsque cette suite est bien définie et convergente, sa limite est un point fixe

de g, si g est continue.

Algorithme 1.4

On choisit un réel zg, une précision € et un entier Nmax .

n=>0

Répeter
Tpt1 = g(xn)
n=n+1

jusqu’ & |z, — xp—1| < € ou n — 1 =Nmax

Cet algorithme prévoit un nombre d’itérations a ne pas dépasser (Nmax ), fixé a priori a ’avance,

car, comme nous allons le voir, la convergence de la suite n’est pas toujours assurée.

Théoreme 1.4.1

Soit g : [a,b] — [a,b] telle que g([a,b]) C [a,b] et g est une fonction contractante. (i. e. il existe
A €[0,1] tel que : |g(z) — g(y)| < Az —yl, Yo,y € [a,b])

Alors, pour tout choix de xy € [a,b], la suite définie par : T, 11 = g(x,) converge vers l'unique

point fixe o de g.

Démonstration :

1/Existence du point fixe.

Posons h(x) = g(x) — z, alors h est une fonction continue sur [a, b] et h(a) x h(b) < 0 et d’apres
le théoreme 1.1 il existe a € [a, b] tel que h(a) = 0 et donc g(a) = a.

2/Unicité du point fixe.

Supposons qu'il existe deux points fixes différents «a et 3 de g, alors g(a) = a et g(5) = .

la =Bl = [g(e) =g(B)] < Ala =g

comme A € [0, 1] alors on a une contradiction d’ou o = g.

3/Convergence de la suite (x,).

11



Pour étudier la convergence de la suite on va utiliser le critere de Cauchy. Mais, tout d’abord,
regardons |z, — Tp_1/|.

|2y — zp—1| = |9(zn-1) — g(xn—2)| < AN|Tp_1 — Tp_2| < ...... <Az — 2

D’ou pour tout n, m entiers (m >n) on a :

|Tn — T < AL N2 4L A" e — x| = A" |x1 — xo (1.8)

puisque A € [0,1] liIJIrl |Zn — xm| = 0 quand n,m — 400

n—-+0oo
On conclut que la suite (z,,) est de Cauchy dans [a, b] donc elle est convergente. Soit L sa limite.
En passant a la limite dans x,,+1 = g(z,,) et puisque g est continue L vérifie g(L) = L, on obtient

donc L = a. De plus, si on fixe n et on fait tendre m vers U'infini dans (4.9)

|z, —a < A"

On constate que la convergence est d’autant plus rapide que A est proche de zéro.

Corollaire 1.4.1
Le résultat du théoréme 1.4 reste valable si l’on remplace ’hypothése ”g contractante” par :
g de classe Ct sur [a,b] et |¢'(z)| < 1,Vz € [a,b].

Démonstration
g est de classe C'! donc la fonction ¢ est continue sur [a,b] et de méme pour la fonction |¢'| et
donc atteint son maximum sur [a,b]. Soit A = max |¢g’(x)| alors d’apres ’hypothese A < 1.

Appliquons le théoréme des accroissements finis & la fonction g en deux points z,y de [a,d] :

ou ¢ € |z, y|
d’ot

lg(@) —gW)| < |d' Q)] |z =yl < X |z —y]

donc la fonction g est contractante et on peut appliquer le théoreme 1.4.

Corollaire 1.4.2

Soit g une fonction numérique admettant un point fixe o. Supposons que g est continuement
dérivable au point a. Alors :

1/ Si|¢' ()| < 1, la méthode des approzimations successives est localement convergente, i.e. il
existe un voisinage V de « tel que, pour tout choix xg € V, la suite () définie par xn+1 = g(zy)
converge vers o .

2/Si |¢'(a)] = 1, la méthode des approzimations successives est divergente pour tout xg.

12



Démonstration

1/La fonction ¢’ est continue au point «, il existe alors un voisinage de o, V = [a — €, + €]
avec € > 0 tel que |¢'(z)| < 1, Vo € V et g(V) C V, on peut donc appliquer le corollaire 1.1.

2/ Si |¢'(a)| = 1 et puisque ¢’ est continue au point « il existe alors un voisinage V' de « et un
réel r = 1 tel que |¢'(z)| = r, Vz € V.

Supposons que la suite (z,) converge vers « il existe alors un entier N tel que : Vn > N x, € V
et par suite |¢'(xy,)| > 7.

Appliquons maintenant le théoréeme des accroissements finis on a :

pour tout n > N

201 — ol = lg(za) = g(@)] > |¢/(6)| [ — o] > 12y — ] > e > 17V |2y —a

Si on passe a la limite on obtient : lim |z,41 — a| = +o0,
n—-4o00

ce qui est absurde, la méthode est donc divergente (sauf si accidentellement zy = «).

Remarque 1.3

Le cas |¢'(z)| = 1 est le plus délicat a traiter car on peut avoir convergence ou divergence

Théoréme 1.4.2

Soit g une fonction numérique admettant un point fize . Supposons qu’il existe p € IN* tel que
g soit de classe CP au voisinage de o et que g®)(a) # 0, g% (a) =0Vk e IN* etk <p—1 (¥
désigne la dérivée d’ordre k de g).

Alors : si la méthode des approximations successives pour la recherche du point fize a converge,
elle est d’ordre p.

En particulier, si g'(a) # 0, la convergence est d’ordrel.

Démonstration
Soit x,11 et x, deux éléments de la suite (z,) et appliquons la formule de Taylor & la fonction

g aux points z,4+1 et « sachant que z,+1 = g(x,) et a = g(a) on obtient :

. g(’“)( )
Tptl — O = g xn - Z %l + (:En - O‘)pe(xn - Oé)
k=1 k!
avec lirJIrl e(zy, —a) =0.
D’ou
g(p) (a)

].l |$7’L+1 - | _
p!

ntos (@ — o]

ce qui prouve que |z, 11 — a| = o(|x,+1 — a|F) et donc la méthode des approximations successives

est d’ordre p.

13



1.5 La méthode de Newton

Soit f une fonction de classe C? dans un voisinage d’une racine simple a de ’équation f(z) = 0.
La méthode de Newton consiste a construire, a partir de z, une suite (x,) tel que z,4+1 est

I'intersection de la tangente a la courbe au point (z,, f(z,)) et 'axe des z.

Tp41 = Tn — f’(ﬂj‘ )
n

d’ou

Et on obtient 'algorithme suivant :

Algorithme 1.5
On choisit zg, une précision €, une précision €,

un entier Nmax et une variable z, une variable entiere n

n=>0
Répeter
Si f(x,) = 0 alors afficher ”la méthode ne converge pas” fin
_ f(zn)
S T T )

n=n+1

jusqu'a |z, —zp—1| <eou /et |f(z,)] <€ oun—1= Nmazx.

Remarquons que la méthode de Newton peut étre considérée comme une méthode des approxi-

f(z)
f'(=)

mations successives, si ’on choisit g(x) = = —

Théoréme 1.5.1

Soit f une fonction de classe C? dans un voisinage V' d’une racine simple o de I’équation f(x)
= 0. La méthode de Newton est localement convergente et est a convergence au moins quadratique
( d’ordre 2).

Démonstration

On a xp4+1 = g(zy) avec P
=0 )

d’ou
o) - L@@
(f"(x))?
et donc ¢'(a) = 0 car f(a) =0
En appliquant le corollaire 1.2, il existe un voisinage U C V de « tel que Vzy € U, la suite
définie par z, 1 = g(x,) est convergente vers a.
Si on applique la formule de Taylor aux points x,, «, il existe un (, compris entre z,, et « tel

que

Flea) — F(0) = (20~ ) () + (2 — )22

14



_ f(xn) N2 f”(Cn)
e Ry e
B 5 ["(Cn)
ot = (0 m e
et donc | | (@)
. O — Tpy1 o [0
n oo o —a,* '2f’(a)

et la méthode de Newton est d’ordre 2 .

1.6 La méthode de la sécante

Cette méthode peut étre considérée comme une variante de la méthode Regula Falsi si on

remplace les points a,, et b, par les points z,, et x,,_1. Elle peut étre considérée aussi comme
f(zn) = flwn-1)

Tp — Tp—1

une variante de la méthode de Newton si on approche f’(z,,) par
Partant de z( et 1, on définit la suite (x,,) par :

T _ xn—lf(xn) - :Enf(xn—l)
o F@n) = fzn-1)

Remarqons que x,41 est I’abscisse du point d’intersection, avec ’axe des abscisses, de la droite

(1.9)

joignant les points de la courbe de f, d’abscisses respectives z,, et x,_1.

Algorithme 1.6
On se donne z( et 1 deux réels, et deux précisions e, €
et un entier Nmax

Répeter
x _ mn—lf(xn) - xnf(xn—l)
”“ f(an) = f@n1)

jusqu'a |xp11 — x| < eet /ou|f(zpe1)] < € oun > Nmax.

Lemme 1.6.1

Soit (r,) la suite définie par (4.12) et supposons que f est de classe C? au voisinage d’un zéro
a de f. Alors :

Vn € IN*, il existe un réel ¢, compris entre x,_1 et x, et un réel d,, élément du plus plus petit
intervalle I, contenant x,,x,_1 et o tel que :

" dn
it = = e — @)(an — )L

(1.10)

Démonstration
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mn—lf(xn) - xnf(xn—l) i

T = T ) = Fan)
= (zn —-a)«—.f(xn)f(ézj :f;z;;_l)
:@m—aXL_R%%i%a( |
Ty Tn1,
T
g@wﬁzﬂ%ggﬂ
Z@%@:J@—xﬂﬂ@—fwb—@—ymﬂ@_f@m

. (z—y)z—2)(y—2z) '
D’apres la formule des accroissements finis, il existe ¢, compris entre x,, et x,,_1 tel que

f(xn) — f($n—1) — f/(cn)

TnsTpn—1) =
g( ns4n l) Ty — Ty 1

D’apres le lemme 1.1, il existe d,, € I, tel que :
()
2

han,xn—1, )
D’ou

Tpt1 — o= (T, — @) (Tp—1 — @)

2f"(en)

Théoreme 1.6.1

Supposons que f est de classe C? au voisinage d’une racine simple de l’équation f(x) = 0 [
f(a) =0, f/(a) £0 ]

Alors la méthode de la sécante est localement convergente [i.e il existe un voisinage V' de «, tel

que, pour tout xq et xy dans V, la suite (xy,) définie par (4.12) converge vers o |.
1+5
2

De plus, l'ordre de convergence est p =

Démonstration
Puisque f/(«) # 0, il existe un voisinage de « ot f/ ne s’annule pas, il existe donc €, 0 <€ < 1
et Vi ={z/|z — a| <€} tel que Vo € V7 f'(z) # 0.
Comme f est de classe C? on peut définir : ¢; = inf |f/(z)], c2 = sup |f”(z)| pour x dans V; et
on pose
*e=—+1
* “ €
V={z|z—a|<<}cW
*p= 1+T‘/5 la racine positive de I'équation p> —p—1=0
* Choisissons xg,x1 dans V. On a alors :
*Vne N, z,cV.
Ceci se démontre par récurrence. En effet xg,x1 € V, supposons alors que x, € Vet x,_1 € V
pour n € IN*.
D’apres (4.13), il existe ¢, d, € V tels que :

2f"(cn)”

Tl —a = (Ty — @) (Tp—1 — @)
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1" d
Tnt1 — o] <z, —a|lrp—1 — ] ‘gf,((cz)) <clz, —a|f|lrp-1 —a

e €2 ¢ (1.11)
<ce-——=— < -
cce c c

donc xp41 € V.

*Démontrons que la suite (y,,) définie par y,, = ¢|z, — a est convergente vers zéro.

Posons A = max(yg,y1) ou yo = c|zrg — | et y1 = c|r1 — | et p = #
Alors yo < M et y; < AP (facile & vérifier) et A < e < 1
et
Vn € N, y, <\ (1.12)

Ceci se démontre par récurence. En effet, supposons que
Yn <N et yoog < AP

on a ynpi1 = clrnr1 —al <z, —al|rn_1 — af dapreés (1.11)

n—1

d’ou
Yn+l < Yn Yn—1

S )\pn)\pnfl _ )\pn_i_pnfl (113)

D’oll ypy1 < AP D)

Comme p> =p+1ona

Ynt1 < >\pn+1

On en déduit, puisque A < 1, que la suite y,, est convergente vers zéro et par suite la suite x,,
converge vers «.

*D’apres (1.13) ona : Vn € IN, Yni1 < Yn Yn—1-

D’ou yn—;rl < yl=Py, | et d’apres (1.12) on obtient :

i
+1 ny1—
Zp < (WP )1 P \P

n—1

_ )\pn_pn+l+pn—1 _ )\pn—l(p+1_p2) S )\O _ 1

n
(car p?> —p—1=0) d’oir

|Tn+1 — < b1
2 —af?
+_\/5_

et donc la méthode est au moins d’ordre p = L 5
Démontrons maintenant que ’ordre de convergence est exactement p.
xn—lf(xn) - xnf(xn—l)
f(zn) — f(xn-1)
~ Yn—1f(@n) = Ynf(Tn-1)
Yn4+1 =
f(@n) — f(@n-1)

En supposant que f'(a) # 0 et f”(a) # 0, la formule de Taylor-Lagrange nous donne au voisinage

— « on tire :

Posons y,, = x, — a. De 'expression x, 11 — a =

(1.14)

de « :

f(@ny = (20 — ) f'(e) + () + (zn = a)*¢(zn — a)

ou ((x, —a) — 0 quand z, —a — 0

(mn—a)Q

En écrivant cette formule aux points z,, et x,_; et en utilisant (1.14) on obtient :
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"
Yn41 ~ YnYn—1 éff,(((;)) quand n — +00 (1.15)

D’autre part, la méthode de la sécante est dite d’ordre p si [yn+1] = O(|yn|”) ou encore s'il existe

‘yn+1|

[ynl”
. 2 o .

par suite |y,11]| ~ CP*|y,_1/"" et en utilisant (1.15) on obtient :

/l(a)
2f"(a)

une constante C' tel que ~ C quand n — +oo Aol |ynt1| ~ Clynl?, |yn] ~ C |yn—1]" et

2
c? |yn—1|p ~ |yn—1|p |yn—1|

et donc

2,
Cp|yn_1|p p—1

,_
_|_
=

et ceci pour toute fonction f et pour tout n assez grand d’ott p>? —p—1 =0 et donc p =

2
1.7 Résolution d’un systeme non linéaire
On considere le systeme :
fi(zy, 29, e  xn) =0
fa(z1, 29, e  xp) =0 (1.16)
fr(x1, 29, e X)) =0

ou les fonctions f; sont des fonctions définies sur un ouvert de IR™ & valeurs dans IR et de classe
C? dans un voisinage V d’une racine o = (g, ag, ........ ay,), du systeme (1.16) (ie fi(a) =0
pour i = 1 jusqu’a n ).

Posons X = (21,29, ccue... yxn) et F = (f1, fo, . , fn), alors le systeme peut s’écrire sous la

forme :

F(X)=0 (1.17)

Supposons qu’on puisse faire des opérations algébriques sur la fonction F' pour ’écrire sous la
forme F(X) = X — G(X) avec G = (91,92, ---v-.- ,gn), ol les g; sont des fonctions définies sur
un ouvert de IR™.

Le systeme (1.16) s’écrit :

X = G(X) (1.18)

et si « est solution de (1.16), alors « est solution de (1.18) et a est un point fixe de la fonction
G .
Pour chercher la solution de (1.16) on se ramene & la recherche du point fixe de la fonction G.

Pour cela, on construit ’algorithme suivant :
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Algorithme 1.7
Xy donné
Xn+1 — G(Xn)

Etudions la convergence de cet algorithme :

Théoréeme 1.7.1

Soit U un fermé borné de IR™ et G une fonction définie sur U telle que :
1)GU)CU (ie. VX €U G(X)€U)

2/11 existe une constante K : 0 < K < 1 telle que

VX eU WY eU ||GX)-GY)| <KX -Y|

ou ||.|| désigne la norme dans IR™.

Alors lalgorithme défini par

XoeU
Xn_|_1 — G(Xn)

converge vers o € U (o vérifie G(a) = a ).

Démonstration

La démonstration est analogue a celle que 'on a faite dans le cas d’une équation.

Algorithme 1.8
On se donne Xy, une précision €
et un entier Nmax
Répeter
Xnt1 = G(Xy)
jusqu’a || Xy41 — Xp|| < € oun > N max.

Théoréme 1.7.2

Soit U un fermé borné de IR™ et G une fonction définie sur U de classe C! (i.e. toutes les

fonctions partielles g; sont de classe C') telle que :

n
12
m 2 (X)) <1
Xg;]ci;_lgg,xl( ) <

dg;

(x). Alors lalgorithme défini par :

XoeU
Xn+1 - G(Xn)

converge vers a € U (a vérifie G(a) = a )
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Démonstration

Remarquons que, puisque les fonctions partielles g; sont de classe C, les dérivées partielles

d’ordre 1 sont continues et le max E g] »; (X)) existe.
i,j=1

soit K = max 421 ggle(X ) ce maximum.
Z?]:
Soient X et Y deux éléments de U. Appliquons le théoreme des accroissements finis a la fonction

G aux points X et Y.
Il existe £ € U tel que G(X) —G(Y) =G (§)(X -Y)
ou G'(§) est la dérivée de G au point &, c’est donc une application linéaire de R dans IR"

représentée par la matrice suivante :

gim(g) gém(g) ........... In.zy ()
DG = [P CT N (3 B Iz, (8)

91,0,(&) 920,(&) s In,an (§)

et on a
gz(X) - gz(Y) = Zg;',xl (f)(aﬁ] y])
j=1

et donc

n n n 2

IG(X) =GO =) (9:(X) — gi(Y))* = > G () (@iyy)

i=1 i=1 \j=1

et en développant :
> (G (5)(%’—.%) Zgj @y + ) G (O @r— k), () (mi—m)
j=1
Lk=1
l#k
Et en remarquant que, étant donnés 4 réels a, b, c,d, on a
2abed < a?b? + 2d?
d’ou
n 2 n
> (GO (w-yj) Z GOy + D (02 (O@r—y)’ + 912, (@-m)?)
j=1
Lk=1

| # k
Zg ,Tq Z Ti— yl Zg] x; ”X Y“
1=1
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On tire donc que

1G(X) =GV Z ZQJ +(8) X =Y

21]1

Jai=1

K =
avec glg&( E 1 g] 2 (
] 1=
Comme par hypothese K < 1 et U est un fermé borné les hypotheses du théoreme sont vérifiées

et lalgorithme défini par X,,.1 = G(X,,) converge.

1.8 La méthode de Newton

C’est une méthode qui consiste a linéariser le systéme (1.16) et a remplacer la résolution du
systéme non linéaire par une suite de systémes linéaires qu’on résout successivement( généralement
par une méthode directe).

On considere maintenant le systeme (1.16) ou encore I’équation (1.18) ou les fonctions f; sont
de classe C? dans un voisinage U de la racine a = (ai, g, .....a) de équation (1.18). Si on
écrit la formule de Taylor au point X d’un voisinage de « et en négligeant le terme d’ordre 2 on

obtient :

d’ou

FX)+ F(X)(a—X)=0

ou F'(X) est une application linéaire dont la matrice qu’on appelle la matrice jacobienne est :

FaoX) S5 (X) e e (X)
Py - | e () o (X)
Flan(X) 20, (X) i Iwa (2)

Si on construit une suite itérative (X*) approximant o on obtient une meilleure définition de la

suite par :

F(X*) 4+ F/(XF) (XM - xF)y =o.

On obtient X**! en résolvant le systéme linéaire

F/(Xk)(Xk-i-l _ Xk) — F(Xk)

Ce systéme aura une solution si F'(X*) est inversible .
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On obtient I'algorithme suivant :

Algorithme 1.9
On choisit un vecteur X° dans U, une précision e
et un entier Nmazx
Répeter
Résolution du systeme linéaire suivant
par 'une des méthodes connues.
F/(Xk)(Xk—i-l _ Xk) — F(Xk)

k+1_ vk
jusqu’a HXHanx | <eouk > N max

Remarque
- La méthode de Newton est tres efficace.
- La convergence est quadratique au voisinage de la solution (aprés un certain nombres d’itérations)

- L’inconvenient majeur de la méthode est d’avoir a calculer a chaque itération la matrice

jacobienne (n? fonctions 8—fZ a évaluer ) et les fonctions f;.
Ty
Pour surmonter ce probléme plusieurs variantes de la méthode de Newton existent :

1) Méthode de Newton & jacobienne par différences finies :

oFf:
C’est une méthode qui consiste a approcher a chaque itération k les dérivées partielles afz (X k )
.
par : !
of; (xH) = JiXF s, XF by X)) = i XT, o, XTL LX)
8xj o h

ou h est un réel fixé suffisamment petit.

2) Méthode de Newton simplifiée :

c’est une méthode qui consiste & conserver la matrice jacobienne constante pendant un certain
nombre d’itérations.

3) Méthodes de Newton a itération linéaire :

ce sont les méthodes ol on résout le systéme linéaire

F/(Xk)(Xk-l-l _ Xk) — F(Xk)

par une méthode itérative (Jacobi, Gaus -Seidel, relaxation... ) mais en faisant un nombre limité
r d’itérations (r =1,2 ,3.. ). Et on obtient deux itérations I'une dans l’autre. On obtient ainsi
des méthodes dites Newton-Itérations linéaires a r (r = 1,2, ou 3) pas :

4) Newton-Gauss-Seidel & r pas.

5) Newton-Relaxation a r pas.

Fin du chapitre 1.
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