Ecole Nationale d’Ingénieurs de Tunis 2008-2009
Analyse Numérique

Série d’exercices n° : 4

Exercice 1

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive. Soient b € R™ et le systéme (S) : Ax = b.
Soient 0 < Ay < X\g < ... < A\, les valeurs propres de A.

1— Montrer que algorithme du gradient & pas constant «, pour la résolution de (S) converge (pour tout choix

de () si et seulement si: 0 < a < ~—.

An
2— En déduire que si il existe M > 0 tel que ||Az|2 < M|z||2, ¥ € R™, alors l'algorithme précédent converge
2
i a€lo, —.
si a €] M[

3— Déterminer la valeur optimale a® de o qui assure la convergence la plus rapide de ’algorithme précédent et
vérifer que :

Conda(4) —1
I-aA)= ———F———
pU —a™d) Condz(A) +1
Exercice 2
Soit (S) : Az = b, avec :
2 01 3
A=10 2 0 et b= 2
1 0 2 3

1—- On considere 'algorithme du gradient & pas constant « appliqué a (8S).

1—a Pour quelles valeurs de « ’algorithme converge-t-il ?
1
1-b Déterminer la suite (x(k))k générée par lalgorithme, lorsque (%) = (0,0,0)" et v = 3
2— Faire 3 itérations de l'algorithme du gradient & pas optimal pour la résolution de (S) avec z(®) = (0,0,0)%.

3— Résoudre (S) par la méthode du gradient conjugué.
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Exercice 3

Soient A € M,,(R) une matrice inversible et b € R™. On considere le systéme linéaire
(1) Az =b

dont on notera I sa solution.

1— Vérifier que le systéme (1) est équivalent au systeme :

(2) AT Az = ATp

2— Montrer que la matrice A7 A est symétrique définie positive.

3— Pour résoudre le systéme (1), on consideére la méthode du gradient & pas constant appliquée au systéme (2) :

{ 0 R

3) 24D — 50 _ 77 (2®), k>0

ot r € RY et J(-) est la fonctionnelle définie sur R™ par :
1
J(x) = i(ATAx,x) — (AT, x)
(+,-) désigne le produit scalaire euclidien dans R™.

3—a Donner I'expression de V.J(z) en fonction de A, AT et b.

2
3—b Montrer que la méthode du gradient a pas constant (3) est convergente, si et seulement si 0 < r < W,
2

ou || - ||2 désigne la norme matricielle subordonnée & la norme vectorielle || - ||2. Quelle est dans ce cas la limite
de la suite (2(%));>0 définie par (3) ?

3—c On note ¢g*) = V.J(2(®). Soit & > 0, montrer que

g™ 2 Iz — ]2 >
<e=— - < glconda(A)]
| ATD]| 1]l

ot condy(A) = [|Al|2 ||A71|]2 et Z désigne la solution de (2) (ou de (1)).

3—d Ecrire l'algorithme de la méthode du gradient & pas constant appliquée au systeme (2).
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