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3.1 Introduction
On va étudier les méthodes itératives pour résoudre un systeme linéaire :
(3.1) Az =b

Une méthode itérative engendre une suite de vecteurs qui doit tendre vers la solution de
I'équation (3.1). Dans les méthodes itératives qu’on va étudier, le passage d’un vecteur zF de
la suite au suivant se fait en corrigeant une ou plusieurs composantes de ce vecteur.

3.2 Etude générale

Soit A = (aij)i<ij<n une matrice a coefficients complexes inversible d’ordre n et b un
vecteur donné de C". Les méthodes qu’on va étudier peuvent se formuler de la maniere
générale suivante :

-On décompose A sous la forme A = M — N ou M est une matrice ”facilement” inversible,
c’est-a-~dire telle que la résolution numérique d’un systeme linéaire, dont la matrice est M,
nécessite relativement peu d’opérations a effectuer. On a

Az =b&s Mx =Nz +b

-La matrice M étant inversible, on définit la méthode itérative permettant de calculer la
solution de (3.1) par

(3.2)

2% donné dans C"
MazFt = NaF + b

Soit, en posant B = M ~' N, Iécriture équivalente :
(3.3) 2"+ = Bzk 4 ¢

ott ¢ = M~1b. On dit que B est la matrice de la méthode itérative (3.2). Dans la suite, on
commence par étudier la convergence de la méthode itérative (3.2).

Remarque

Dans le cas des matrices creuses, c’est-a-dire celles comportant un grand nombre de
coefficients nuls, les méthodes itératives nécessitent en général beaucoup moins de place
mémoire dans l'ordinateur que les méthodes directes.

Lemme 3.1
Soit B € M,,(C), alors les quatre propriétés suivantes sont équivalentes.
i) B¥ tend vers 0, lorsque k tend vers +o0o.
i) B*v tend vers 0 pour tout choiz de v dans C™, lorsque k tend vers +o0.
iii) p(B) < 1.
w) ||B|| <1 pour au moins une norme matricielle subordonnée.

Démonstration :

i) = ii)
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Cette implication est immédiate puisque I'on a pour une norme matricielle subordonnée ||.|| :
Yo e Gk > 1, HB%H < HB’“H o]

i) = iii)
Montrons cette implication par 'absurde. Supposons que p(B) > 1, alors ils existent A € C
tel que |A| > 1 et p € C™\ {0} pour lesquels on a

Bp=Ap

k
| 55| = 1A el = Il > 0

par conséquent, puisque |A| > 1, on obtient

lim HkaH £ 0
k—+o00

ili) = iv)

On sait d’apres le théoreme 1.1 du chapitre 1, que pour tout € > 0, il existe une norme

matricielle subordonnée ||.|| telle que

1Bl < p(B) +¢
" . _ 1=p(B)
utilisant le fait que p(B) < 1, alors on peut prendre ¢ = — et on a
1 B
1B < 1+0(B) <1
2
iv)= i)
On a
o= o] <ior
On en déduit puisque ||B]| < 1, que
lim |[BY| =0
k—+o00
c’est-a-dire que B tend vers 0 dans M,,(C), lorsque k tend vers 4-oc. ]

Théoreme 3.1
Soient B € M, (C),H =1— B et c € C". La suite définie par

2% donné
¢t = Bak + ¢

O wers un élément xe C", solution du systéme linéaire :

converge, pour tout choix x
Hz=c

si et seulement si p(B) < 1.
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Démonstration :

Supposons que p(B) < 1, alors d’apres le lemme 3.1, ||B|| < 1 pour au moins une norme
matricielle subordonnée et la matrice H = I — B est donc inversible d’apres le théoreme 1.2
du chapitre 1. D’ou en prenant T= H '¢,ona H T= ¢ ou encore

Eng—i—c

On en déduit que

d’ot, d’apres le lemme 3.1 :
lim (- ) =0
k—+o00
pour tout choix z° € C".
Réciproquement, si la suite (z*) converge pour tout choix (z%) vers  solution de H 7= ¢, le
méme raisonnement entraine que

vzl € C" lim BF(z—7)=0
k—-+o0
autrement dit
Yv e C" lim By =0
k—4o00
On en déduit en utilisant le lemme 3.1 que p(B) < 1. |

3.3 La méthode de Jacobi

Soit A = (aj)1<ij<n € Myp(C™) inversible. Soit x € C", la solution du systeme linéaire
(3.1), ou b est un vecteur donné de C™.

La méthode de Jacobi n’est utilisable que si a;; # 0 pour i = 1 a n. A partir d’'un vecteur
2% donné dans C”, la méthode de Jacobi consiste & construire la suite de vecteurs z* de la
maniere suivante :

Pour i =1 a n, on calcule

n
(3.4) it = aiii(bz - ; ai;z})

i
Pour écrire la relation (3.4) sous forme matricielle, on décompose la matrice A sous la forme
(3.5) A=D—-E-F
ou D, F et F sont les matrices définies par

e dij =0 pour i#j
D = (dij) tel que { di; = a; pour i=14an
— (o, €;j = —ai; pour > j
(3.6) E = (e;) tel que { ey =0 pour i<j

Jij=0 pour i>j
fz‘j = —a;; pour 1< ]

F = (fij) tel que {

Alors, comme on a supposé que a; # 0 pour i = 1 & n, D est inversible et la relation (3.4)
s’écrit
" = DY E 4+ F)zt + D7
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Définition 3.1
Soit A € M, (C), on dit que A = (asj)1<ij<n est a diagonale strictement dominante si
et seulement si

n
Vie{1,2,.,n},  laul > > laij]
j=1

J#i

Théoréeme 3.2
Soit A une matrice o diagonale strictement dominante, alors la méthode de Jacobi pour
la résolution d’un systéme linéaire de matrice A est convergente.

Démonstration :

La matrice D définie par (3.6) est inversible puisque les coefficients diagonaux de la matrice
A sont non nuls. En effet A est a diagonale strictement dominante par hypothese d’ou d’apres
la définition 3.1

n
Vie{l,2,..,n}, il = lais| > laij| > 0
=1

i
La matrice J de la méthode de Jacobi est donnée par

J=DYE+F)

ou D,E et F sont définies par (3.6). Les coefficients sont donc donnés par

L s iy
Vije{1,2,..n}, Jy=4
0 si 1=17
On a
n no T
3.7 | Jl=  maz Z |Jij| =  max Z % =  max Tanl Z |
1<i<n j=1 1<i<n =1 " 1<ig<n ™ =1
Comme A est a diagonale strictement dominante, alors
n
Vie{1,2,..n},  laal > ) lagl
j=1

i
D’ou d’apres (3.7), ||/, < 1 .On en déduit d’apres le lemme 3.1 que p(J) < 1 et par
conséquent, d’apres le théoreme 3.1, la méthode de Jacobi est convergente. [ |

3.4 La méthode de Gauss-Seidel

Au lieu d’attendre une itération entiere pour corriger les composantes de z*, on peut le
faire ”au fur et & mesure”. Supposons qu’a Uintérieur de la (k + 1)%™€ itération, on ait déja

k+1 _k+1 k+1
1 %9

obtenu x , .., T; ', alors en supposant toujours a;; # 0, on calcule

1 i—1 n
k+1 _ L g okl ok
ptt = b= ) aai = Y aya)
v j=1 j=i+1

ce qui s’écrit vectoriellement DaF*t! = b+ Exzft! + FaF, ou encore

" = (D - E)'Fzf + (D - E)" '
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Théoréeme 3.3
Soit A une matrice a diagonale strictement dominante, alors la méthode de Gauss-Seidel
pour la résolution d’un systéme linéaire de matrice A est convergente.

Démonstration :

Les coeficients diagonaux de la matrice A sont non nuls car A est & diagonale strictement
dominante. Il en résulte que D-E ou D et E sont les matrices définies par (3.6), est inversible.
La matrice £1 de la matrice de Gauss-Seidel est donnée par

Ly=(D—-E)'F

Raisonnons par 'absurde en supposant qu’il existe une valeur propre A de £ avec |A| > 1,
on a

(3.8) det(\I — (D — E)"'F) = X\'det((D — E) ')det((D — E) — %F)

1
On va montrer que pour || > 1, la matrice D—E— XF est a diagonale strictement dominante.
En effet, on a d’apres (3.6)
1 aij st 1 Z j
(3.9) (D—FE—-—F) =
A i Qi S
N st 1 <]

et par conséquent, puisque la matrice A est a diagonale strictement dominante et |[A] > 1 :

n
laal > D lagl =Y laig| + > layl =D lagl+>
j=1

7<t 7> 7<t 7>t

dij
A

i
1
On en déduit d’apres (3.9) que la matrice D — E — XF est strictement dominante. La matrice

1
D—-FE- XF est donc inversible pour |[A| > 1, on en déduit d’apres (3.8) que

det(\ — (D — E)"'F) #0

Ce qui est en contradiction avec le fait que A est valeur propre de £1. En conclusion, on ne
peut avoir une valeur propre A telle que |A| > 1, donc nécéssairement p(L£1) < 1 et la méthode
de Gauss-Seidel converge. [

Lemme 3.2
Soit A une matrice tridiagonale. Soit p un nombre complexe non nul et soit A(u) =

1
D —ulE — ;F alors
det(A(p)) = det(A)

Démonstration :
On considere la matrice diagonale S telle que

Vi € {1,2, ..,TL}, Si = ,ui

On remarque que l'on a
que q
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En effectuant les produits :

p
(SA); = SinAw = Sudu = i’ Ai

k=1
P L
(SAS™Y), =) (S4),( Z m Au = Ly
=1
On obtient
(SAS™h); = Au
(SAS_l)i,z;l = pAii1
1
(SAS_l)erl = ;Ai,i-',-l
1 o . . ..
(SAS )z,]_o ]¢{2—1,2,1+1}
On en déduit que A(p) = SAS™L, donc det(A(i)) = det(SAS™!) = detA. ]

Théoréme 3.4
Soit A une matrice tridiagonale. Alors les rayons spectrauz des matrices de Jacobi et de
Gauss-Seidel sont liés par la relation

p(L1) = (p(]))*

ot L1 = (D —E)"'F et J =D Y (E + F) sont respectivement les matrices des méthodes de
Gauss-Seidel et de Jacobi. Donc les deuxr méthodes convergent ou divergent simultanément.
Lorsqu’elles convergent, la méthode de Gauss-Seidel converge plus rapidement que la méthode

de Jacobi.

Démonstration :
Soient Sp(J) et Sp(L1) les ensembles respectifs des valeurs propres de J et de £1. On a

2

(3.10) (p(1)* = sup Al = sup M= sup |af
A€ Sp(J) A€ Sp(J) aes

ou S est ’ensemble défini par
S={acC/ INecSp(J) : a=\}
et en désignant par a3 lune quelconque des deux racines du nombre complexe «, on peut
écrire ) )
(3.11) S={aeC/ a2eSp(J) ou —a2ecSplJ)}

On va montrer que

(3.12) A e Sp(J) < —Xe Sp(J)

En effet, soit P; le polynome caractéristique de la matrice de Jacobi, on va montrer que

PJ(}\) = (—l)nPJ(—)\) On a
(3.13) Py(\) = det(M — J) = det(\] — D™'E — D™'F) = det(\D — E — F)det(D™")

On en déduit d’aprés le lemme 3.2 puisque la matrice Ay = AD — E — F est tridiagonale et
donc det(Ay) = det(Ax(—1)) = det(AD + E + F), que

Pj(\) = det(AD — E — F)det(D™') = (=1)"det(=A\D — E — F)det(D™') = (=1)"Py(=)\)
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D’ou I’équivalence (3.12). On en déduit d’apres (3.11) et (3.12) que
(3.14) S={aeC/ azeSp(J)}

On va montrer que S=Sp(L1) ot Sp(L1) est 'ensemble des valeurs propres de £1. On a pour
A#0
det(D — E)Pz,(\) = det(D — E)det(\] — (D — E)"'F)
det(\(D — E) — F)
= det(\2(\2D — \2E — A2 F))
Aidet(\2D — \3E — A2 F)

(3.15)

La matrice A}\ =X\2D—E—F est tridiagonale, on en déduit en utilisant le lemme 3.2 que

1

2
1 1 1 _1

det(A, ) = det(A 4 (%)) = det(A2D — \3E — A2 F)

On en déduit d’apres (3.13) et (3.15), que

1

det(D — E)Pz,(\) = Aidet(\2D— E—F)
= X\2det(D)P;(\2)

Cette relation est aussi valable pour A = 0 par continuité. De cette relation, on déduit en
utilisant (3.14) que S = Sp(L1). D’ou d’apres (3.10), la relation

(p(1)* = p(L1)

Cette relation entraine, que les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent ou
divergent simultanément. Lorsqu’elles convergent, la méthode de Gauss-Seidel converge plus
rapidement que la méthode de Jacobi. [ |

3.5 La méthode de relaxation

La méthode de Jacobi correspond & la décomposition A = M — N avec M = D et
N = E + F. La méthode de Gauss-Seidel revient a prendre M = D — E et N = F. Dans la
méthode de relaxation, on introduit un parametre réel w non nul et on prend

1
M=-D-F
w
1_
N=-—YDiF
w

ou D, E et F sont définies par (3.6). La matrice de la méthode itérative ainsi définie est alors
donnée par

-1
(3.16) L, = (%D — E> (hTwD + F> = - cuL)*1 (1 =w)I +wl)
ow L=D"'EetU=D'F.
Remarques :

1) Pour w =1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel.

2) On va chercher les valeurs de w pour lesquelles la méthode de relaxation converge. On
examinera ensuite si pour certaines valeurs de w, la convergence est plus rapide que pour
d’autres valeurs de ce parametre.
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Proposition 3.1
La méthode de relazation diverge pour tout w dans IR\ [0,2].

Démonstration :
On peut facilement calculer le déterminant de la matrice £,, définie par (3.16) :

det L, = det [(I - wL)fl} det [(1 — w)I + wU]

On peut facilement vérifier que la matrice (I — u)L)f1 est triangulaire inférieure a diagonale
unité et (1 —w)l +wU est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est identique
a celle de la matrice (1 — w)l. D’ou

det £, =(1—-w)"
Par ailleurs, pour tout A € M,,(C) on a
|det A < (p(A))",

puisque le déterminant d’une matrice est égal au produit de ses valeurs propres comptées
avec leur ordre de multiplicité. On en déduit que p(L,) > 1 pour w € R\ [0, 2]. |

Théoréeme 3.5

Soit A € M, (IR) une matrice symétrique définie positive décomposée en A = M — N ou M
est inversible. Soit B = M~'N = I —M~'A. Supposons que la matrice (symétrigue) M + N
est définie positive. Alors p(B) < 1 et donc, la méthode itérative définie par

2" = BaF ¢
converge.

Démonstration :
1¢7¢ étape - Vérifions que M7 + N est symétrique. On a

MY+ N=M"+M-A
d’out
ME+ N =T+ —AT =M+ M —A=MT+N
- Soit z un vecteur quelconque. Posons y = Bx = 2 — M ~! Az et montrons l'identité suivante :
(3.17) (z, Az) — (y, Ay) = ((z = y), (M + M" = A)(z — y)).

On a

(y, Ay) = (z — M~'Az, A(x — M~ Azx))
= (v, Aw) — (2, AM ™" Az) — (AM " Az, 2) + (M~ Az, AM ™ Ax)
d’ou 1
(3.18) (z, Az) — (y, Ay) = (z, AM ' Az)+
. —i—(AM’le,x) — (Mfle,AMfle)

comme x —y = M~ Az on obtient

(& — , (M + MT = A)(z — y)) =
=(M~1Az,(M + MT — A)M~! Az)
(3.19) = (M~'Az, Az) + (Mt Az, MTM~1Az) — (M~ Az, AM~' Az)
= (AM YAz, z) + (2, ATM~TMT M~ Az) — (M~ Az, AM~! Az)
= (AM~'Az,z) + (z, AM~'Az) — (M~ Az, AM~! Az)
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Soit grace a (3.18)
((z = y), (M +M" = A)(z —y)) = (x, Az) — (y, Ay)

2¢me étape :
Supposons que A est définie positive. Soit & # 0 un vecteur propre associé & une valeur propre
A de B, alors
y=2x—-M 'Ar =2 — (I — B)x = Bx = \x
et en utilisant (3.17), on obtient

(z,Az)(1 — |AP*) = (z,Az) — (y, Ay) = (1 = Nz, (M + MT — A)(1 — \)z)
=1 =\?(z, (M +MT — A)z)

A ne peut pas étre égale a 1, car cela implique que Bx = 2 donc M ~'Ax = 0, ce qui est
impossible car A est inversible et  # 0. Comme A et MT + N = M + M7T — A sont définies
positives par hypothese, on en déduit que 1 — ])\|2 > 0 d’ou |A| < 1, cela étant vrai pour toute
valeur propre A, on a p(B) < 1 et la méthode converge. [

Remarque

Le théoreme 3.5 reste valable pour A € M, (C) a condition de supposer la matrice A
hermitienne définie positive et la matrice hermitienne M* + N ou M* est I'adjointe de M,
définie positive. La démonstration du théoréeme 3.5 reste la méme & condition de remplacer
MT par M* dans celle-ci. [ |

Théoréeme 3.6
Soit A une matrice symétrique définie positive décomposée selon (3.5) et (3.6) sous la forme
A=D-E-F. Alors la méthode de relaxation, de matrice

1 1w
L,=|-D-F ~“D+F
w w

est convergente pour w € 10,2 .

Démonstration1 : )
—w
Soient M = —D — F et N = ——D 4+ F. La matrice D est définie positive car A 1'est.
w w
Un calcul simple donne
2 — 2 —
M N=""Yp ET 4 p=""%p
w w
puisque A est symétrique (E7 = F). Par conséquent M7 + N est définie positive si et
seulement si w € ]0,2[. Donc en utilisant le théoréme précédent, on conclut que
p(Ly,) <1

et la méthode de relaxation converge. [ |

Théoréme 3.7

Soit A une matrice tridiagonale. On suppose que toutes les valeurs propres de la matrice de
Jacobi J sont réelles et strictement inférieures a 1 en valeur absolue. Alors, la méthode de
relazation converge pour w € |0,2[. De plus, il existe une valeur optimale de w notée wq et
donnée par

2
T I O?

pour laquelle p(L,,) est minimal et p(Ly,) =wo —1 :
Vw €]0,2] p(Ly) 2 p(Luy) =wo —1
Démonstration : voir P.G. Ciarlet [1990]. ]
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3.6 Vitesse de convergence d’une méthode itérative

On peut caractériser la convergence d’une méthode itérative par la vitesse avec laquelle
lerreur tend vers 0. Pour une méthode itérative dont la matrice est B, 'erreur a l'itération
k est donnée par
(3.20) e =2k —x = BFeO

ol ¥ est le vecteur calculé & la k™€ itération & I'aide de (3.3) et ol z est la solution de
(3.1). Pour une norme choisie, on a
|1 =l

On va voir dans la suite de cette section qu’'une méthode itérative est d’autant plus rapide
a converger que le rayon spectral de sa matrice d’itération B est plus petit. Ceci découle du
lemme suivant.

Lemme 3.3

Pour B € M,,(C), on a pour toute norme matricielle subordonnée :

1
. %
lim HBk
k——4o00

= p(B)

ot p(B) est le rayon spectral de la matrice B.

Démonstration :
- Soit A € C telle que |A| = p(B). 1l existe alors x # 0 tel que Bx = Az et on en déduit
que

| BRa]| = ||| = I el = (o(BY)*

(H \|x|9|CH> > p(B)

et par conséquent

(3.21) HB’“

Réciproquement, pour € > 0, on a

B p(B)
= <1
A oB) = e+ o(B)
d’ou d’aprés le lemme 3.1, on a
. B \*
im _ =0
k—-+oo ||\ € + p(B)

Par conséquent, il existe Ng € IN tel que pour k > Ny, on a

<1

>k
e+ p(B)
d’ou

HB’€ <1.

()

On en déduit, grace a (3.21), que pour k > Ny :

5—1—,0

o(B) < B <<+ 0B
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d’ou finalement
1
Ve>0 3ANgeN k> Ny— (,O(B) < HB’“H'“ < e+p(B)>

Ce qui prouve que

1
lim HB’“ = p(B)

k——o00

|
Commentaire : N
Une deuxieme méthode itérative dont la matrice de l'itération B a un rayon spectral
p (B) < 1 et tel que p (B) < p(B) converge plus rapidement que la méthode itérative

de matrice B.



