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Chapitre 2

QUELQUES METHODES DIRECTES POUR
LA RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

2.1 La méthode de Gauss

La méthode de Gauss est une méthode générale de résolution d’un systeme linéaire :
(2.1) Az =b

ou A est une matrice inversible de M, (IR), sans que l'on n’exige de propriétés particulieres
supplémentaires.

Elle consiste & se ramener & un systéme triangulaire supérieur (admettant la méme
solution que le systéme linéaire (2.1)), obtenu par élimination successive des inconnues dans
les différentes équations du systeme.

En utilisant des notations classiques, (2.1) s’écrit sous la forme :

a1y + ajare + -+ apx, = by
(2.2)

Ap1T1 + Ap2T2 + -+ AppTyp = by

Décrivons la premiere étape de ’élimination. L’un au moins des éléments a;1, 1 < i < n, de
la premiere colonne de la matrice A = (a;;)1<i,j<n €st non nul, sans quoi la matrice A serait
non inversible. On choisit alors le plus grand coefficient en valeur absolue de la premiere
colonne de A, qu’on appelle le pivot d’élimination. Ensuite, on échange la ligne du pivot avec
la premiére ligne, ce qui en écriture matricielle consiste & multiplier la matrice A & gauche
par une matrice de permutation P particuli¢re obtenue en échangeant les lignes 1 et i1 de
la matrice identité I :

0 0O 1 0 0
1 0
0 - O
1 coe vee 0 e e d — 1
PO = 0 ) : i1 : ligne pivot,7; > 1.
5 O
0 e 0 1
1
i1

Lorsque iy = 1, on a P = T.
La matrice A = P4 = (GE;))lgi,jgn ainsi obtenue est telle que :

agll) % 0, pivot de la premiere ligne
m _
‘an ‘ = 121%}% |ai].

Par des combinaisons linéaires appropriées de la premiere ligne et des autres lignes de la
matrice A = P A, on annule ensuite tous les éléments de la premidre colonne de la matrice
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AW situés sous la diagonale, la premiere ligne restant inchangée. En écriture matricielle, ceci
revient & multiplier la matrice A & gauche par la matrice :

1
—ajy Jon
po—| © . oar=al
—a;y /o
: O .
_a&)/al 1
de sorte que la matrice
AQ) — g A — () p(1) 4
soit de la forme O O
all a12 o oee e a/ln
0 dg) e &;i)
121(2) . . .
0 d%) cee e )

Les coefficients de la matrice A?) sont alors donnés par :

EL%) = a%), " 1 < j <n, la lére ligne de AW est inchangée.
~(2) _ (1) _ % (1) -
a;; = ay — aél)alf , 2<id,5<n.
11
) 2<i<n.

Notons au passage que la matrice A est nécessairement inversible, puisque

det A = det EM x det PM) x det A = + det A,
— = —
=1 =+1
selon que 'on ait, ou non, effectué un échange de lignes. Par conséquent, I'un au moins des
(2)

éléments a,5’, 2 < i < n, est non nul, et la seconde étape d’élimination consiste a effectuer

les mémes opérations que précédemment, mais seulement sur la sous-matrice (&5]2-))29'75”,
en laissant inchangée la premiere ligne et ainsi de suite ... .

On obtient de proche en proche comme résultat de la (k — 1)-éme étape de I’élimination,
2 < k < n, une matrice

AK®) — pt-1) pk=1) . p(2) p(1) p(1) 4
qui est de la forme :

(O ¢ ) (1)

- o
0 ay 2n
A®) = k :k
ay e ag
0 .
~(k) (k)
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Décrivons alors la k-eme étape de ’élimination. Puisque

det A®) = + det A,
(k)

la matrice A®) est inversible et donc I'un au moins des éléments di: , k <1i <mn, est non nul,
sans quoi les k premiéres colonnes de A seraient dans le sous-espace engendré par les (k —1)
premiers vecteurs de la base canonique de IR™. On choisit alors le plus grand de ces éléments
en valeur absolue comme pivot et I’on échange la ligne i; du pivot avec la k-eme ligne de la
matrice A®). En écriture matricielle, ceci revient & multiplier la matrice A®) & gauche par

une matrice de permutation P*) de sorte que, par construction, ’élément agz) de la matrice

AK) = pk) A(k) vérifie -
| _
| = e

~(k)‘.

Qg

La matrice de permutation P*) est obtenue en échangeant la ligne k et la ligne 45 de la
matrice identité I :

1 0 0
0 1 0
0 1 O — k
p) — : : k <1y, 1 : ligne pivot.
O IO TP i
o 0
0 e 0 1
T T
k i

Lorsque iy, = k, on a P() = T.
L’élimination proprement dite équivaut & multiplier la matrice A®) = P®) A(*) 3 gauche par
la matrice

1 O
EF) — 1 , ou g = a,(clz).
_ (k) 1

ak+1,k/ak

—agz)/ozk 1

Les coefficients de la matrice A®*D = F®) AK) sont alors donnés par :

k) = ), . 1<i<k,1<j<n
k
~(k+1) (k) Q. (k) ..
a;; = a;; — zk)akj’ k+1<4353<n
A,
dz(]’:“) - 0, k+1<i<n.

Apres la (n — 1)-eéme étape de I’élimination, la matrice

(2.3) U= A — gln=1) pn=1) ED pM) 4
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est donc triangulaire supérieure :

oG s

a o e a

U: 22 2n
O :

)

La seconde phase de la méthode de Gauss est la résolution du systéme linéaire :
(2.4) Uz =d,

ou

qui admet la méme solution que le systéme linéaire (2.1), puisque la matrice F (n=1) p(n=1) ... p(1) p(1)
est inversible.
La résolution du systéeme (2.4) s’effectue immédiatement par la méthode de remontée.
Comptons enfin le nombre d’opérations élémentaires requises dans la méthode de Gauss.

1— Elimination : Pour passer de la matrice A®) & la matrice A®tD 1 < k < n—1, on

effectue (n — k) divisions, (n — k)? additions et (n — k)? multiplications, soit au total

Z(n —k)= nin=1) divisions

Z(n —k)? = nin = 1)6(2n i) additions

—1)2n -1
Z(n — k)= nin )6( n-1 multiplications

soit de l'ordre de 2n3/3 opérations élémentaires lorsque n est "assez grand”.

2— Pour passer du vecteur b au vecteur d = EM-Dpr-1) ... .. EMPWLp on effectue, i
chaque étape k, (n—k) additions et (n — k) multiplications, soit au total n(n—1)/2 additions
et n(n — 1)/2 multiplications. Soit de I'ordre de n? opérations élémentaires lorsque n est
”assez grand”.

3— La méthode de remontée, nécessite de 'ordre de n? opérations élémentaires lorsque n est
"assez grand” (c.f. chapitre 1).

En fin de compte la méthode de Gauss nécessite donc de l'ordre de 2n3/3 opérations
élémentaires. [

Commentaires :
Considérons le systéme linéaire :

1076 =1
(2.5) { 1 + Z2
r1 + 9 = 2
dont la solution exacte est x1 = ﬁ, ro=1-— %, et supposons qu’on fasse les calculs

4 1076 pres.
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On peut prendre le nombre a; = 1079 comme pivot puisqu’il n’est pas nul, ce qui conduit
apres élimination au systéme linéaire

{10_6$1 + To = 1

(26) (1-10%zy = 2—10°

Comme les nombres 1 — 10% et 2 — 10 sont arrondis chacun au méme nombre —106, alors la
"solution” de (2.6) trouvée en effectuant une "remontée” est o =1 et 1 = 0, qui constitue
une mauvaise approximation de la solution de (2.5).

Par contre, si 'on commence par permuter les deux équations de (2.5) pour obtenir le
plus grand pivot en valeur absolue, on est conduit au systéme suivant :

1 + x99 = 2
2.7) {10—%1 + @ =1
qui, apres élimination, devient
T + To = 2
2.
(28) { (1-10"%2y = 1-2107°

La solution de (2.8) est alors donnée en effectuant une ”"remontée” par zo = 1 et z; = 1,
puisque les nombres 1 — 107 et 1 — 2.1076 sont arrondis chacun au méme nombre 1. Dans
ce cas, le résultat est satisfaisant.

Cet exemple montre 'effet désastreux des erreurs d’arrondi qui proviennent de la division
par des pivots "trop petits”. C’est pourquoi, dans la pratique, on utilise I'une des deux
stratégies suivantes, au début de la k-éme étape de ’élimination, 1 <k <n —1:

(k)

—stratégie du pivot partiel : le pivot est I'un des éléments Ao 5

k < p <mn, qui vérifie

a(k) = max
pk | T

a:
k<i<n| %

@,

(k)

—stratégie du pivot total : le pivot est I'un des éléments apy’, k < p,q < n, qui vérifie

(m‘.

(k)| —
apg | = Max |a;;

POl k<ig<n

Si le pivot choisi par cette stratégie n’est pas dans la k-éme colonne, il faut donc également
effectuer un échange de colonnes en plus de I’échange de lignes. [ |

Méthode de Gauss-Jordan :

La méthode de Gauss-Jordan est une méthode voisine dans son principe de la méthode de
Gauss. Elle consiste a éliminer certaines inconnues dans le systéme linéaire de départ de
telle sorte que le systéme linéaire obtenu a la fin corresponde a une matrice diagonale. Pour
cela, a I’étape k de la phase d’élimination, on annule tous les termes de la colonne k, sauf
évidemment le pivot. En écriture matricielle, ceci revient & multiplier la matrice A®) & gauche
par la matrice :

1 —aglz)/ak

1 —a,(f_)l’k/ak
E®) = 1

(k)
_ak+1,k/0‘k

, Ol Qg = ay -

O

—agz)/ak 1
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La matrice Akt = E®) AK) aingi obtenue, est alors de la forme :

(1 ~(k+1 ~(k+1
a0 0 apy iy,
~(2 :
agz)
0
A(k+1) ~ (k)
A gy :
_(k+1)
O 0 Gy o
oA o al
Ainsi, apres la (n — 1)-éme étape d’élimination, la matrice :
D= A — pn=1) p(n=1) . EW p) 4

est diagonale, et la résolution du systeme linéaire ainsi obtenu ne nécessite que n opérations
élémentaires.

Mais, en fait, si on compte le nombre d’opérations nécessaires a la résolution d’un systeme
linéaire par la méthode de Gauss-Jordan, on se rend compte que celle-ci est plus coiiteuse
que la méthode de Gauss.

Cependant, pour certains problémes particuliers, on peut avoir besoin de calculer la
matrice A~!. Dans ce cas, la méthode de Gauss-Jordan est plus performante que la méthode
de Gauss, puisque la matrice D1 et les produits de matrices E®~Dp=1) B0 p) gong
"numériquement faciles a calculer” et ’on obtient alors aisément :

A7t = pTtp-bp-l B pl),
|

Donnons & présent quelques propriétés essentielles des matrices de permutation P*) et
des matrices d’élimination E*) intervenant dans la méthode de Gauss.
Propriétés 2.1

1) La matrice de permutation PR 1 <k<n-—1, est symétrique et orthogonale, donc
(P2 =T.

2) La matrice d’élimination E® 1<k<n-—1, donnée par :

1
! O B
E® = 1 , ol =-EY) == k+l<i<n
g1k Dk
O : -
—lpke 1
est inversible et son inverse est donnée par :
1
1 O
(E*H=L = 1
Cei1k
O .
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Démonstration : 1) Soit P®) la matrice de permutation, 1 < k < n — 1, obtenue en

échangeant les lignes k et i) de la matrice identité (iy désignant la ligne du pivot) :

(

Pj(j =1 pourj # k et j # iy,

pk) _ pk) _ 4

kyik Zk7k -

Pl = pM — g

kslk

L Pz(jk) =0 pour tous les autres cas.

Soit M € M,,(IR). Alors la matrice P*) M est obtenue en échangeant les lignes k et i), de M.
De méme, la matrice (P(k'))2 M est obtenue en échangeant les lignes k et i, de P*) M. Ainsi,
on a pour tout M € M, (R), (P(k))QM = M, d’ou (P(k))2 — ]. 1l s’en suit, puisque P*)

est symétrique, que P*) egt orthogonale.

2) Montrons que la matrice d’élimination E*) est inversible et déterminons son inverse.

Soient (6(1), e ,e(”)) la base canonique de R" et £¥) le vecteur de IR™ de composantes :

o0 _ 0, 1<i<k
i g, E+1<i<n

On a alors :
(2.9) o) (ew))t _p® 7
D’ou, pour £ < j, on a :
E®pG) = (I+ g(k)(e(k))t) (I+ g(j)(e(j))t)
= T+ 10 (et 4 @) (et 4 pk) (k) pG) ()1
= (puisque (e®)1¢0) = 0 pour k < )
= T4+ 0B (et 4 p0) (b))t
D’ou 'on obtient grace a (2.9) :
(2.10) EWMED = g™ L BV _ T pour k < j.
En particulier, pour £ = j, on a :
E®E® —opk) _ T
Et par suite, on a :

EW@Qr—EWY=T et (21 — E?HE® =

Il s’en suit que E®) est inversible et que (E(k))f1 = 2] — E®. Ce qui prouve le résultat

énoncé et acheve la démonstration.
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Propriétés 2.2
Soient EV E® .. E®=Y les matrices d’éliminantion. On a alors :

EOE®) ... 0D = [ 40 (M) 4.4 gD (1)t

1
Ay O
(2.11) _ .21 e
32
. . . 1
S AR
et
(Em=—DE(O=2)... E(l))—l = 1O (M) — ... — =D (gn=D))!
1
A O
(2.12) _ 2:1 Q.
32
. . . 1
AE G S e
ou :
k k a(‘k)
ng)EEZ.(k):Z(—Z), pour k+1<i<n
O

Démonstration : Montrons (2.11) par récurrence. On a, d’apres (2.9) et (2.10), pours < j :
EDEG) — 5O L gU) _ [ — [ 4 ¢ <6<z'>>t o) <e<j>>t

D’ou 'on obtient :
t

EWE@ — 4 o0 (ea))t e (6<2)> ,

Supposons que (2.11) est vérifiée jusqu’a Uordre k — 1, k < n — 1. Alors, utilisant (2.9), on
obtient :

EWD ... pEk-D) gk — < T+ (M) 4.0 4 k=) (eacfl))t) ( I+ ok (eaz))t)
= (puisque (e(i))tﬁ(k) =0 pour i < k)

— 4+ (6(1))t () (e(k))t_

Ainsi (2.11) est vérifiée pour tout k < n — 1.
En utilisant la méme démarche que ci-dessus, on montre (2.12). ]

Soit U = A™ 1a matrice triangulaire supérieure obtenue par la méthode de Gauss :

(2.13) A=pLpM®. ... p=D =17
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Lemme 2.1
Soit L) la matrice obtenue & partir de la matrice L®) en échangeant dans la colonne k,
1<k <n-—1, les coefficients des lignes p et ¢ pour k <p<qg<mn :

1
1 O
Uy 1 — lignek +1
L® = Eq‘k | 1 — ligne p
O fz;k O | 1 — ligne q
b I

Alors, on a
LE p@) = pOILk) oy pl) k) pl) = [ k)

ot P®) est la matrice de permutation des lignes p et q.

Démonstration : La démonstration est laissée a titre d’exercice. Notez que la matrice
P® LK) est obtenue en échangeant les colonnes p et ¢ de la matrice LK*). [ |

2.2 La factorisation LU d’une matrice

Théoreme 2.1
Soit A une matrice inversible. Alors, il existe une matrice de permutation P, une matrice
triangulaire inférieure L a diagonale unité et une matrice triangulaire supérieure U telles que

PA=LU.
Démonstration :
On a, d’apres (2.13) :
(2.14) A=pOrM®. . ... p=D =17
Utilisant le lemme 2.1, on obtient
A=pOpM®. . L(n=3) p(n=2) 1 (n=2) p(n=1) 1 (n=1)71

P-DL(n-3)  pin-1)[(n-2)
De proche en proche, et en utilisant a chaque fois le lemme 2.1, on obtient :
(2.15) A=pp®. . ... p=DWFR .. ... L=
ol la matrice
'k — pn=1) p(n=2)  pk+1) (k) p(k+1) p(n-2) p(n—1)
se déduit de L*), d’apres le lemme 2.1, par certaines permutations de ses coefficients situés
sous la diagonale dans la k-éme colonne, 1 <k <n — 1.

Posons :
p=pr-pn=2) . p@ p)
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et

La matrice L est alors triangulaire inférieure & diagonale unité (a vérfifier en exercice). Et
par suite, grace a (2.15), on obtient la factorisation PA = LU, ou P est une matrice de
permutation. [ |

Supposons qu’on ne s’intéresse plus a l'effet des erreurs d’arrondi dans la méthode de
Gauss et que, par voie de conséquence, on ne cherche plus a appliquer de stratégie particuliere
de pivot. Autrement dit, si ’élément a;; de la matrice A est non nul, on le prend comme
pivot (i.e. P = I), si I’élément &;22) de la matrice A® est non nul, on le prend comme
pivot (i.e. P® =7 ); et ainsi de suite ...(les pivots étant par conséquent les éléments &gz)
des matrices A®) obtenues par la méthode de Gauss. Une condition nécessaire et suffisante
pour que ceci soit possible est donnée par le théoréeme suivant.

Théoréme 2.2 (Factorisation LU)

Soit A = (asj)1<ij<n une matrice carrée d’ordre n, inversible. Alors, A posséde une
factorisation A = LU, ou L est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité et U
est une matrice triangulaire supérieure, si et seulement si toutes les sous-matrices

all oo .. alk
(2.16) M® = - |, 1<k<n

a’k}l o e “ e a’k‘k?

de A sont inversibles.
De plus, si une telle factorisation existe, alors elle est unique.

Démonstration :
Considérons ’écriture par blocs suivante de la matrice A :

M& Bk
A= ( o® D >

ot la matrice M®*) € My (IR) est donnée par (2.16).

Supposons qu’il existe une matrice L triangulaire inférieure a diagonale unité et une
matrice U triangulaire supérieure telles que A = LU. En désignant par L*) et U®) les
sous-matrices de L et U obtenues par intersection des k premiéres lignes et des k premieres
colonnes, la factorisation A = LU s’écrit sous la forme :

M& Bk L&k o Uk«
<C(k) D(k)>:<* *><O *)
Et par suite, utilisant les regles de multiplication des matrices par blocs, on obtient
ME) Bk LBTE
AZ((j(k) D<k>>:< . *>
Ainsi M®) = LR T®) et done det M*) = det L*) x det U®). Or la matrice A étant inversible,
alors L et U sont inversibles et en particulier
k k
det E(k) == Hfzz 75 0 et det U(k) == Hu“ 75 0.
i=1

i=1

Et par suite det M*) £ 0 et donc la matrice M*) est inversible.
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Réciproquement, supposons que toutes les sous-matrice M®) 1 < k < n, de A sont
inversibles. Montrons qu’on peut appliquer les étapes de la factorisation PA = LU donnée
au théoreme 2.1 sans effectuer d’échanges de lignes (i.e. P = 1I).

Comme le det M) =£ 0 alors aj; # 0 et par suite, on peut choisir a;; comme pivot de
la premitre étape de la méthode de Gauss; dans ce cas la matrice de permutation P() = J.

Supposons qu’on ait pu choisir P = P?) = | = pt=D — T cest-a-dire que dﬁ) 70,

~ ~(k—
a;22) #0, ..., et a/(ﬁ—lb)c—l # 0.

La matrice A®) obtenue & la (k — 1)-eme étape de la méthode de Gauss est alors donnée
par

AR — p=1) p(k=2) . EMW A,
Cette égalité s’écrit sous la forme :
dﬁ) @&) d&) 1 O
O . | e X . 0] ME) | Bk)
d,ﬁ’? cer e _ | x X 1
X | x - X X
c®) | pk)
o i *
X >< oo X X

(k=1)  E@E® a été obtenu en juxtaposant la

ou, d’apres les propriétés 2.2, le produit F
colonne 1 de EM| la colonne 2 de E®) et ainsi de suite jusqu’a la colonne (k — 1) de E*—1)
et en complétant avec les (n — k + 1) derniéres colonnes de la matrice identité.

Utilisant les régles de multiplication des matrices par blocs, on obtient :
al) - alh) = det M®),

Comme, par hypothese, det M (k) # 0, alors le terme dgz) =% 0, puisque par hypothése de
récurrence, dgll) # 0, &g) #0,..., et d,(f:ﬁl)ﬁ_l # (0. On peut donc choisir EL](;Z) comme pivot de
la k-éme étape de la méthode de Gauss, ce qui équivaut au choix P*) = I,

Ainsi, Dexistence d’une factorisation LU possédant les propriétés énoncées dans le
théoréme est donc établie, puisque toutes les matrices P*) ont pu étre choisies égales a
I'identité et la matrice P intervenant dans I’énoncé du théoreme 2.1 vaut donc dans ce cas
I'identité.

Enfin, montrons 'unicité d’une telle factorisation. Supposons que la matrice A admette
deux factorisations LU :

A= LUy = LyUs,

alors on a Ly'L; = UsU; ! et cette matrice est triangulaire supérieure et triangulaire
inférieure, donc diagonale. Or la diagonale de L, 111 est nécessairement la diagonale unité.
Cette égalité L;lLl =U; Ufl n’est donc possible que si

Ly'Ly = Ut =1,

d’ou Lo = L1 et Uy = Uy. Ce qui prouve l'unicité et acheve la démonstration. [ ]

Mise en ceuvre de la factorisation LU :
Lorsque cette factorisation est possible, on pose a priori

1 ull e oo uln

L= 6?1 RS et U=
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De I'égalité A = LU, on déduit les relations :

n inf(4,5)
aij = (LU)ij = Y lgugs = Y Ligugj, 1<4,j<n
k=1 k=1

puisque £y = ug =0si 1 <p <g<n.
On détermine d’abord la premiere ligne de U en utilisant les formules :

uyj=ay, l<j<mn
ensuite la premiere colonne de L, dont les éléments sont donnés par :
liy = ajfuy, 2<i<n.

Supposons que 1'on ait calculé les (p — 1) premieres lignes de U et les (p — 1) premieres
colonnes de L. On détermine alors la ligne p de U ensuite la colonne p de L en utilisant les
formules suivantes :

p—1
Upj = Gpj — Z Lok, p<j
k=1

p—1
lip = (aip - Z gik”kp) [Upp, D <i.

k=1

Ce qui donne comme algorithme de détermination des matrices L et U :

Pour p =1 a n faire

Début
Pour j = p a n faire
p—1
Upj = Qpj — Z Cprtinj
k=1

Pour i =p+1 a n faire

p—1
lip = (aip - Zfikukp> /Upp
k=1
Fin
|

Remarque : Un intérét majeur de la factorisation LU d’une matrice est de pouvoir résoudre
plusieurs systeémes linéaires correspondant a la méme matrice A. Pour cela, il suffit de
conserver I’expression des matrices L et U une fois celles-ci calculées et de résoudre ensuite
chaque systeme linéaire Ax = b en résolvant deux systemes linéaires triangulaires :

Ly=1>b (par la méthode de descente),
puis
Uz =y (par la méthode de remontée).

Remarque : Soit A une matrice inversible qui admet une factorisation LU, ou L est
triangulaire inférieure a diagonale unité et U est triangulaire supérieure. Comme u;; # 0,
1 < i < n, alors on peut écrire U sous la forme U = DS, ou D est une matrice diagonale
~ . . . . ya N . ui'
a coefficients dj; = wu;; et S est une matrice triangulaire supérieure a coefficients s;; = -*2,
1 <i<j<n.Ainsi A admet la décomposition A = LDS, et cette décomposition est unique.

| ]
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Corollaire 2.1 (Factorisation de Crout)

Soit A une matrice symétrique inversible admettant une factorisation A = LU, ou L est
triangulaire inférieure a diagonale unité et U est triangulaire supérieure. Alors, A admet la
factorisation

A=LDL",

ou D est une matrice diagonale.

Démonstration :

Utilisant la remarque précédente, on a A = LDS, ou S est une matrice triangulaire
supérieure. Et par suite comme A = AT, alors A = LDS = STDLT. L’unicité de la
décomposition LU de Gauss implique ST = L. Ainsi A = LDLT. [

2.3 La factorisation de Cholesky

On considere dans cette section, une matrice A symétrique définie positive. La matrice
A possede alors, d’apres le théoréeme 2.2, une factorisation LU, puisque les sous-matrices
M®*) définies par (2.16) sont elles mémes définies positives et donc inversibles (c.f. série 2
d’exercices d’analyse numérique). Mais, comme on va le voir, on utilise la symétrie de A
pour modifier légerement la factorisation LU. Plus précisément, on va montrer au théoréme
suivant, qu’on peut factoriser A sous la forme A = BBT, ou B est triangulaire inférieure.

Théoréme 2.3 (Factorisation de Cholesky)
Soit A une matrice symétrique définie positive. Alors, il existe une matrice réelle trian-
gulaire inférieure B telle que

A= BBT.

De plus, l'on peut imposer que les éléments diagonauzr de la matrice B soient tous
strictement positifs, et la factorisation A = BBT correspondante est alors unique.

Démonstration :

La matrice A étant symétrique définie positive, alors toutes les sous-matrices M (k)
données par (2.16), sont définies positives et donc inversibles. Et par suite, grace au
théoreme 2.2, la matrice A possede la factorisation A = LU.

Posons U = DS, ou D = diag(ui;)1<i<n €st une matrice diagonale et o1 S est une matrice
triangulaire supérieure dont le terme général est défini par :

Uij .
S5 = —=, pourl<i<j<n
Ui
sii = 1, pour 1 <i<n
sij = 0, pour 1 <j <1< n.
On a alors
(2.17) A=LDS=ST"DLT,

puisque A est symétrique. La matrice ST étant triangulaire inférieure & diagonale unité et
DLT étant une matrice triangulaire supérieure, alors (2.17) est une factorisation LU de A et
donc, d’apres I'unicité d’une telle factorisation, on a :

L = §7T
U = DILT
Ainsi, A s’écrit sous la forme
(2.18) A=LDLT



44 CHAPITRE 2. METHODES DIRECTES

Si on note L®*)| respectivement U®*), la sous-matrice de L , respectivement de U, obtenue
comme intersection des k premieres lignes et des k premieres colonnes, alors utilisant les regles
de multiplication des matrices par blocs et en tenant compte des structures particulieres des
matrices, on obtient :

M*) — Rk
det M) = det LK®) x det U*) = det U®),

puisque det L) = 1,1 < k < n. Or, la matrice M ¥ étant définie positive, alors det M*) > 0
et par suite, pour tout k € {1,2,... n} on a:

k
det U®) = Hu” > 0.
i=1
Ainsi uy; > 0 pour tout ¢ € {1,2,... n}.

Soit A la matrice définie par A = diag(/u;)1<i<n, alors en posant B = LA et en utilisant
(2.18), on obtient A = BBT, car A2 = D. Ce qui prouve le résultat souhaité, puisque la
matrice B est triangulaire inférieure.

Montrons que cette factorisation est unique dans le cas ou la diagonale de B est
strictement positive. Soient pour cela, deux matrices B = (bsj)1<i j<n €t B = (Bij)1§i7j§n
triangulaires inférieures & diagonales strictement positives telles que :

(2.19) A= BBT =BB".
En posant Ap = diag(bs;)1<i<n €t Ag = diag(i)“)lgign, on obtient, grace a (2.19) :
-1 T _ pa-1 ST
(2.20) A=BAp ApB" = BAL AgB.
Comme les matrices BAI;1 et BA; sont triangulaires inférieures a diagonale unité et

les matrices AgBT et A BBT sont triangulaires supérieures, alors, utilisant I'unicité de la
factorisation LU d’une matrice inversible, on obtient, grace a (2.20) :

(2.21) BAG! = BAG

(2.22) ApBT = AzBT.

Utilisant (2.22), on obtient pour tout i € {1,...,n}, b3 = 512@ et donc by; = by, puisque les
diagonales de B et B sont strictement positives. Et par suite, d’apres (2.21), on a B = B.
Ce qui prouve l'unicité et acheve la démonstration. [ |

La méthode de Cholesky :

La méthode de Cholesky, pour résoudre un systéme linéaire Az = b ou A est une matrice
symétrique définie positive, consiste & calculer la factorisation de cholesky A = BBT, puis &
résoudre successivement les deux systemes linéaires suivants a matrices triangulaires :

By =b, puis BTz = y.
Le vecteur x ainsi obtenu vérifie alors

Az = BBTz = By =b.
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Mise en ceuvre de la factorisation de Cholesky :
Soit A une matrice symétrique définie positive. On pose a priori

De I'égalité A = BB” on déduit les relations

inf(4,5)
(2.23) — (BBY);; = E:%@W—E:@wm,l<zj<n

puisque b,; = 0si 1 < p < ¢ < n. La matrice A étant symétrique, il suffit que les
relations (2.23) ci-dessus soient vérifiées pour j < i, par exemple, et par suite les éléments
b;j de B doivent vérifier

J
i =Y bibj, 1<j<i<n.
k=1

Calcul de B colonne par colonne :
Pour j =1, on obtient
ajp =bipby;, 1<i<n

et en particulier, on a
2
apr = b1y

et en imposant aux coefficients diagonaux de B d’étre strictement positifs, on obtient
bi1 = Va1
Une fois b1 calculé, on détermine la premiere colonne de B en utilisant les relations
bi1 = a;1/b11, pouri > 2.

De proche en proche, on détermine la j-éme colonne de B en calculant d’abord

ensuite
j—1
Q5 — Z bzkbjk
k=1

by =
’ bjj

. i=j+1,...,n

apres avoir calculé les (j — 1) premiéres colonnes de B.
Ce qui donne pour algorithme de calcul de B colonne par colonne :

Pour j =1 a n faire

Début
i1 1/2
= (aa‘j - b?k>
k=1
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Pour i = j + 1 a n faire

7j—1
bij = (az’j - bik%) /bjj
k=1
Fin
Le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour calculer la matrice B par les

formules données ci-dessus est :

n® —n n® —n n(n—1

[multiplication] 4 [addition] 4 5

[division] 4 n[extractions de racines]

Soit de I'ordre de n?/3 opérations élémentaires, lorsque n est "assez grand”.
Il faut noter que pour calculer la colonne j de B, on commence par calculer le terme
diagonal b;; ensuite les termes b;; pour i > j + 1.

Calcul de B ligne par ligne :
En suivant la méme démarche que ci-dessus, ’algorithme de calcul de B ligne par ligne est
donné par :

Pour i =1 a n faire

Début
Pour j=1ai—1 faire
Début
j—1
bij = (az’j - bik%) /bjj
k=1
Fin

i—1 1/2
bii = <aii - Z b12k>
k=1

Il faut noter que pour calculer la ligne 7 de B, on commence d’abord par calculer les termes
bij, pour 1 < j < i —1, et ensuite on calcule le terme de la diagonale b;;. [ |

Fin

Pour finir cette section, nous donnons une propriété intéressante de la factorisation de
Cholesky d’une matrice.

Propriétés 2.3
Si les coefficients a;; de la matrice symétrique définie positive A vérifient

a;j =0, pourl<j<p(i)<i
ot p(i) est tel que a; )1 7 0, alors les coefficients b;j de la matrice B vérifient
bij =0, pourl<j<p(i)<i.

On dit que le tableau d’indices p(i), i € {1,2,...,n}, décrit le profil de la matrice A et
que la factorisation de Cholesky conserve le profil de la matrice.

Démonstration :
Soit ¢ > 2. Si p(i) = 1, on n’a rien a vérifier (b;; = a;; = 0). Si p(i) > 1, on va démontrer
par récurrence sur j que b;; = 0 pour j € {1,2,...,p(i)}.
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On a d’abord b;; = a;1/b11 = 0. En supposant que bj, = 0 pour 1 < k < j—1 < p(i), et en
utilisant la relation

j—1
bij = | @iz — Y bix_bj | /bi;
k=1 _

on vérifie facilement que b;; = 0. Ainsi, la matrice B possede le méme profil que la matrice
A. [

Remarque : Si a lintérieur du profil de A (i.e j > p(i)), il existe i et j tels que a;; = 0,
alors le terme correspondant dans B, a savoir b;;, peut étre non nul. [ |

2.4 Meéthode de Householder et factorisation QR

On s’intéresse dans cette section a la factorisation A = (R d’une matrice carrée a
coefficients réels A, ou ) est une matrice orthogonale et R est une matrice triangulaire
supérieure. La résolution du systéme linéaire Ax = b se ramene alors a la résolution du
systeme linéaire triangulaire supérieur Rz = Q7b. Notons que la factorisation A = QR
conserve le conditionnement de la matrice, puisque conda(A) = condz(QR) = conda(R).

Pour calculer les matrices ( et R on utilise, par exemple, la méthode de Householder qui
sera présentée dans la section suivante.

2.4.1 La méthode de Householder

Définition 2.1
On appelle matrice de Householder élémentaire associée a un vecteur u € IR™ tel que
llull2 = 1, la matrice H,, définie par :

H, =1 —2uu.

Propriétés 2.4

Soit w € IR"™ tel que ||ulls = 1. Alors, toute matrice de Householder élémentaire
H, =1 —2uu® est symétrique et orthogonale.

De plus, H, est la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a Uhyperplan P,
perpendiculaire a u, défini par :

Pu:{UGR";utv:O}.

Démonstration :
Il est clair que la matrice H, est symétrique. Pour montrer que H, est orthogonale, il
suffit de montrer que H2 = I. Or, on a

2 t t, ot
H,=1—-4uwu +4uuvu.
elR
Il s’en suit que Hﬁ = I, puisque |Ju|]s = 1.

Par ailleurs, il est clair que H,u = —u et que pour tout v € P,, on a H,v = v. Ce qui
prouve que H, est la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a P,. [ |
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Proposition 2.1
Soit a € R™ \ {0}. Alors, il existe un vecteur u € R"™ et un réel a tels que :

(2.24) Hua = aeV,
ot e est le premier vecteur de la base canonique de IR™.

Démonstration :
Cherchons des conditions nécessaires que doivent vérifier v et . Si un tel vecteur u existe,
alors on a :
Hya = (I —2uut)a = a — 2u uta = ae,
~—

€lR
- b . _2 t _ (1) _ A iy . , e 1 J
et par suite, on obtient (uta)u = e a. Alnsl u est nécessairement colincaire au
vecteur e — a. De plus, comme H,, est une matrice orthogonale, alors |Hyall2 = ||al|2.

Ainsi, d’apres (2.24), « est tel que |a| = ||a|2.
Posons alors

ae(l) —a
“ 7 Jlae® = ally’

avec a = +||al|2, et montrons que pour ce choix, on a Hya = ae™). On a

(e — a)(ae™ — a)t

(2.25) Hya= (I -2uu')a=a—2 5 a.
love™) — al[3

Or

2.26 ae® — o)t = ae(l)ta —la|l? = aa; — ||a 2

( 2 2

et
n

lae® — a2 = (o — a1)? + Z a? = o? — 2aay + ||a|)3

i=2

et puisue o = £||a||2, alors on obtient

lae™ — a|)3 = 2]lal|3 — 2001 = —2(aa1 — [a]}3).

Et par suite, grace a (2.25) et (2.26), on trouve

(1y _ _ 2
Hoa = a2l0eD) —a)aa = lal) _
~2(aas — a]3)

Ce qui prouve (2.24) et acheve la démonstration. [

2.4.2 La factorisation QR

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels. On va transformer A, a I’aide de
n — 1 transformations de Householder successives, en une matrice triangulaire supérieure R.

Décrivons la premiere étape. Soit a € IR™ la premiere colonne de A et H; la matrice de
Householder élémentaire telle que

1
Hia = aie, avec oy = +|al2
ou Hy = I — 2uu! et ol u est le vecteur défini par

are) —q

Jare® —al|2
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et ot e()) désigne le premier vecteur de la base canonique de R™.

Dans la pratique, on choisit a1 de signe opposé a celui de la premiere composante de a,
a savoir aj. Ainsi a; = —sgn(ay)l|all2. Ce choix nous permet d’éviter des divisions par des
nombres trop ”petits”.

La matrice A; = H; A aura sa premicre colonne égale & aqe(!) (par construction), c’est a
dire que toutes ses composantes, sauf la premiere, sont nulles :

ap X - X

0
A =H A= ) -
. Al

0
out A; € M,,_1(IR) est la sous-matrice formée des (n — 1) derniéres lignes et (n — 1) derniéres
colonnes de la matrice A;.

Pour continuer, on applique une transformation analogue & la sous-matrice A;. Plus
précisément, soit @) € IR" ! la premiére colonne de A; € M,,_1(IR) et soit Hy € M,,_1(IR)
la matrice de Householder élémentaire telle que

Hya™M = ape),

ot &) est le premier vecteur de la base canonique de R™ ! et ot ap = +||aM||5. Posons

1 0 --- 0 o X - X oy X . X
0 0 0
Ay = i L - -
H2 . A1 H2A1
0 0 0
ou encore .
a1 X X
0 ay X X
As=1| : 0
Do Ay
0 0

ot Ay € M,,_»(IR) est la sous-matrice formée des (n —2) derniéres lignes et (n — 2) derniéres
colonnes de la matrice As.
Apres la (i — 1)-eme étape, on obtient la matrice A;—1 € M, (IR) donnée par :

a; X X ... ... x X
0 ay X X X
-0 . ox L Ll
Ai1=H; 1Hi o...H1A= -0 @1 X ... X
0
: Ay
0 0 0
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ott la sous-matrice A;_; € My—iv1(R).
Décrivons la i-éme étape. Soient @~V € R" ™1 la premiere colonne de la matrice A;_;
et H; € My—_;+1(IR) la matrice de Householder élémentaire telle que

Qo
L 0 .
Hiaj(zfl) _ ‘ c R
0
Posons
1 0
O Ii—l 0
H=|0 1 _
19) H, O H;

ou I; 1 désigne la matrice identité de M;_1(JR). La matrice H; est appelée matrice de
Householder.
La matrice A; = H;A;_1 est alors de la forme :

al X X PO P X
o X X
Ai = 0O 0
*
0 x X

Ala (n — 1)-eéme étape, la matrice H,—1H,_o... H1 A est alors triangulaire supérieure.
Soit R cette matrice

R=H, 1H,—5... HA.

Posons Q = H1Hy...H, 1. Alors () est orthogonale, puisque, d’apres la propriété 2.4,
les matrices de Householder élémentaires H; sont orthogonales et donc les matrices de
Househoder H; sont orthogonales. Ainsi, il existe une matrice orthogonale () et une matrice
triangulaire supérieure R telles que A = QR.

Complétons ce résultat par le théoréme suivant.

Théoréme 2.4 (Factorisation QR d’une matrice)

Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n. Alors, il existe une matrice orthogonale Q,
produit de (n — 1) matrices de Householder, et une matrice triangulaire supérieure R telles
que

A=QR.

En outre, si A est inversible et si l'on impose r; > 0, 1 < i < n, alors la factorisation
A = QR correpondante est unique.

Démonstration :
L’existence de la factorisation A = QR est prouvée au début de la section 2.4.2.
Montrons l'unicité de la factorisation QR dans le cas ou A est inversible (donc r;; # 0)
et ri; >0 pouri € {1,...,n}.
Supposons qu’il existe deux matrices orthogonales ()1 et Q)2 et deux matrices triangulaires
supérieures R; et Ry telles que
A=Q1R1 = Q2Rs.
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Soit A la matrice définie par
A=RoR =Q0s.

On a alors :
ATA = (QFQ)T(QF Q1) = QT @205 1 = QT Q1 =1,
=]

puisque les matrices @ et Q2 sont orthogonales. Comme la matrice AT est triangulaire
inférieure & diagonale strictement positive (AL = (Ra):i/(R1)i), alors ATA est une fac-
torisation de Cholesky de la matrice identité I. Une telle factorisation étant unique, on a
nécessairement A = I. Ainsi, on a R1 = Rs et Q1 = Q2. Ce qui prouve 'unicité et acheve la
démonstration. [ |

Pour finir ce chapitre, donnons le nombre d’opérations élémentaires nécessaires au calcul
des matrices R et Q.

Proposition 2.2

La méthode de Householder pour calculer les matrices Q et R de la factorisation A = QR,
ot A € M,,(IR), nécessite de 'ordre de 4n3/3 opérations élémentaires, lorsque n est ”assez
grand”.

Démonstration : A faire en exercice.

Remarquer qu’on n’a pas besoin de calculer ) et R explicitement, mais seulement le
transformé de n’importe quel vecteur v € IRP par la matrice de Householder élémentaire pr,
pour p=n,n—1,...,2, c’est a dire le vecteur

ﬁpv:1—2uutv,

—~—~
clR
ol u € IRP est le vecteur associé a la matrice I:[p. [ |
Remarque : Dans la pratique, on utilise rarement la méthode de Householder pour

résoudre un systeme linéaire, puisqu’ elle cotite deux fois plus cher que la méthode de Gauss.
Cependant, cette méthode de Householder présente un intérét lorsque la matrice du systéme
linéaire & résoudre est mal conditionnée, puisqu’elle garantie que le systéme final a résoudre,
A savoir Rz = QTb, n’a pas un conditionnement plus mauvais que celui du systéme initial
Ax =b.

La méthode de Householder pour calculer la factorisation QR d’une matrice A s’avere
utile pour calculer les valeurs propres d’une matrice A comme on le verra lors de ’étude des
méthodes de recherche des valeurs propres d’une matrice. [ |



