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Algebre 2 - DU1

Une attention particuliére doit étre apportée a la lisibilité de la copie, & la rédaction des
réponses afin d’obtenir la totalité des points. Sauf mention du contraire, il faut Justifier vos

réponses.

Question de cours 1 : (4 point) Enoncer et démontrer le théordme du rang.

Question de cours 2 : (3 points) Soient E, F' deux K—espaces vectoriels et f € L(E,F).
Montrer que f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

Exercice 1 (3 points) Soit ¢ : M,(R) — M,(R) définie par $(M) = 1(*M + M),

N 1. Montrer que ¢ est une application linéaire.
A 2. Montrer que ¢ est un projecteur.
A 3. Déterminer Ker(¢) et Im(e).

Exercice 2 (4 points) Soit f € L(R®) une application linéraire telle que rg(f?) = 3.
A 1. Montrer que rg(f) < 6 ct rg(f) = 3. _
A 2. Exhiber J telle que rg(f) = 3 et 1g(f*) = 3 et exhiber d’autre part f telle que rg(f) = 4
et rg{f?) = 3.
9 3. En utilisant le théoréme du rang, montrer que rg(f) # 5.

Exercice 3 (4 points) Soit R™ et (ey,...,e,) sa base canonique. La matrice de permutation
associée a la permutation ¢ est une matrice qui représente I’application linéaire définie par
f(e:) = e,y pour o une permutation de [1,n]. Soit S, I'ensemble des matrices M & M.(R)
~ telles que P,M = MF, pour toute permutation o.
A 1. Montrer que S est un espace vectoriel.
A 2. On suppose n = 2. Trouver toutes les matrices de permutations.

A 3. Montrer que S, = {(Z 2) |a,b€R2}.

A 4. En déduire S, par récurrence sur n. Quelle est la dimension de §'7

Exercice 4 (2 points) Soit E un K—espace vectoriel et f € L(E). On suppose f € L(E) tel
que f? =idg.
0 1. Montrer que (f — tdg) o (f +idg) = 0.
A 2. En déduire que Ker(f — idg) ® Ker(f + idg) = E.
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Contrdle Continu - Algébre 2 - DU1

Une attention particuliére doit étre apportée d la lisibilité de la copie, ¢ la rédaction des
réponses afin d’obtenir la totalité des points. Sauf mention du contraire, il faut justifier vos
réponses.

Question de cours 1 : (1 point) Donner la définition de &k > 2 sous-espaces vectoriels (d’un
K —espace vectoriel £) en somme directe.

.~ Question de cours 2 : (2 points) Quelle est la dimension de C en tant que C—espace
vectoriel 7 Et en tant que R—espace vectoriel 7 Donner une base dans chaque cas.

Question de cours 3 : (4 points) Soit E un espace vectoriel de dimension ﬁme nzlet G
deux sous-espaces vectoriels de E. Exprimer dim{F + &) en fonction de dim(F N G) dlm(F)
et dim(G) et démontrer 1'égalité proposée.

Exercice 1 (2 points) Parmi les familles suivantes de R?, lesquelles sont des familles libres :
(répondre par oui (libre) ou par non (lide) et ne pas justifier ses réponses. Attention & la

notation : -1 pour une mauvaise reponse}
L (1,0,1), (L,1,1), (—1,-2,~1). ¢ Nes
2. (1,2,3), (0,0,0). o { _ s %65 MU \Ne A
3 AL 3. {1,2,3), (4,5,6), (7,8,9). Oy
' 4. (1,2,3), (0,5,6), (7,8,0), (1,1,1). O, VBT lee
@
Exercice 2 (3 points) Soient Fi,...,F, n 2 2 sous-espaces vectoriels d'un K-—espace vecto-
riel E. Montrer que U, F; = F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si il existe un
indice ig € [1,n] tel que F; C Fy, quelque soit 7 = 1,...,n. On montrera d’abord la propriété

pour n = 2 et on pourra utiliser une preuve par récurrence.
Exercice 3 {3 points) Soit  le sous espace de R? engendré par o
(1,—2,5,—3),(2,3,1,—4) et (3,8, ~3,-5). % Qg YA

Mot La famille est elle libre? Génératrice? .
A 2. Trouvez une base de E dont les éléments seront choisis parmi les vecteurs donnés précédemment.
On la note B. _ ‘

\ 3. Le vecteur (13,16, 11, —27) appartient-il & cet espace?
A 4. Compléter la base B en une base de R*.
Exercice 4 (2 points) Soit F et § deux sous-espaces vectoriels d’un K—espace vectoriel E.
On suppose que F'@G = E. On considére (g1, .. ., gx) une base de G et @y, ..., 23 € F. Montrer
que Vect(g1 + Z1, ..., 9% + Zx) st un supplémentaire de F.
Exercice 5 (3 points) On considére les vecteurs v, = (1,0,1,0),up = (1,1,1,1) et v3 =
1,2,3,4) et le sous-espace vectoriel de R? donné par H = {(z,y,7,t) € R*|z — 2y = 0}.

1. Déterminer les dimensions respectives de H et de Vect(vy, va, v3).

2. Exhiber une base de FNG.







9(%& 0= oef uplzp(g)_

Chapltre 13 - Applications linéaires

[1l. Applications linéaires et bases

. Théoréme 2. Soient (e, .. ; ,ep) une base de KP et vy,...,v, des vecteurs de K".
Alors, il existe une unique application linéaire f de KP dans K" telle que :

V?:E{l,...,p}, f(ei):’t).g.

Corolfaire 1. Deus applications linéaires qui coincident sur une base sont égales. ]

T'

Proposition 8. Soient f € L(KP,K") et B= (e;, . ,ep) une base de Kf’ Alors

Im f = Vect (f(e1), ..., f{ep).

Proposition 9. Soient f € £(K?,K™) ¢t B = (ey,...,¢e,) une base de K?. Alors,
1. f est injective < (f (el), .., fley)) est une famille libre de K.
2. f est surjective < (f(e1),..., f(ey)) est une famille genemtmce de K™,
3. f est bijective < (fle1),... ,f(ep)) est une base de K™ (dans ce casn = p)

Exemples 3. Cas des applications linéaires f et g.

I\VV. Matrices d'une application linéaire

1. Déﬁhition

Définition 4. Soient § € LK K™, B = (e1,...,e) une base de KP et B' = (fi,... fn) une base de
K", On appelle matrice de f dans’les bases B et B' la matrice de M, »(K) notée Matgp f et dont
les colonnes sont les coordonnées des vecteurs f (el) .., Flep) dans la base B :

Matg s f = Matg (f{e1), .. , flep)-

Remarques 5.
1. Lorsque B = B, on note : Matg f.

2. Lorsque les bases considérées sont les bases canoniques, on ne les note pas.
Exemples 4. Donner les matrices des applications linéaires f et g des exemples précédents.
Proposi;cion' 10. Soient f € L(KP,K"), on note A = Matgp f. Pour tout u € K?, on a
| | Y = AX,
ot X = Matgu et Y = Matp f(u)

Exemples 5.
1. Cas des applications linéaires f et g dans les bases canoniques.

2. Matrice de idg dans une base quelconque de E.
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orrection de I’exercice 9 A

A partir de 1a famille (for)er nous considérons une combinaison linéaire (qui ne correspond qu’a un nombre fini de termes).
Soient &y > o > ... > o, des réels distincts que nous avons ordonnés, considérons la famille (finie) : (f )i=1,... 5. Supposons qu'il
existe des réels Ay,..., A, tels que Yy Ay fy, = 0. Cela signifie que, quelque soit x € R, alors ¥, A, fo, (x) = 0, autrement dit pour tout

xelR:

A e®F 4 220" £ 4 Qe = (.

Le terme qui domine est ™% (car q; > i > -- - ). Factorisons par %7 ;

gt (;bl +}1Qe(6¥2—051)1 Jeeei ;Lne(ﬂln—al)x) =0.

Mais e%* =£ 0 donc :

xl +,’L2e(052*0£|)x EE +?»ne(a”_m x_ 0.

Lorsque x — oo alors (%~ ¥ 5 O (pour tout i > 2, car & — &y < 0). Donc pour i > 2, A;e{%=%)¥ 5 0 eten passant 3 la limite dans
1"égalité ci-dessus on trouve :

A =0.

Le premier coefficients est donc nul. On repart de la combinaison linéaire qui est maintenant Apfz + -+ + A f» = 0 et en appliquant Te
raisonnement ci-dessus on prouve par récurrence Ay = Ag = -+« = A, = 0. Donc la famille {f)gep est une famille libre,

Correction de ’exercice 10 4

1.

Si les deux droites vectorielles sont distinctes alors elles engendrent un plan vectoriel et donc pas R3 tout entier. Si elles sont
confondues c’est pire : elles n’engendrent qu’une droite. Dans tout les cas elles n’engendrent pas B3 et ne sont donc pas
supplémentaires,

Si P et P’ sont deux plans vectoriels alors PP est une droite vectorielle si P # P’ ou le plan P tout entier si P = P/, Attention,
tous les plans vectoriels ont une équation du type ax -+ by -+ cz = 0 et doivent passer par 1" origing, il n’existe done pas deux plans
parallgles par exemple. Donc U'intersection PP’ n’est jamais réduite an vectenr nul, Ainsi P et P’ ne sont pas supplémentaires.
Soit D une droite et P un plan, u un vecteur directeur de D. Si le vecteur u appartient au plan P alors D C P et les espaces ne
sont pas supplémentaires (ils n’engendrent pas tout R*). Si u ¢ P alors d’une part DN P est juste le vecteur nul d’autre part D et
P engendrent tout IR3 ; D et P sont supplémentaires.

Détaillons un exemple : si P est le plan d'équation z = 0 alors il est engendré par les denx vecteurs v = (1,0,0) et w = (0,1,0).
Soit D une droite de vecteur directeur i = {a,b,¢).

Alors u ¢ P <= u ¢ Vect{v,w} <= c# 0. Dans ce cas on bien que d'une part que D = Vect{u} intersecté avec F est
réduit au vecteur nul. Ainsi DN P = {(0,0,0)}. Et C’autre parl tout vecteur (x,y,z) € R® appartient & D + P = Vect{u,v,w}.
I suffit de remarquer que (x,y,z) — £{a,b,c} = (x— ¥,y - fcé,O) =(x-2)(1,0,0)+{y - %)(O, 1,0). Et ainsi {(a,b,c) =
Lut (- Bt (y- %)w. Donc D+P=R3.

Bilan on a bien D@ P = B3 : D et P sont en somme directe.

Correction de Pexerecice 11 4

1.

Non, Tout d’abord par définition Vect{v1,va} + Vect{vs} = Vect{v|,v2,1}, Nous allons trouver un vecteur de B* qui n’est pas
dans Vect{v|, vz} + Vect{va}. Il faut ttonner un peu pour le choix, par exemple faisons le calcul avec i = {0,0,0,1).

u € Vect{vy,v;,v3} s et senlement si il existe des réels o, 8, v tels que u = av; + Bvy -+ yv;. Si ’on éerit les vecteurs vertica-
lement, on cherche donc &, 8, ¥ tels que :

0 1 0 0

0 0 0 1

o] =%lo|*Pl1]+7 0

1 1 0 0

Ce qui est équivalent & trouver o, 3, y vérifiant le syst®me linéaire :

O=q-1+3-0+y-0 0=«
= (X . . 0=
0=a-0+p-0+y-1 qui équivaut a 4
O0=0-0+8-1+7-0 0=3
l=o:1+8.0+7-0 l=ga

Il n’y a clairement aucune solution a ce systéme (les trois premires lignes impliquent & = 8 = ¥ = 0 et cela rentre alors en
contradiction avec la quatriéme).

Un autre type de raisonnement, beaucoup plus rapide, est de dire que ces deux espaces ne peuvent engendrés tout R* car il n'y
pas assez de vecteurs en effet 3 vecteurs ne peuvent engendrer I’espace R? de dimension 4.
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| CORRIGE DE L'EXERCICE 11.3.9]|

Il suffit de prouver que les n vecteurs z, f(z),..., f**(z) sont libres.
n—1
Soient g, A1, ..., A1 dans IR tels que > A fi(z) = 0.
k=0
Supposons par I'absurde que (Ag,..., An 1) # 0. Soit ky minimum tel que Ak # 0.

n—1 n—1
Légalité 3" Apf¥(z) = 0 devient : A, ff(z) + Y. Mef*(z)=T0.

k=0 k=kp+1
Si on compose par f**+! on obtient : Ay, [P () = 0 ce qui est absurde.

Conclusion : la famille z, f(z), ..., f(x) est libre, et c’est une base de E.

| CorriGE DE L'ExERCICE 11.3.10]

D’apres le théoréme de la dimension appliqué a f, Im f est de dimension finie dans F'.
Soit h la restriction de g A Im f. OnaKerh = (Kerg)N(Im f) et Imh = g(Im f) = Im (go f).
On applique le théoréme de la dimension 4 A : dimIm f = dimKers +dimIm#A.

Autrement dit dim(Im f N Kerg) = dimIm f — dimIm (g o f).

|CORRIGE’ DE L'EXERCICE 11.3.11|

dim £ = dimKer f +dimIm f (1)

dim £ = dimKerg + dimImg (2)

{E:Imf—i—lmg - {dimE=dimImf+dimImg—dim(ImfﬂImg) (3)
E=Kerf+Kerg dim E = dim Ker f + dim Ker g — dim(Ker f N Kerg} (4)

La combinaison (1) + (2) — (3) — {4) donne dim(Im f NIm g) + dim(Ker f NKer g) = 0.

Il en résulte dim(Im f N Im g) = dim(Ker f N Ker g) = 0.

Le sommes E = Im f 4 Im g = Ker f 4 Ker g sont donc directes.

1. On appligue le théoréme de la dimension : {

2. Pour montrer que c'est faux si £ n’est pas de dimension finie, on se place dans £ =
KX].
On considére 'endomorphisme f de IK[X] défini par f : P+ f(P) = P",
On définit de méme un endomorphisme g de IK[X] par g(P) = P(0).
L’application f est surjective donc Im f = IK[X]. Son noyau est IK;[X].
L’image de g est IK;[X] et son noyau est ensemble des polyndmes divisibles par X.
On a bien E = Im f+Im g, et cette somme n’est pas directe car Im fNIm g = Im g # {0}.
On a bien E = Ker f + Ker g (par exemple, P = P(0) + (P — P(0)) pour tout P.)
Enfin Ker f NKer g est I'ensemble des AX, avec A € K.

E=Imf+Img ot {Imfl’"lImg;é{'(T}

On a donc trouvé, f,g € L(F) tels que
Ut (E) d {EzKerf+Kerg KerfﬂKerg%{ﬁ}

Jean-Michel.Ferrard @ ac-lyon.fr, 7 mars 2001 Page 25
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| CoRRIGE DE L'EXERCICE 11.3.12]

Pour tout z de IR, f.(z) = cosasinz + sinacosx..
Ainsi Papplication f, est combinaison linéaire de z — sinz et de x -+ cosx.
De la méme maniére, f et f, sont dans le plan engendré par © — sin® et de z — cosz.

Les trois applications f,, f, fo étant dans un méme plan, elles forment une famille liée.

[CoRrRIGE DE 1'EXERCICE 11.3.13]

Soit u = (2,¥, % ) un vecteur quelconque de IR*,
z+3y—2z2—5t=0 z+3y=2z+5 z=—Tz—Tt
{m+2y+z—t=0 {x+2y:—z+t {y:3z+4t
o (z,y,2,t) = (=Tz — Tt,32 + 4, 2,1) = 2(=7,3,1,0) +£(=7,4,0,1), avec (z,%) ¢ R?
a={-7,3,1,0)
b=(-7,4,0,1)

La famille a, b est libre. Elle constitue donc une base de £, et dim & = 2.

Ainsi E est 'ensemble des combinaisons linéaires de {

| CORRIGE DE L'EXERCICE 11.3.14]

1. L'application ¢ est un endomorphisme de IK[X].
Pour tout polyndéme P, on a deg¢(P) =deg P donc p(P) =0 & FP=0.
Ainsi I'application ¢ est injective. La conservation du degré montre que la restriction
¢n de @ & IK,[X] est un endomorphisme de K, [X], toujours injectif.

Puisque 1K, [X] est de dimension finie, cette restriction est un isomorphisme de IK,, [X].
Ainsi pour tout P de TK,[X], il existe un unique @ de IK,[X] tel que P = v, (Q) = ©(&Q).
Ceci prouve la surjectivité de , qui est donc un automorphisme de K[X].

2. L’application ¢, est un endomorphisme de IK[X].
Supposons que P soit un polyndme de degr'é n, de coefficient dominant a,.
Posons P = a, X" + @, avec deg @@ < n.
Alors 93 (P) = Man X"+ Q) — X (nap, X" ' + Q') = (A —n)a, X" + R, avec deg i < n.
o Si A n’est pas un entier naturel, on a donc toujours deg s (P) = deg P.
Le méme raisonnement qu’en 1) montre alors que 4 est un isomorphisme.

o On suppose maintenant que A = n, avec n dans IN.
' deg P <n = degy.(P)<n—1

degP=m>n = degy,(P)=m
En particulier aucun polynéme de degré n n'est dans l'image de ¥y,.

1l sensuit que v, n’est pas surjective : ce n’est pas un isomorphisme.
On voit aussi que ¥(X™) = 0 : 'application 1, n’est pas injective.
Plus précisément, Ker v, est la droite vectorielle des o X™ avec o € K.

Le calcul précédent montre que {
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| CORRIGE DE I'EXERCICE 11.3.15|

Le systéme aa + (b + e+ 0d = T équivaut  :

a+48—-v=0 a=—43+7 a=—45+" o= —1ly
20+30—-3y+45=0 - b+ —46 =0 o A—-3y=0 o laosy
204+ 108+ 4y—-30 =0 20+6y—-36=0 g-3y=0 5= dy
a+50—-6=0 G+y—-0=0 d=0+v

On constate que la famille a, b, ¢, d est lide (donc de rang inférieur ou égal & 3.)
Avec v = 0, c’est-d-dire si on résout ca + Bb+ &d = 0, ontrouve ¢ = =6 =0.

La famille a, b, d est donc libre : c’est une base de Vect(a,b, ¢, d) (qui est de dimension 3).

| CORRIGE DE L’EXERCICE 11.3.16]

Supposons que (fi, ..., fx) soit liée : Il existe (Ar,..., An) # 0 tel que que SN fe =0 (1)
k=1
r—1
Soit 7 maximum tel que A, # 0. (1) séerit : Vz € R, > Aglz — k| + M|z —7[ =0.
o1

=1 r—1
On se place sur |r — 1,7[ puis |r, +oo[. On obtient, en notant a = Y- Ay et b= )~ kg :
k=1 k=1

Vzelr—1Lrl,az—bt+M(r—z)=(a—-A)z—b+7rA =0
vz e:]r,+00[,a$—b+)\T($—T)=(a,—}—)\,r,)g’;—b—r)\,r:o

Mais chacune de ces deux égalités {une fonction afline nulle sur un intervalle d’intérieur non
vide) n’est possible que si les coefficients de ces fonctions aflines sont nuls.

Cela implique a — A, = 0 et a + A, = 0 et donc A, = 0, ce qui est absurde.

Conclusion : Pour tout entier n > 1, la famille (f1, fs, ..., fa) est libre.

| CORRIGE DE I'EXERCICE 11.3.17]

1. Soit (e) = e1,eq,..., e, une base de E.
Pour tout indice j compris entre 1 et n, il existe un entier m; tel que f™i(e;) = 0.

Soit p = max {mq, my,...,my}. Pour tout j de {1,...,n}, on a fP{e;) = 0.

Par linéarité, on en déduit que f7 est Papplication nulle, ce qu'il fallait démontrer.

2. On se place dans F = IK[X] et on considére Papplication “dérivation” f: A A'.
Pour tout polynéme A, il existe un indice m tel que f™(A) = 0 (choisir m > deg 4).
Mais f7 (la “dérivation p-itme”) n’est 'application nulle pour aucune valeur de p.

Le résultat de la question précédente n’est done plus vrai en dimension infinie.
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| CORRICE DE L'EXERCICE 11.3.18]

e Si P appartient & F NG, il s'annule en les quatre points distincts 0,1,2,3 alors qu'il est

de degré inférieur ou égal & 3 : il est donc nul. Ainsi F et G sont en somme directe.

Si on note K = {P € E, P(1) = P(2) =0}, on a bien sir F C K et G C K.

On en déduit F@ G C K.

F est Pensemble des polynémes P = aX(X — 1}{X —2),aveca € K : dimF = L.

G est Tensemble des polynémes P = (X — 1)(X — 2)(X —3), avec § € K : dimG = 1.

K est I'ensemble des polyndmes P = (aX +5)(X —1)(X —2), avec (a,b) € K?: dim K == 2.

Donc dim(F @ G) = dim F+dim G = dim K, avec F@G C K : on en déduit FOG = K,
e IT est Pensemble des polynémes pairs P = a + bX?, avec (a,b) € IR? : ¢’est un plan.
Ply=a+b=10
P2)=a+4b=0
Ainsi I et F'@® G sont en somme directe.
Ordm(F&G o H) = dim(F@ @) +dimH =242 =4 =dimE. Ainsi FoGoH=FE.

Si P est dans (F & G) M A, alors { donca=56=0.

| CORRIGE: DE L'EXERCICE 11.3.19]

1. Tout élément y de Im (f + g) s’écrit y = (f + g)(z) et est donc la somme de f{z) (qui
appartient & Im f) et de g(z} {qui appartient & Im g).
Ainsi y appartient & Im f + Im g, ce qui prouve I'inclusion Im (f+g)Clmf+1Img.
On en déduit dimIm (f + ¢) < dim(Im f + Img), puis :
dimIm (f + ¢) < dimIm f + dimIm g — dim(Im f NIm g) < dimIm f + dimImg.
Autrement dit rang (f + g) < rang f +rang g.

2. Supposons qu’on ait rang (f + g) = rang f + rang g.
Alors inclusion et les inégalités précédentes sont en fait des égalités.
ng donc Im (f 4+ ¢) = Im f +Img et dim(Im f NIm g) = 0 c’est-d-dire Im f NIm g =
{0}
1l reste & montrer que £ = Ker f + Ker g. Soit  un élément de E.
L’élément f(x) est dans Im f, donc dans Im f + Im g = Im (f + g).
Ainsi il existe un élément y de E tel que f{z) = (f + g)(y), done f(z —y) = ().
Mais 1'égalité Im f NImg = {ﬁ)} implique f(z ~y) = g(y) = 0.
L'égalité 2 = (z — y) + y est donc Décriture de z comme somme d'un élément de Ker f
et d’un élément de Kerg : on a prouvé que £ = Ker f + Kerg.
Réciproquement, on suppose que Im f NImg = {_(T} et £ =Ker f + Kerg.
Pour montrer que rg(f+ g} = rang (f) +rang (g), il suffit d’aprés la question précédente
de vérifier qu'on a égalité Im f + Img C Im (f + g).
Soient ¥ = f(z) un élément de Im f et i = g(z") un élément de Im g.
On peut écrite & = u 4+ v et o’ = u' + o, avec u, v dans Ker f et v,2’ dans Kerg.
On en déduit que y = f(z) = f(v) = F(v' +v), et ¢ = g(z) = g{w') = g(u' +v).
Ainsi y +9' = (f + g)(t' + ) est un élément de Im (f + g), ce qu’il fallait démontrer.
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Université Paris Dauphine 2013
MI2E feuille n°3

Algébre 2- DU1

Exercice 1 On considére sur C,[X| 'endomorphisme f défini par P — (X? - 1)P”. Ecrire la

Q\L/ matrice de f dans la base (X")i=q,... .

Exercice 2 On considére la matrice P définie par

111
P=[111 ~
1 11
et la matrice () définie par @ = (I d + P). Calculer P%, PQ,QP en fonction de P Calculer

(41 — P)Q et Q{41 — P) et en dedulre que ) est inversible.

Exercice 3 Pour quelles valeurs de a la matrice

11
A=1]1 2
13

est-elle inversible 7 Calculer dans ce cas son inverse.

IR N

) -

Exercice 4 On considére la. matrice P définie par

et la matrice ¢ définie par
(4 — P)Q) et Q{41 — P)

Y(Id -+ P). Calcule™~R? PQ, QP en fonction de P. Calculer
en déduire que () est inversible:

Exercice 5 Soit % un endomorphisme de R" tel que u* = 0 et = tel que «"~'(z) # 0. On a
déja montré dans un TD précédent que B = (z,u(z),. .., v*" 1( )) est une base de R™. Ecrire
la matrice Matg(u) de u dans cette base. Calculer les matrices des puissances de u dans cette

Qk/ base : Matg(u)* pour & € [1,5] (on suppose n = 5 dans cette question seulement).
Exercice 6 Soient a et b deux réels, et A la matrice
A ENE o 2 -1 b Gon o c&é
%2__ 9 » 4 A=(3 0 1 —4) & .
a W5 o

5 4 —1 2
Montrer que rg(4) > 2. Pour quelles valeurs de a et b a-t-on rg(A) =27 ] A 9\ 3
-1

Exercice 7 Soit A une matrice n x n. Montrer que Qa )

(kerA) N (imA) = keTAp <’

, 1A 9\ ) mﬂtﬁcbé &G LV«
ag(ﬂ - @g o - o (Saw o 000[\) Q

O B . -(4 ' Jl/u\c
e XL e G NSwo~n s
S AR 3 Py S



Exercice 8 Soit n > 1. On note M,(R) U'espace vectoriel des matrices de dimension n a
coefficients réels et on note (E; ;)i jef1,») la base canonique de Mn(R) @ Ey; est la matrice dont
tous les coeflicients sont nuls et sauf le coefficient a la ligne ¢ et & la colonne j qui vaut 1.

On définit pour i = § la matrice T} ;(a) par Tij(e) = Id+ aEy;, Di(X) = Id+ (A —1)E;; pour
A # 0 (tous les coefficients diagonaux valent 1 sauf en position ¢ et celui-ci vaut A).

Enfin, on définit la matrice de permutation F;; comme la matrice py,; est définie par p;; =
pji = 1et ppi=1pour k ¢ {i,7} et pr; = 0 sinon. On notera A une matrice appartenant a

Ma(R)

1.

Exprimer comme opération sur les lignes et les colonnes la multiplication a droite et a
gauche de la matrice A par les matrices T; ;(a), D;(A) et I ;.

2. En déduire que les matrices T} ; (c), D;(A) et Py ; sont inversibles et expliciter leur inverses.

3. Montrer que pour n = 1 et n = 2, une matrice inversible peut sécrire comme un produit

de matrices T; ;(x), Di(A) et Fy;.

Généraliser le résultat précédent & n quelconque en utilisant par exemple une preuve par
récurrence.

Pourquoi une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont non nuls
est-elle inversible 7

On note Trig, 'ensemble des matrices triangulaires supérieures. Montrer que Trig, est un
espace vectoriel stable par multiplication. Quelle est la dimension de cet espace vectoriel ?

Soit A € Trig, une matrice inversible. Montrer que 'application

Trig, — Trig,
M- AM

est injective. En déduire que l'inverse d’une matrice triangulaire supérieure est aussi
triangulaire supérieure. .

Montrer que, si une matrice A est inversible, on peut trouver un couple de matrices
B,C € Trig, et une matrice de permutation P telles que A = PCTB ou CT désigne la
transposée de la matrice C' = [¢; ;] jep o définie par CT = [¢;i)i et

Exercice 9 Sans chercher & le résoudre, discuter la nature des solutions du systéme suivant,
en fonction de a,a,b et c:

A
0>

T— Y —wz=a
z+2y+ z =b
T+ Yy — 2 =¢C

Exercice 10 Soient E = (e, e3,e3) une base de R* et V = (vy, vz, v3) une autre base définie

par :

" = 281 — 462 + e;3
Py = —€

'1)3262—261.

Q\L\ On considére un endomorphisme u défini par sa matrice dans la base E :

2 -1 2
Matg(u) = [ -1 -2 1
1 -2 1

Ecrire la matrice Maty (u) de u dans la base V.
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Université Paris Dauphine 2013
MI2E feuille n° 3

Alggbre 2- DU1

Exercice 1 On considére sur C,[X] Pendomorphisme f défini par P — (X2 —1)P". Lerire la ¢y k
matrice de f dans la base (X%);0,..n- '

Exercice 2 On considére la matrice P définie par

o~ a

et la matrice @ définie par Q = }(Id + P). Calculer P?, PQ,QF en fonction de P. Calculer
(41 — P)Q et Q(4I — P) et en déduire que () est inversible.

,_l,_l}_;
— s
=

Exercice 3 Pour quelles valeurs de a la matrice

— =
(SRR e
D P =

est-elle inversible 7 Calculer dans ce cas son inverse.

Exercice 4 On considére la matrice 2-d€finie par

111
P=1111
111

définie par @ = }L(I d + P). Calculer P?, PQ, QP en fonction de P. Calculer
et Q(41 — P) et en déduire que @) est inversible.

4I—p

Exercice 5 Soit % un endomorphisme de R” tel que w" = 0 et z tel que v*~(z) # 0. On a
déja montré dans un TD précédent que B = (z,u(z),...,u™ *(z)) est une base de R*. Kcrire
la matrice Matg(u) de u dans cette base. Calculer les matrices des puissances de u dans cette
base : Matg(w)* pour k € [1,5] (on suppose n =5 dans cette question seulement,).

Exercice 6 Soient a et b deux réels, et A la matrice
a 2 —~1 b
A=13 0 1 -4 C 0/5«
5 4 -1 2
Montrer que rg{A) > 2. Pour quelles valeurs de a et b a-t-on rg(A} =27

Exercice 7 Soit A une matrice n x n. Montrer que

(kerA) N (imA) = A(kerA?). © K



w07

Exercice 8 Soit n = 1. On note M,(R) Pespace vectoriel des matrices de dimension n a
coefficients réels et on note (E; ;)i je1,n) la base canonique de M,(R) : E;; est la matrice dont
tous les coefficients sont nuls et sauf le coefficient & la ligne ¢ et & la colonne j qui vaut 1.
On définit pour i # j la matrice T; ;(a) par Tj;{(a) = Id+ aE;;, Di(A) = Id+ (A — 1)E;; pour
A # 0 (tous les coefficients diagonaux valent 1 sauf en position 7 et celui-ci vaut A).
Enfin, on définit la matrice de permutation P,; comme la matrice py; est définie par p;; =
pji = 1et por =1 pour k ¢ {4,j} et pey = 0 sinon. On notera A une matrice appartenant &
M (R)
1. Exprimer comme opération sur les lignes et les colonnes la multiplication & droite et a
gauche de la matrice A par les matrices T; ; (), Di()) et B ;.
2. En déduire que les matrices T; ;(cx), D;(A) et I ; sont inversibles et expliciter leur inverses.
3. Montrer que pour n = 1 et n = 2, une matrice inversible peut sécrire comme un produit
de matrices T ;(a), Di()) et Fyj.
4. Généraliser le résultat précédent & n quelconque en utilisant par exemple une preuve par
récurrence.
5. Pourquoi une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont non nuls
est-elle inversible 7
6. On note Trig, 1'ensemble des matrices triangulaires supérieures. Montrer que Trig, est un
espace vectoriel stable par multiplication. Quelle est la dimension de cet espace vectoriel 7

7. Soit A € Trig, une matrice inversible. Montrer que I'application

Trig, ~» Trig,
M= AM

est injective, En déduire que l'inverse d’une matrice triangulaire supérieure est aussi
triangulaire supérieure.

8. Montrer que, si une matrice A est inversible, on peut trouver un couple de matrices
B,C € Trig. et une matrice de permutation P telles que A = PCTB oi CT désigne la
transposée de la matrice C = [¢; j]; jep ) définie par CT = {¢; i jen)-

Exercice 9 Sans chercher A le résoudre, discuter la nature des solutions du systéme suivant,

en fonction de o, a,b et ¢ : (
T—- Yy —wz=4a . C?& “ .
L9 oL

z+2y+ =z
T+ y — 2 =¢c

I

Exercice 10 Soient E = (e, 2, e3) une base de R® et V' = (v, v2,v3) une autre base définie
par :
v = 261 - 482 + €3
Uy = —€
2 1 N \

’U3=62—2€1.

On considére un endomorphisme u défini par sa matrice dans la base E :

2 -1 2
Matg(u) = | -1 -2 1
1 =21

Ecrire la matrice Maty (1) de u dans la base V.




Exercice 11 Soient A et B deux matrices n x n telles que AB = BA. Montrer que
B(kerA) C kerA

et que
B(imA) C imA.

Exercice 12 Soient I la matrice identité de B? et
. 011
AN ﬁ;\, J=[101
110
Montrer que J* — J — 27 = 0. En déduire que J est inversible et calculer son inverse.

Exercice 13 Trouver une matrice B telle que

\

123
C\"\?‘b‘ 32_012).
: 00

—

Exercice 14 Soit u I'endomorphisme de M, (R) défini par A — A ot A* = (a;s), ;e POUT

At (R)—Y
2

I Montrer que d est un projecteur et déterminer son rang.

une matrice A = (2i;); ;.0
Exercice 15 Soit A une matrice 2 x 2 telle que A* = —I. On cherche & trouver une base
dans laquelle I'expression de A est simple. Considerons pour ceci un vecteur e non nul dans
R?. Montrer que (e, Ae) est une base, et écrire A dans cette base. Donner une interprétation

géométrique de la matrice A.

Exercice 16 Montrer que les matrices 8 é] et [8 3] sont semblables. Sont eiles semblables
00/, (00
3 ? ?
% {0_0] A [1 o] '
Exercice 17 Soient a,b € R. Existe-t-il un endomorphisme u de R?, ayant pour matrice
1 a —3
1
16 5

e,
<

dans la base canonique et

B=

L]
b2
]

dans une autre base 7 Méme question avec

B=1010




Exercice 18 Soit A une matrice 2 x 2 telle que A% = 0. Montrer que, ou bien A = 0, ou bien

A est semblable & la mattice 8 (1)} . Indication : on peut considérer un vecteur e tel que Ae

est non nul, et utiliser la base (e, Ae).

' Exercice 19 Soit A une matrice n x n telle que A% = 0.

1. Que peut-on dire sur le rang » de A7

9. Soit er, ..., e, une base de R™ dont les r premiers vecteurs constituent une base de imA.
Montrer que la représentation de A dans cette base est une matrice triangulaire supérieure
avec des 0 sur la diagonale.

Exercice 20 Soit A une matrice 3 x 3 telle que A% = 0.
— Montrer que le rang 7 de A est 0, 1 ou 2.
— Montrer que, si v = 1, alors A est semblable &

o oD
o O
o oo

_ Dans le cas r = 2, montrer que A est non nulle. En considérant un vecteur e tel que Az( )

est non mul, montrer que (e, A(e), A%(e)) est une base, et conclure que A est semblable &

10
01
0 0

o O QD

Exercice 21 Soient trois vecteurs e, s, €3 formant une base de R®. On note 7' I’application
lindaire définie par T'(e;) = T(es3) = e et T(ea} = —e1 + ez +es.
1. Déterminer le noyau de cette application linéaire. Donner la matrice A de T dans la base
donnée.

2. Onpose fy = ey —e3, fa=€1 — €z, f3 = —€1+ex+es Calculer e;, ey, es en fonction de
f1, fa, f3. Les vecteurs fi, fa, f3 forment-ils une base de R3?

*.3. Calculer T'(f1), T( fz) fg) en fonction de fi, fa, fa. Kcrire la matrice B de T’ dans cette

[, | I T
LoGVouS-oancy — . . o

1 1 -1
4., On pose P = 0 -1 1 . Vérifier que P est inversible et calculer P71 Quelle
-1 0 1
relation relie A, B, P et P77
Exercice 22 Soit ¢ une permutation de {1,...,n}. On congidére ’application linéaire f,

définie sur la base canonique de K™ par f{e;}) = eos). Ecrire la matrice de f, dans la base
canonique. En étudiant le sous-espace vectoriel engendré par les itérés de (fi(e1)) pour j = 0,
montrer qu’il existe & < n tel que f’“ = id, Montrer alors qu'il existe p entiers non nuls &y, ..., kp

tels que [0, (fF—id)=0et 30 &



Matrice d’une application linéaire

Corrections d’ Amaud Bodin.

Exercice 1

Soit R% muni de la base canonique % = (7, 7). Soit f : R = R? la projection sur 'axe des abscisses Ri
parallélement 3 R({+ j). Déterminer Mat(f, 8, %), Ia matrice de f dans la base @7

Méme question avec Mat(f, ', %) ob &’ estlabase (I— j,—2i+37) de R2. Méme question avec Mat(f, &', &").

Correction ¥ . [001087]

Exercice 2
Soient trois vecteurs e1, ¢, e3 formant une base de R*. On note ¢ I"application linéaire définie par ¢(e1) = e3,
¢{ez) = —e+ex+es et ¢lez) = ea.
1. Tcrire Ia matrice A de ¢ dans la base (e, e,,e3 ). Déterminer le noyau de cette application.
2. On pose f| = e; — e3, fo = €] — €2, f3 = —ey +e2 + e3. Calculer e, €,e3 en fonction de f1, f2, f3. Les
vecteurs f1, f2, fa forment-ils une base de R* ?

3. Calculer ¢(f1),0(/f2),8(f3) en fonction de f1, f2, f3. Ecrire 1a matrice B de ¢ dans la base (f1, /2, f3) et
trouver la nature de 1’application ¢.

1 1 -1
4. Onpose P= | O —1 1 |.Vérifier que P est inversible et caleuler P~L. Quelle relation lic A, B, P
-1 0 1
et P717
Correction ¥ [001097]
Exercice 3
Soit f I’endomorphisme de R* dont la matrice par rapport & la base canonique (e, e2,e3) est
15 =11 5
A= 20 —15 8
8 -7 6

Montrer que les vecteurs
e'1 =2ey+ 3es +e3, eg =3¢, +4deytes, € =e;+2er+2e3

forment une base de R® et calculer la matrice de f par rapport & cette base.

Correction ¥ [002433]
Exercice 4
0 . 001
. 10
Soit A = . En utilisant I’application linéaire associée de % (R",R"), calculer A? pour
01
10 0
pEi.



Correction ¥ [co1101]

Exercice 5

Soient A, B deux matrices semblables (i.e. il existe P inversible telle que B = P~ 1AP). Montrer que si I’une est
inversible, I’autre aussi ; que si 1'une est idempotente, I’ autre aussi ; que si I'une est nilpotente, I*autre aussi ;
que si A = Al alors A=B.

Indication ¥ Correction ¥ : [002444]

Exercice 6

Soit £ I’endomorphisme de R? de matrice A = ( 2 2) dans la base canonique. Soient e; = (—2,3) et

_3
2
ex =(—2,5).
1. Montrer que &' = (e1,¢;) est une base de R? et déterminer Mat(f, %").
2. Calculer A" pour n € N.

2
X1 = 2Xp + 5)’11

3. Déterminer I’ensemble des suites réelles qui vérifient Vn € N 5 )
Yntl = _Ex" - g}‘n

Correction ¥ [001104]
Exercice 7
Soit a et b deux réels et A 1a matrice

a 2 —1 b

A=t 3 0 I -4

54 -1 2

Montrer que rg(A) > 2. Pour quelles valeurs de a et b a-t-on tg(A) =27
[602774]

Correction ¥

Exercice 8

1 21 2 2 -1 17
Soient A == 341 , B= 43 -1 11 . Calculer rg(A) et rg(B). Déterminer une base du noyau
5 61 o0 -1 2 -4
7 8 1 3 3 -2 11
et une base de I’image pour chacune des applications linéaires associées fa et fp.
Correction ¥ {no01i099]
Exercice 9

Soit E un espace vectoriel et £ une application linéaire de E dans lui-méme telle que =1
1. Montrer que £ =Ker f @ Im f.

2. Supposons que E soit de dimension finie 7. Posons r = dimIm f. Montrer qu’il existe une base & =
(e1,...,e,) de E telle que : f(e)) = e; sii <ret f(e;) = 0sii> r. Déterminer la matrice de f dans cette
base 4.

Correction ¥ [001093]

Exercice 10
Trouver toutes les matrices de .#3 (]R) qui vérifient

1. M2=0;
2. ME=M;
3. M2 =1



Indication ¥ Correction ¥ [002475]

Exercice 11 .
Soit f I'application de R,[X] dans R[X] définie en posant pour tout P(X) € R,[X] : f (PX)=PX+1)+
P(X — 1) - 2P(X).

1. Montrer que f est linéaire et que son image est incluse dans R, [X].

2. Dans le cas ot n = 3, donner la matrice de f dans la base 1,X ,X2.X3. Déterminer ensuite, pour une

valeur de n quelconque, la matrice de f dans la base 1,X,...,X".

3. Déterminer le noyau et 'image de f. Calculer leur dimension respective.

4. Soit Q un &lément de 'image de f. Montrer qu’il existe un unique P € R,[X] tel que : f(P) = Q et
P(0)=P(0)=0.

Correction¥ [001094]

Exercice 12
Pour toute matrice carrée A de dimension n, on appelle trace de A, et 'on note trA, la somme des éléments
diagonaux de A :

trA = i a;
i=1

1. Montrer que si A, B sont deux matrices carrées d’ordre #, alors tr(AB) = tr(BA).

2. Montrer que si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension 2, M sa matrice par rapport
A une base ¢, M’ sa matrice par rapport 3 une base ¢, alors trM = trM’. On note ir f la valeur commune
de ces quantités.

3. Montrer que si g est un autre endomorphisme de E, tr(fog—go f) =0.

Correction ¥ [002442]

@)
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Indication pour ’exercice 5 4
A est idempotente s'il existe un n tel que A" = I (la matrice identité).
A est nilpotente il existe un 7 tel que A" = (0) (la matrice nulle).

Indication pour I’exercice 10 4
11 faut trouver les propriétés de ’application lindaire f associée & chacune de ces matrices. Les résultats s’ex-
priment en explicitant une (ou plusieurs) matrice M’ qui est la matrice de f dans une base bien choisie et ensuite
en montrant que toutes les autres matrices sont de la forme M = P iMP.
Plus en détajls pour chacun des cas :

1. Im £ C Ker f et discuter suivant la dimension du noyau.

2. Utiliser exercice 10 : Ker £ @ Im f et il existe une base telle que f(e;) =0 ou f(e;) = e:.

3. Ferire (M —I}(M +I) = 0 puis montrer Im{f + id) C Ker(f —id) et Im{f —id) C Ker(f +id) et discuter

suivant les dimensions.




Correction de Pexercice I A

1 expression de f dans la base % est la suivante f(x,y) = (x—y,0). Autrement dit & un vecteur (;) on associe
Xy

0
On note que f est bien une application linéaire. Cette expression nous permet de calculer les matrices deman-

dées,
1. Calcul de Mat(f, %, %8). Comme % = (7, j), la matrice s’obtient en calculant f et f():

f(?)zf(é) ~(5) =7 GEHE (‘01) — 3

Mat(f, B, B) = ((1) ‘01)

2. On garde la méme application linéaire mais la base de départ change (la base d’arrivée reste 48). Comme
B = ({—J,—2i+3]) on exprime FE—J) et £(27+37) dans la base d’arrivée %.

i-p=1(1)=5) sea=1(3)-(7)

watr 2,9 = (5 )

le vecteur

donc

donc

3. Toujours avec le méme f on prend %’ comme base de départ et d’arrivée, il s’agit donc d’.exprimer
F@G—7) et £(2{43/) dans la base %'. Nous venons de calculer que

fA-H=1 (_11> = (g) —2f fI+37) =f(_32) = (_05> =57

Mais il nous faut obtenir une expression en fonction de la base %'. Remarquons que

i = F i = 3G+7
{v = -27+3] =:>{j = 20+7¥
Pone
73 e = = 6 s ; il — — —15
fi—f=2d=6m+2V= F(=2i+3]) = —3i= 150 -5V =
2 ﬁ.’ _'5 ,_%’
Donc

M, #,2) — (5 )

Correction de ’exercice 2 A

1. La matrice A est composée des vecteurs colonnes ¢{e;}, on sait

0 -1 H
dler)=es= (U) ples) =—e1ter+e3= ( 1 ) ples) =e3= 0)
1 1 1



X
Le noyau de ¢ (ou celui de A) est I'ensemble de X = |y | tel que AX = 0.

z
0 -1 0 X 0 y = 0
AX=0= [0 1 0]|x|y|=]0] y = 0
1 1 1 z 0 x+y+z = 0
1
Donc Ker¢ = {(x,0,—x) ¢ R*|x€ R} =Vect | 0 |.Le noyau est donc de dimension 1.
-1
. On applique le pivot de Gauss comme si ¢’était un systéme linéaire :
e1 - ea = fi g e — e = fi
e — & = fi L, — e t+ e = Hh-N nLL
—e1 + e + &3 = fi L € = B+ Lt
On en déduit
er = fitht+fs
e = ftfs
es = Htf

Donc tous les vecteurs de la base & = (3, e2,€3) s’expriment en fonction de (f1,f>, f3), ainsi la famille
(f1, o, f3) est génératrice. Comme elle a exactement 3 éléments dans 1’espace vectoriel R* de dimension

3 alors &' = (f1, f», f3) est une base.
0(fi1) = ¢ler—es)=¢(e1) —Plez) =e3—e3 =0

0(f2) =ple1—e) =d(er) -~ dler) =es—(—e1tertes)=er—ea=fa

LS

d(fs) = 9(—e1+erte3)=—d(er) +¢{ex) +d(e3) = —er + ezt e

Dons dans la base &' = (1, f», f3) nous avons

0 0 0
o(f)=0={0 o) =h=1] ¢AB)=H=]|0
0/ i 0/ 1/ ~

Donc la matrice de ¢ dans la base #’ est

~

¢ 00
B=[0 10 .
001
¢ est la projection orthogonal sur le plan d’équation (x' = 0) (dans la base &’). -~
. P est la matrice de passage de &2 vers 9. En effet la matrice de passage contient -en colonnes- les
coordonnées des vecteurs de la nouvelle base %' exprimés dans I"ancienne base %.

Si un vecteur a pour coordonnées X dans la base 9% et X’ dans la base %’ alors PX' = X (attention &
Pordre). Et si A est la matrice de ¢ dans la base 9 et B est la matrice de ¢ dans la base %' alors

B=P AP

(Une matrice de passage entre deux base est inversible.)
Ici on calcule I’inverse de P :

o oo
f B -
— QO

110
Pl—11 0 1 donc B=P lAP=
11 1

On retrouve donc bien les mémes résultats que précédemment.

6



Correction de I’exercice 3 A

Notons I’ancienne base & = (e1,e2,e3) et ce qui sera la nouvelle base &' = (e],e,¢3). Soit P la matrice
de passage qui contient -en colonnes- les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base %' exprimés dans
I’ancienne base %

P=

[l B oS )

3 1
4 2
1 2

On vérifie que P est inversible (on va méme calculer son inverse) donc %' est bien une base. De plus

-6 5 -2 -12 30 -6
Pl—| 4 -3 1 | ectoncalculeB=P'AP=| 12 —-24 6
I -1 1 1 -2 6

B est la matrice de f dans la base %'

Correction de I'exercice 4 A
Nous associons  la matrice A son application linéaire naturelle f. St % = (e1,€2,. .. ,€y) estla base canonique
de R” alors f(e;) est donné par le premier vecteur colonne, f(ez) par le deuxiéme, etc. Donc ici

0 0

fley=| 0| =en flez)=| 0| =enti- ctengénéral fle)) = s
0 1
1 0

Calculons ce que vaut la composition f o f. Comme une application linéaire est déterminée par les images des
éléments d’une base alors on calcule fo f(e;), i=1,...,n en appliquant deux fois la formule précédente :

fOf(Ef) Zf(f(ez)) :f(enJrlfi) = €np1—(nt1-i) = €i

Comme f o f laisse invariant tous les vecteurs de la base alors f o f{x) = x pour tout x € R". Donc fo f =1id.
On en déduit £~ = £ et que la composition itérée vérifie f# = id si p est pair et fP = f si p est impair.
Conclusion ; A? = I si p est pair et A? = A si p est impair.

Correction de Pexercice 5 A
Soit A, B tel que B = PIAP.
1. Supposons A inversible, alors il existe A’ tel que A x A’ =1 et A’ x A = I. Notons alors B' = PIA’P, On
a

Bx B = (P7'AP) x (P"'A'P) = PT'A(PP")A'P =P IANP =P 'IP=1
De méme B’ x B = I. Donc B est inversible d’inverse B'.
2. Supposons que A" = I, Alors
B = (PlAP)" = (P!AP)(PT'AP)--- (PT'AP)
= PA(PPYHA(PPY)---AP
= P7lA"P
= Plp=1
Done B est idempotente.
3. Si A" = (0) alors le méme calcul qu’au-dessus conduit & B* = (0).
4. SiA=Alalors B =P Y (ADP = AI x PP = AI (car la matrice A/ commute avec toutes les matrices).



Correction de I’exercice 6 A

1. Notons P la matrice de passage de la base canonique % = {(1,0), (0, 1)) vers {ce qui va étre) la base
B = (eq,eq). C'est la matrice composée des vecteurs colonnes e et e

=3 5)

detP = —4 £ 0 donc P est inversible et ainsi &' est bien une base.
Alors la matrice de f dans la base %' est :

1/5 2 2 2 -2 =2 1 0
_ p-1 —_ 3 —_
B=prab= 4(—3 _2) (—% —%)(3 5) (o )

2. 1l est trés facile de calculer la puissance d’une matrice diagonale :
1 0
B'= ( 1 n)
0 (3)

1 —4L1
A" = (PBP )" =PB"P™ = - ( o 13?”)
¥

o]

Comme A = PBP~! on va en déduire A" :
4\ —15

3. Silonnote X, = (y") alors les équations que vérifient les suites s”écrivent en terme matriciel :
H
Xnv1= AXy.

Si I’on note les conditions initiales Xp = (;0) < IR? alors X, = A"X;. On en déduit
. 0

Xn = % 10xp —43%))0)
yn = (- 15%+ 10317)’0)
Aprés simplification :
{ X = 3% — 30
v = —Yxg+ifw

Correction de I’exercice 7 A
Avant toute, un coup d’ceil sur la matrice nous informe de deux choses : (a) A n’est pas la matrice nulle donc
rg(A) > 1; (b)il y a3 lignes donc rg(A) < 3 (le rang est plus petit que le nombre de colonnes et que le nombre

de lignes).

1. Montrons de différentes fagons que rg{4) > 2.
— Premiére méthode : sous-déterminant non nul. On trouve une sous-matrice 2 x 2 dont le déterminant

. . . N o 0
est non nul, Par exemple la sous-matrice extraite du coin en bas & gauche vérifie 2 4l = 12 # 0 done

rg(4) > 2.
— Deuxiéme méthode : espace vectoriel engendré par les colonnes. On sait que 'image de I’ applica-
tion linéaire associée A la matrice A est engendrée par les vecteurs colonnes. Et le rang est la dimension

2
de cette image. On trouve facilement deux colonnes linéairement indépendantes : la deuxieme | 0
' 4
-1
etlatroisitme | 1 | colonne. Donc rg(4) = 2.
—1



_ Troisiéme méthode : espaces vectoriel engendré par les lignes, II se trouve que -miraculeusement- Ia
dimension de I'espace vectoriel engendré par les lignes égal la dimension de I’espace vectoriel engen-
dré par les colonnes (car rg(A) = rg(*A)). Comme les deuxidme et troisieme lignes sont lin¢airement

indépendantes alors rg{A) > 2.
Attention : les dimensions des espaces vectoriels engendrés sont égales mais les espaces sont diffé-

rents !
2. En utilisant la dernidre méthode : le rang est exactement 2 si la premigre ligne est dans le sous-espace

engendré par les deux autres, Donc
1g(A) =2 < (a,2,—1,b) € Vect{(3,0,1,—4),(5,4,-1,2)}
— 3’17“ eR (a,2,_1,b) = 1(3:0: 11“4) +I~1(5:4) _112)

< JA,peR Ay = =9
—4A 424 = b b =3

Conclusion la rang de A est 2 si {a,5) = (1,3). Sinon le rang de A est 3.

‘Correction de ’exercice 8 A

1. (a) Commencons par des remarques élémentaires : la matrice est non nulle donc rg{A) > 1 et comme
il'ya p=4lignes et n = 3 colonnes alors rg(A) < min(x, p) = 3.

(b) Ensuite on va montrer rg(A) > 2 en effet le sous-déterminant 2 X 2 (extrait du coin en haut &
1

3 4
(¢) Montrons que rg(A) = 2. Avec les déterminants il faudrait vérifier que pour toutes les sous-matrices

3 x 3 les déterminants sont nuls. Pour éviter de nombreux calculs on remarque ici que les colonnes
sont liées par la relation v = v +v3. Donc rg{A) = 2.

(d) L'application linéaire associée 4 la matrice A est I’application fa : R — R*. Etle théoréme du rang
dimKer f4 + dimIm f; = dimR? donne ici dimKer fy =3 ~rg(A) = 1.
Mais la relation v» = vy 4 v3 donne immédiatement un élément du noyau : en écrivant vi —v2 +v3 =

gauche) :

‘ = —2 est non nul.

1 0 1
OalorsA | —1 | = (0] Done | —1 | € Ker f4. Et comme le noyau est de dimension 1 alors
1 0 |
1
Ker fy = Vect | —1
1

(e) Pour un base de 1’image, qui est de dimension 2, il suffit de prendre 2 vecteurs colonnes quelconques
de la matrice A par exemple

Im f4 = Vect{vq,v2} = Vect

-1 W —
—

2. On fait le méme travail avec B et fz.

(a) Matrice non nulle avec 4 lignes et 4 colonnes donc 1 < rg(B) < 4.

(b) Comme le sous-déterminant (du coin supérieur gauche) i g‘ = —2 est non nul alors rg(B) > 2.




(c) Et pareil avec le sous-déterminant 3 x 3 ;

2 2 -1
4 3 ~l|=-2
g -1 2

qui est non nul donc 1g(B) > 3.
(d) Maintenant on calcule le déterminant de la matrice B et on trouve det.8 = 0, donc rg(B) < 4. Conclu-
sion rg(B) = 3. Par le théoréme du rang alors dimKer fz = 1.

(e) Cela signifie que les colonnes (et aussi les lignes) sont liées, comme il n’est pas clair de trouver la
relation & la main on résout le systéme BX = 0 pour trouver cette relation ; autrement dit :

2 2 -1 7 x 0 2x4+2y—z4+7t = 0
4 3 -1 1 y 0 dx+3y—z+11t = 0
0 —1 2 —4] |z| T |o]oueeoe —y+2—4t = 0
3 3 -2 1 t 0 3x+3y—2z411t = 0

Apres résolution de ce systéme on trouve que les solutions s’écrivent (x,y,z,) = (A,24,—A,—4).

Et ainsi
1

Ker fp = Vect | 1
-1
Et pour un base de I'image il suffit de prendre 3 vecteurs colonnes quelconques de la matrice B, par

exemple vi,v2,v3 ¢

2 2 -1
4 3 -1
Im fz = Vect{vy,v2,v3} = Vect ol 121101 2
3 3 -2

Correction de ’exercice 9 A

1. Nous devons montrer Ker f NIm f = {0} et Ker f -+Im f = E.
(a) Six e KerfNImf alors d'une part f(x) = 0 et d’antre part il existe ¥’ € E tel que x = f(x'). Donc
0=f(x) = F(f(x")) = (&) = x donc x = 0 (on a utilisé f o f = f). Donc Ker f NIm f = {0}
(b) Pour x € E on le rééerit x = x — f(x) + f(x). Alors x — f(x) € Ker f (car f(x— f(x)) = f(x) = fo
f(x) =0) et f(x) € Imf. Donc x € Ker f +Im f. Donc Ker f +Im f = E.
{c¢) Conclusion : E =Ker f@Im f.
2. Notons r le rang de f : r = dimImf. Soit {e1,...,e,} une base de Im f et soit {¢,11,...,en} une base
de Ker f. Comme E = Ker f @ Im f alors {ey,...,€,) est une base de E. Pour { > r alors ¢; € Ker f donc

fle) =0.
Comme f o f = f alors pour n'importe quel x € Im f on a f(x) = x : en effet comme x € Im £, il existe
¥ € E tel que x = f(x') ainsi f(x) = f(f(¥')) = f(x) = x. En particulier si i < r alors f(e;) = e;.

3. Lamatrice de f dans la base (eg,... ,en) est donc :

(@ ©)

ol T désigne la matrice identité de taille r X r et les (0) désignent des matrices nulles.

Correction de I’exercice 10 A

10



1. Soit M une matrice telle que M2 = 0 et soit f 1’application linéaire associée & M. Comme M? =0 alors
fof=0. Cela entraine Im f C Ker f. Discutons suivant la dimension du noyau :
(a) SidimKer f = 3 alors f =0 donc M = 0 (la matrice nulle).
(b) SidimKer f = 2 alors prenons une base de B3 formée de deux vecteurs du noyau et d’un troisidme
0 0 a
vecteur. Dans cette base lamatrice de festM' = {0 0 & | maiscomme fo f =0 alors M? =0,
0 0 ¢
un petit calcul implique ¢ = 0. Donc M et M’ sont les matrices de la méme application lindaire f
mais exprimées dans des bases différentes, donc M et M’ sont semblables,
(c) SidimKerf = 1 alors comme Im f C Ker f on a dimIm f < | mais alors cela contredit le théoréme
du rang : dimKer f + dimIm f = dimR®. Ce cas n’est pas possible.
(d) Conclusion : M est une matrice qui vérifie M? =0 si et seulement si il existe une matrice inversible
P et des réels a,b tels que

00
M=pP 1[0 0O
00

o SR
-

2. On va s aider de ’exercice 10. Si M2 = M et f est 1’application linéaire associée alors fo f = f. Onavu
dans 1exercice 10 qu’alors Ker f & Tm f et que I’on peut choisir une base (ey, ez, ¢3) telle que f (e1) =&
puis f(e;) = 0. Suivant la dimension du noyau cela donne que la matrice M’ de f dans cette base est

0 00 100 1 00 1 00
0 00][0 OO 010 010
000/ \O OO 0 00 0 01

Maintenant M est semblable A I'une de ces matrices : il existe P inversible telle que M = P~1M'P ot M’
est ’une des quatre matrices ci-dessus.
Géométriquement notre application est une projection (projection sur une droite pour la seconde matrice
et sur un plan pour la troisidme).
3. Dans cette question M2 = I. Cela implique M? I =0 donc (M —I)(M+1) =0 (et aussi (M+1) (M—1I)=

0). Attention cela n’implique pas M = +J ou M = —1.
Notons encore une fois f I’application linéaire associée & M. Alors fo f = id se réécrit aussi (f -
id)(f +id) = 0 ou aussi {f +-id)(f —id) = 0. On en déduit que Im(f +id) C Ker(f —id) et Im(f —id) C
Ker{f +id).
On discute suivant la dimension de Ker(f —id) :

(a) SidimKer(f —id) =3 alors f —id =0 donc f =idet M = 1.

(b) SidimKer(f —id) = 2 alors on choisit une base de R dont les deux premiers vecteurs sont dans le

noyau, la matrice de f — id dans cette nouvelle base est alors

0 0 a 1 0 a
M-I1=|0 0 & done M=1[01 b
00 ¢ 0 0 1+¢

Ici M’ est la matrice de f dans cette nouvelle base. Mais M’ vérifie aussi M = I et un petit calcul
implique que soit M’ = I (cas déja étudié) soit ¢ = —2 donc nofre matrice M s éerit
1 0 a
M=[01 b avec a,b € R.
0 0 —1

(¢) Si dimKer(f —id) = 1 alors par le théoréme du rang dimIm(f —id) = 2 et comme Im(f —id) C
Ker(f +id) alors dimKer(f +id) > 2. Si dimKer(f +id) = 3 alors f+id = 0 donc f = —id.

It



Si dimKer(f 4 id) = 2 alors on choisit une base de R? dans laquelle la matrice de f+id sera

0 0 a -1 0 a
MyI=|0 0 &) donc M=(0 -1 b
0 0 ¢ 0 0 -—-1+4c
Comme M™ = I alors on en déduit que ¢ = 2 donc
-1 0 a
M=l0 —-145
0 0 1

(d) SidimKer(f—id) =0 alors dimIm(f—id) = 3 et comme Im(f —id) C Ker(f+1id) alors dimKer(f +
id) =3 et ainsi f = —i
(e) Conclusion : soit M = +7, soit M = —1, soit M est semblable 4 I'une des matrices M’ suivantes :
1 0 a ~1 0 a
01 b 0 -1 b aveca,b e R
00 -1 0 0 1

¢’est-3-dire qu’il existe une matrice P inversible telle que M = PIM'P.

Géométriquement 1*application est une symétrie : par rapport & un plan vectoriel pour la matrice
de gauche et par rapport & une droite vectorielle pour I'autre. $i M = —7 il s’agit d’une symétrie
centrale par rapport & |origine.

Correction de ’exercice 11 A

1. T est facile de voir que F(AP+uQ) = Af(P) + 1f(Q) done f est linéaire, de plus, P étant un polynéme
de degré < n alors f(P) aussi.
2. Pour n = 3 on calcule I'image de chacun des éléments de la base :

F)=141-2=0, fE)=(X+1)+X-1)-2X=0,
FXN = X+ 1P (X 12 —2x2 =2, fX})=(X+1)°+(X—1)°—2X> =6X.
Donc la matrice de f dans la base (l,X,Xz,X3) est

00
090
090
00

[T e R - (0
o N O

Pour le cas général on calcule
FE) =X +1)P+(X—1)F —2Xx°

:k)il( )X"+):( )X"( 1)P* _ox7

— E 2 (P) x*
p—kpairet k<p k

Ponc la matrice est

002 0 -2 0
0 0 2() 0 2(})
0 0 2(5) o

0 o 27

0

0 2

0

12



Dans cet exemple de matrice, p est pair. Chaque colonne commence en alternant une valeur nullefune
valeur non-nulle jusqu’a I’¢lément diagonal (qui est nul).

. Nous savons que f(1) =0et f(X) =0 donc 1 et X sont dans le noyau Ker f. Il est aussi clair que les co-
Jonnes de la matrices £(X?),---, £(X") sont linéairement indépendantes (car la matrice est échelonnée).
Donc Im f = Vect{ f(X?), f(X?),..., f(X™)} etdimIm f =n—1.

Par la formule du rang dimKer f + dimIm f = dimR,[X | done dimKer f = 2. Comume nous avons déja
deux vecteurs du noyau alors Ker f = Vect{1,X}.

. Soit 0 € Im £. Tl existe donc R € R, [X] tel que f(R) = . On pose ensuite P(X) =R(X)—-R(0)-R'(0)X.
On a tout fait pour que P(0) = 0 et P'(0) = 0. De plus par la linéarité de f et son noyau alors

£(P) = F(R(X) —R(0) — R (0)X) = fF{R(X)) —R(0)F(1) —R (0)f(X} = f(R) = Q.

Dong notre polynéme P convient.

Correction de ’exercice 12 A

1. Notons C = AB et D = BA. Alors par la définition du produit de matrice :

cj= Y, apby donccy= Y anby

i<k<n 1<k<n
Ainsi
tl‘(AB) =trC= Z Cij = Z Z by
1<i<n 1<i<n 1<k<n
De méme

w(BA)=trD= Y Y baau

1<isnl=zk<n

Si dans cette dernidre formule on renomme P’indice i en & et 1'indice k en i (ce sont des variables muettes
donc on leur donne le nom qu’on veut) alors on obtient :

tr(BA) = Z Y, buaw = Y, Y aubu=tr(AB)

1<kgn1<i<n 1<i<n 1<ksn

. M et M’ sont semblables don il existe une matrice de passage P telle que M ' = P~1MP donc
M = we(P~H(MP)} = te((MP)P™') = tr(MI) = M

. Latrace a aussi la propriété évidente que

tr(A+B) =trtA-+trB.

Fixons une base de . Notons A la matrice de f dans cette base et B la matrice de g dans cefte méme
base. Alors AB est la matrice de f o g et BA est la matrice de go f. Ainsila matrice de fog—go f est

AB— BA Donc
tr(fogﬁgof) =tr(AB—BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0.
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Enoncés et corrections : Sandra Delaunay

Sujets de I’année 2004-2005

1 Devoir a la maison

Exercice 1
S0it M la matrice réelle 3 x 3 suivante :

0 2 -1
M=[3 -2 0
-2 2 1

1. Déterminer les valeurs propres de M.
2. Montrer que M est diagonalisable.
3. Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

4. Ona D= P 'MP, pour k € N exprimer M* en fonction de D¥, puis calculer ME,

Correction ¥ [oo2563]

Exercice 2
Soit £ un espace vectoriel sur un corps K (K = R ou ©), on appelle projecteur un endomorphisme p de E

vérifiant po p = p. Soit p un projecteur.
1. Montrer que Idg — p est un projecteur, calculer po (Idg — p) et (Idg — pop.

2. Montrer que pour tout ¥ € Imp, on a p(X) = X.

3. Bn déduire que Im p et ker p sont supplémentaires.

4. Montrer que le rang de p est égal 2 la trace de p. (On rappelle que la trace de la matrice d’un endomor-
phisme ne dépend pas de la base dans laquelle on exprime cette matrice.)

Correction ¥ [002664]

Exercice 3 :
Soit A = (@;;)1<i,j<n Une matrice carrée # X 7. On veut démontrer le résultat suivant dii 3 Hadamard : Supposons

que pour tout i € {1,++,n}, on ait

n
laal > Y layl

J=1LA
alors A est inversible.
1. Montrer le résultat pour # = 2.
2. Soit B, la matrice obterue en remplagant, pour j > 2, chaque colonne ¢; de A par la colonne

Calculer lgs b;; en fonction des a;;. Montrer que si les coefficients de A satisfont les inégalités ci-dessus,
alors pouri > 2,ona

| > i by}

J=2, 5



3. Démontrer le résultat de Hadamard pour n quelcoﬁque.

Correction ¥ [002565]

2 Partiel

Exercice 4
Soit

1 0 0O
A=10 1 0
1 -1 2

Démontrer que A est diagonalisable st trouver une matrice P telle que P~!AP soit diagonale.

Correction ¥ [002566]

Exercice 5
Soit

i1 -1
A=10 1 0
10 1

Factoriser le polynéme caractéristique de A. La matrice A est-elle diagonalisable dans R ? dans C?

Correction ¥ [002667]

Exercice 6
Soit

A

(& o) e

Démontrer que A est diagonalisable dans .

Correction ¥ [002568]

Exercice 7
Soit A la matrice suivante

A=

—_ =
—_ D -
O = =

Calculer A® et vérifier que A®> = A -+ 215, En déduire que A est inversible et donner son inverse en fonction de
A.

Correction ¥ [002569]

Exercice 8
Soit A une matrice carrée d’ordre n. On suppose que A est inversible et que A € R est une valeur propre de A.

1. Démontrer que A #£ 0.

2. Démontrer que si X est un vecteur propre de A pour la valeur propre 2 alors il est vecteur propre de A~}
de valeur propre A1 .

Correction ¥ [G0257G]

Exercice 9
Seit £ un endomorphisme de E vérifiant 2 = mathrmlIdg.

1. Démontrer que les seules valeurs propres possibles de f sont 1 et —1.



2. Vérifier que pourtout¥ € E,ona
FE=fE) =—-E-f@) et fZ+ ()= E+f(F)

et en déduire que f admet toujours une valeur propre.

3. Démontrer que si 1 et —1 sont valeurs propres, alors E est somme directe des sous-espaces propres
correspondants,

4, Traduire géométriquement sur un dessin dans le cas n = 2,

Correction ¥ [002571]

3 Examen

Exercice 10
(9 points) Soit A la matrice de M;(R) suivante :

A=[-1 2

Démontrer que les valeurs propres de A sont 1 et 2,

Déterminer les sous-espaces propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable 7
Déterminer les sous-espaces caractéristiques de A.

Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de 1’endomorphisme associé & A est

el

00
B= 11
01

oo N

En déduire la décomposition de Dunford de B,

5. Résoudre le systéme différentiel

¥ =x+z
Y=—x+2y+z
f=x-y+z
[002672]

Exercice 11
(7 points) On considere la suite (1, ) ey définie par up = 0, u; = 1 et par la relation de récurrence

1
Upt1 = E(un + un—l)-

1. Déterminer une matrice A € M(R) telle que pour tout # > 1 on ait
(un—H) _:An (ul) .
Uy [214]
Justifier,

2. Déterminer le polyndme caractéristique P4 (X ) de A et calculer ses racines A et A;.
3. Soit R,(X) = axX + by le reste de la division euclidienne de X" par £4 (X). Calculer ay, et b, (on pourra
utiliser les racines A et A3).



4. Montrer que A" = a,4 + buh, en déduire que la matrice A" converge lorsque n tend vers +eo vers une
limite A.. que 1’on déterminera. Calculer 1_1>r_1,r_1 Uy,
" oo
[002673]

Exercice 12
(5 points) Soit A une matrice carrée, A € M,(K) (K = R ou C). On rappelle que la trace d’une matrice est la
somme de ses coefficients diagonaux et que tr(BAB™') = tA.
Démontrer que det{expA) = e'™ dans les cas suivants :
1. A diagonalisable.
2. A triangulaire supérieure ayant une diagonale de zéros.

3. A trigonalisable.

4. A quelconque.
(0025741

4 Rattrapage

Exercice 13
(7 points) On considére la suite (u,)nen définie par ug = 0, 111 = 1 et par la relation de récurrence

1
Uppl = E(un +#n1)-

1. Déterminer une matrice A € Mz(RR) telle que pour tout # > 1 on ait
uﬂ+1 — An i]
Uy )
Justifier.

2. Déterminer le polyndme caractéristique P4 (X) de A et calculer ses racines A; et Aa.
3. Soit Ry(X) = anX + by, le reste de la division euclidienne de X" par P4(X). Calculer a, et b, (on pourra
utiliser les racines Ay et Ag).
4. Montrer que A" = a,A + b,J, en déduire que la matrice A" converge lorsque » tend vers +-oco vers une
limite A, que I’on déterminera. Calculer n]_i)I_‘EW Uy
{002573]

Exercice 14
(5 points) Soit A une matrice carrée, A € M,{K) (K = R ou C). On rappelle que la trace d’une matrice est la
somme de ses coefficients diagonaux et que tr(BAB 1) = trd.
Démontrer que det(expA) = e'™ dans les cas suivants :
1. A diagonalisable.
2. A triangulaire supérieure ayant une diagonale de zéros.

3. A trigonalisable.

4. A quelconque.
[002574]

Exercice 15
(4 points) On suppose qu’ une population x de lapins et une population y de loups sont gouvernées par le systeme

suivant d’équations différentielles :
¥ =d4x—2y
5){

y=xty



1. Diagonaliser la matrice

2, Exprimer le systéme (S) et ses solutions dans une base de vecteurs propres de A.
3. Représenter graphiquement les trajectoires de (S) dans le repére (Oxy).
4, Discuter graphiquement 1’évolution de la population des lapins en fonction des conditions initiales.

Correction ¥ [002675]

Exercice 16
(9 points) Soit u I’'endomorphisme de R?, dont la matrice dans la base canonique est

3 2 -2
A=1-1 0 1
P10

1. Calculer les valeurs propres de A. L'endomorphisme u est-il diagonalisable 7

2. Calculer (A —I)%. Montrer que A" = nA + (1—n)I en utilisant 1a formule du bindme de Newton.

3. Soient P(X) = {X — 1)? et Q € R[X]. Exprimer le reste de la division euclidienne de () par P en fonction
de Q(1) et Q'(1), ob Q' est le polyndme dérivé de Q. En remarquant que P(A) = 0 et en utilisant le
résultat précédent avec un choix judicieux du polynéme Q, retrouver A",

4. (a) Montrer que I’image de R? par ’endomorphisme u — mathrmld est un sous-espace vectoriel de

dimension 1, on notera & une bhase.

(b) Déterminer un vecteur & tel que u(&3) = & + €. Déterminer un vecteur propre € de u non coli-
néaire & €.

(¢) Montrer que (&),&;,£5) est une base de R3 Ecrire la matrice de 1 dans cette base, ainsi que les
matrices de passage.

{d) Retrouver A",

Correction ¥ (0025761

Exercice 17 \
(7 points) Soient M et A deux matrices de .#,(R) telles que MA = AM. On suppose que M admet valeurs

propres distinctes,
1. Soit x un vecteur propre de M de valeur propre A, montrer que MAx = AAx, en déduire que les vecteurs
x et Ax sont colinéaires, puis que tout vecteur propre de M est un vecteur propre de A.

2. On note maintenant A, - -, A, les valeurs propres de M et uy,- -, U4, celles de A.

(a) Montrer par récurrence sur n I’égalité suivante :

1 A oo AP
= JT (W2

1 }Ln . l;f_l ]Sf<j$)’!
En déduire que le systéme suivant

1 =0+ Og AL+ O AP

ﬂn:(xﬂ‘*'alﬂfn'l"”‘*'an—l}-)?_l

admet une unique solution {¢fy, -« , 0p—1) € R™.



{b) Soient M’ et A’ les matrices diagonales suivantes :

M O - 0 W 0 . 0
w0 of y_Jo 0
0 - 0 A 0 o 0 f

Montrer qu’il existe des réels o, - , 01 tels que
n—1
A= E cka”‘
k=0
et en déduire qu’il existe des réels o, -+, 0,1 tels que
n—1
A= E OCkMk.
k=0

Correction ¥ [002677]

U nE (8 Retrouver cette fiche et d’antres e\\ Université
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Correction de Pexercice 1 A
Soit M la matrice réelle 3 x 3 suivante :

0 2 -1
M=|3 -2 0
-2 2 1

1. Déterminons les valeurs propres de M.
Ce sont les racines du polynéme caractéristique

3 -2-X -X 2
u(X) = 32 _22_X 1EX =—1\_2 2 ]+(1_X)‘ 3 _2f2X‘ v
= (1-X)(X*+2X -8) @)
= (1-X)(X +4)(X -2). 3

La matrice M admet donc trois valeurs propres distinctes qui sont : 1,2, et —4,

2. Montrons que M est diagonalisable.
Nous venons de voir que M, matrice réelle 3 x 3, admet trois valeurs propres réelles distinctes, cela
prouve que M est diagonalisable.

3. Déterminons une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.
Les trois sous-espaces propres distincts sont de dimension 1, il suffit de déterminer un vecteur propre
pour chacune des valeurs propres.
A =1 Le vecteur & de coordonnées (x,¥,z) est un vecteur propre pour la valeur propre 1 si et seulement
si

2Zy—z=2x —x+2y—z=0 _
3x—2y=y = 3x—3y=0 < { B
~2x+2y+z=2 —2x+2y=0 B

Le sous-espace propre associé i la valeur propre A = 1 est la droite vectorielle engendrée par le vecteur
#) de coordonnées (1,1,1).

A =2 Le vecteur 7 de coordonnées (x,y,z) est un vecteur propre pour la valeur propre 2 si et seulement
si

—2%+2y—z=0
Y 3x—4y=0
—dy=0 &
—2x+2y—z=0
—2x4+2y—-2=0

Le sous-espace propre associé 4 la valeur propre A = 2 est Ia droite vectorielle engendrée par le vecteur
é3 de coordonnées (4,3, —2).

A = —4 : Le vecteur # de coordonnées {x,y,z) est un vecteur propre pour la valeur propre —4 si et
seulement si

—4x+2y—2z2=0
3x4+2y=0 «<— ¥zl
2y+43x=0

~2x+2y+5z=0

Le sous-espace propre associé i 1a valeur propre A = —4 est la droite vectorielle engendrée par le vecteur
&3 de coordonnées (2,—3,2).

Les vecteurs €}, &5 et & forment une base de E composée de vecteurs propres, la matrice de passage P
est égale &4

1 4 2
P=11 3 -3
1 -2 2



4, Exprimons M* en fonction de D¥, puis calculons M*.

Ona
10 0
D=PMP={0 2 0
00 -4
pourk€N,ona
10 0
D=0 22 o |,
0 0 (—4)F
et M¥ = pDFP~L,
Calculons donc la matrice P~ tona P! = L(c:omP)t. Or
detP
1 4 2 1 6 2 | 3
detP=|1 3 -3/=[1l 0 -3 =—6lI 2‘:—30,
1 -2 2 10 2
et
0 -5 -5
comP=|-12 0 6
—-18 5 -1
d’olt
1 0 —-12 -18
Plea——l|-5 0 5
M s 6 1
On adonc

| [5ET10(-4F ~12412(—4) —1845.262.2(—4)*
Mt =pPD*P = | 1528 —15(-4)F —12—18(—4)F —18+5.281 1 3(—4)
52641 —10(—4)F  —12412(—4)* —18--5.28 - 2(—4)k

Correction de ’exercice 2 A
Soit E un espace vectoriel sur un corps K (K = R ou (), on appelle projecteur un endomorphisme p de £

vérifiant p o p = p. Soit p un projecteur.

1. Montrons que Idg — p est un projecteur et calculons po (Idg — p) et (Idg — p} o p.
On a (Idg — p) o (Idg — p} = Idg — p— p+ p* = Idg — p, car p* = p, ce qui prouve que Idg — p est un
projecteur.
Par ailleurs, on a
po(ldg—p)=p—p*=p—p=0=(ldg—p)op
dong pour tout ¥ € E, on a p(Z— p(¥)) = 0.
2. Montrons que pour tout X € Imp, on a p(%) =%
Soit ¥ € Im p, il existe ¥ € E tel que ¥ = p(¥), on a donc p(¥) = p*(7) = p(¥) = 2.
3. Own en déduit que T p et ker p sont supplémentuaires.
Soit X € E, on peut écrire X = p{X) + ¥ — p(X), considérons ¥ — p(X), on a p(X— p(Z)) =0
ce qui prouve que ¥ — p(X) € ker p. Ainsi tout élément de E s’écrit comme somme d’un élément de Im p,
p(%), et d'un élément de ker p, ¥ — p(X}, il nous reste & démontrer que la somme est directe.
Soit X € ImpNker p, on a, d’une part p(¥) = ¥ d’aprés la question 2) car ¥ € Im p et, d’autre part p(%) = 0
car ¥ € kerp, ot ¥=0. Onadonc
E=Imp@kerp.
(Sachant que dimE = dimker p - dimIm p, on pouvait se contenter de démontrer que Impnkerp = 0,
ici nous avons explicitement la décomposition.)



4, Montrons que le rang de p est égal & la trace de p.
Notons # la dimension de E et considérons une base de E de la forme

(édl,"'yé:'caer'(_-"l-lu"' :e_.:l)

oll (&), -+ ,€) est une base de Imp et (e} 1, ,&,) une base de ker p. dans une telle base, la matrice de

p s’écrit
(K 0
=5 )

ol I, désigne la matrice identité & x k, et les O des blocs de zéros, Le rang de p est égal & ]a dimension de
Im p ¢’est-a-dire ici & k et on a bien k = TtM =Trp.

Correction de Pexercice 3 A
Soit A = (a;7)1 <, j<n une matrice carrée n x n. On veut démontrer le résultat suivant dt 8 Hadamard : Supposons
que pour tout i € {1,--«,n}, on ait

L3
lail > Y, lail
j=1.j#i
alors A est inversible.
1. Montrons le résultat pour n =2,
Dans ce cas, la matrice A s’ écrit

a a
A= |21 12
dyy  dz

!a11| > [a12| et |a22| > |£121|.

et les hypothéses deviennent

La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, or
detA = apnazn — andn,
et, compte tenu‘des hypothéses,
lanaz| = |aii||azz] > |aiz|laa] = |azaa|,
ainsi|a|1az| > |aiaaz:| done ajpas; # aiaas; et le déterminant est non nul.

2. Soit B, la matrice obtenue en remplagant, pour j > 2, chaque colonne ¢; de A par la colonne

cj——=C)
Tan
Calculons les by en fonction des a;;. Montrons que st les coefficients de A satisfont les inégalités ci-

dessus, alors pouri > 2, ona
T

bal > Y byl

J=E i

Ona

a1;a .
LA Jj22 et by =au.

bij = aij— .
H

par I'inégalité triangulaire, on a

= LAy
E lbijl* Z |au ﬂlla”i

J=2,# J=D,j#
|ay|lan]
< Y lagl+———a
=2, J#t |
|aa|las |
= Z |a,'j|+—lz— |a1j[.
=2, J=2.



Mais, par hypothése, pouri=1,ona
n

Y fayy| <laul,

j=2
donc
h
Y eyl <laut| = laul.
J=2j#
D’ob, en remplagant dans I'inégalité précédente

Y gl< ¥ layl+la| - 2101l

oy PRy |
-y laij|—|a““a”|au|
=T |

Jai o]

4811
a i

< |ag| — ay;|

< |aif— | = [bi.
3. Démontrons le résultat de Hadamard pour n quelcongue.
Soit A = (ai;)1<,j<» Une matrice carrée n X n, vérifiant pour tout i € {1,--- ,n},
n
laal > Y, layl
"

=L

Cn veut démontrer que A est inversible.

Le résultat est vrai pour n = 2, d’aprés la question 1). Soit # arbitrairement fixé, supposons le résultat
vrai pour # — 1 et démontrons le pour 7.

On a detA = det B oll B est la matrice construite dans la question 2)

ajip 0 0

(Bij o< jn))
ant

Or, la matrice (b; jla<i j<n)) est une matrice carrée d’ordre n— 1 qui vérifie les hypothéses de Hadamard,
d’aprés la question 2). Elle est donc inversible par hypothése de récurrence. Et, par conséquent, la matrice
A est inversible car @y # 0.

Correction de PPexercice 4 A
Soit

1 0 0
A=|(0 1 ©

1 -1 2
Démontrons que A est diagonalisable et trouvons une matrice P telle que P~AP soit diagonale.
Commengons par calculer le polyndme caractéristique de A :

1-X 0 0
PX)=| 0 1-X 0 [={1-X32-X)
1 -1 2-X

Les racines du polyndme caractéristique sont les réels 1 avec la multiplicité 2, et 2 avec la muitiplicité 1.
Déterminons les sous-espaces propres associés : Soit E le sous-espace propre associé i la valeur propre double
1.
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Ei={V(x,yz2) eR}/ AV =V},

x=x
VEE < y=y <= x—y+z=0
x—y+z=0

E| est donc un plan vectoriel, dont les vecteurs ey = (1,1,0) et ez = (0,1, 1) forment une base.
Soit E> le sous-espace propre associé a la valeur propre simple 2,
B ={V(x,y,z) e R®/ AV =2V},

x=2x
VeE — y=2y < x=0,y=10
x—y+2z=2z

E; est donc une droite vectorielle, dont le vecteur e3 = (0,0, 1) est une base.

Ies dimensions des sous-espaces propres sont égales a la multiplicité des valeurs propres correspondantes, la
matrice A est donc diagonalisable. Dans la base (e}, e2,e3) I’endomorphisme représenté par A (dans la base
canonique) a pour matrice. '

1 00
D=10 1 0
00 2
la matrice de passage
1 0
P=11 1 0
011
vérifie P71AP = D,
Correction de I’exercice 5 &
Soit
11 -1
A=10 1 0
1 0 1

Factorisons le polynéme caraciéristique de A.

1—-X 1 -1
PX)=| 0 1-X 0 {=(1-XP2+(1-X)=(1-X)((1-X*+1)=(1-X)(X>-2X +2)
1 0 1-X

factorisons maintenant le polyndme X2 — 2X +2, le discriminant réduit A’ = 1 —2 = —1, ce polynéme n’admet
donc pas de racines réelles, mais deux racines complexes conjuguées qui sont : 1+7et 1 —i On a P4{(X) =
(1-Xy(1—-i—X)1+i-X).

La matrice A n’est pas diagonalisable dans R car son polynéme caractéristique n’a pas toutes ses racines dans
R, elle est diagonalisable dans C car ¢’est une matrice 3 x 3 qui admet trois valeurs propres distinctes.

Correction de I’exercice 6 A
Soit

I

a c
A (C d) e M; (R)
Démontrons que A est diagonalisable dans R.
Le polyndme caractéristique P4 (X) est égal &

a—X c

PA(X)Z d—

s (a—X)(d~X)—*=X*~(a+d)X +ad -,

it



déterminons ses racines ; calculons le discriminant :
A=(a+d)*—4{ad — %)
= a® +d? + 2ad — dad -+ 4c*
=a® +d*—2ad +4c2
={a—d)* +4c* >0 _
OnaA=0 <> a—d =0etc=0, mais, si c =0, la matrice A est déja diagonale. Sinon A > 0 et le polyndme

caractéristique admet deux racines réelles distinctes, ce qui prouve que la matrice est toujours diagonalisable
dans R.

Correction de ’exercice 7 A
Soit A 1a matrice suivante

011
A=1[1 01
110
Calculons A? et vérifions que A> = A+25. On a
011 011 211
A2=1101)[|101]=|12 1|=4+25
1 10/\1 10 I 12

On a donc A% — A = 2, c'est-d-dire A(A — 1) = 2]4, ou encore A.%(A — I3} = I;. Ce qui prouve que A est in
versible et que son inverse est A™! = 1(A — ;)

Correction de ’exercice 8 A
Soit A une matrice carrée d’ordre 1. On suppose que A est inversible et que 4 € R est une valeur propre de A.

1. Démontrons que A # 0. Si A = 0 est valeur propre de A, alors kerA # {0}, donc A n’est pas injective et
sa matrice ne peut pas étre inversible. Par conséquent, A # 0.

2. Démontrons que si ¥ est un vecteur propre de A pour la valeur propre A alors il est vecteur propre de
A~Y de valeur propre A1 .
Comme A est inversible, on a AR = A% <= A~ 1(AX) =4 1(A%) <= F=AA"1¥ dob A ¥=2A"1%
Ce qui prouve que ¥ est vecteur propre de A~! de valeur propre A1,

Correction de Pexercice 9 &
Soit £ un endomorphisme de E vérifiant f2 = mathrmldg.

1. Démontrons que les seules valeurs propres possibles de f sont 1 et —1.
Si A est une valeur propre de f, il existe un vecteur non nul X € E tel que f{¥) = A%. On a donc

F2(0) = FAF) = Af (%) = A%,
Mais, f2 = mathrmIdg donc si X est un vecteur propre associé  la valeur propre A on a
= fHF) =A%,

d’olt A2 =1, ¢’est-a-dire (dans R ou C), A = 1 ou A = —1. ce qui prouve que les seules valeurs propres
possibles de fsont 1 et —1.

2. Vérifions que pour fout X € K, on a
fE=F@) =—F-f(A) et fE+f(F)=FE+FE)

Scit¥ec E,ona

fE=F@) = @)~ @) = f@) - %= - (I~ f(&))

12



et

FEFFE) = f@ + FF) =f@ +3

Nous allons en déduire que f admet toujours une valeur propre.
Supposons que 1 ne soit pas valeur propre de f, alors, X = (%) = %= 0. Or, pour tout ¥ € E, on a
F(R4 F(Z) = () +X, donc pour tout ¥ € E, on a f(¥) + ¥ ==0, c’est-a-dire, f(¥} = —¥. Ce qui prouve
que —1 est valeur propre de f. On a méme dans ce cas f = —mathrmldg.
Si —1 n’est pas valeur propre de f, on montre par un raisonnement analogue que pour tout X € F on a
F(%) — % = 0. Ce qui prouve que 1 est valeur propre de f, et dans ce cas f = mathrmldg.

3. Démontrons que 5i 1 et —1 sont valeurs propres, alors E est somme directe des sous-espaces propres
correspondants,
Supposons maintenant que 1 et —1 sont valeurs propres de f. Ce sont alors les seules et on a, pour tout
X€E, |

¥ 2+ 00) + 5 (- 1(3)

Et, quelque soit £ € E, f(Z- f(X)) = —(X— f(X)) et f(F+ F(X)) = X+ f(F)), ¢’est-a-dire X+ f{X) est
dans le sous-espace propre associé 2 la valeur propre 1 et ¥ — (%) est dans le sous-espace propre associ€
2 la valeur propre —1. Par ailleurs on sait que les sous-espaces propres sont en somme directe ( on peut le
vérifier également puisque leur intersection est I’ensemble des vecteurs X tels que ¥ = —X, donc réduite
au vecteur nul). par conséquent E est bien somme directe des sous-espaces propres correspondants anx

valeurs propres 1 et —1.

4. Traduisons géométriguement le cas n = 2.
Rappelons que si il n’y a qu’une valeur propre, f est I'identité ou son opposée. Dans le cas ol 1 et —1
sont valeur propres, leurs sous-espaces propres sont des droites vectoriefles. Soit # un vecteur propre tel
que f{u) = u et v un vecteur propre tel que f(v) = —v, alors si w = au+bv, f (W) = qu— bv.

Correction de ’exercice 15 4
On suppose qu'une population x de lapins et une population y de loups sont gouvernées par le systéme suivant

d’équations différentielles :
X =dx—2y
0

Y =x+y

1. On diagonalise la matrice

Pour cela on détermine ses valeurs propres !

4—3 =2

det(A— Al = 12

=222 256 (=2 )

Ainsi, la matrice A admet deux valeurs propres distinctes, qui sont A; = 2 et A, = 3. Elle est diagonali-
sable. Déterminons une base de vecteurs propres :

G20 =() ==

d’od le vecteur propre #1 = (1,1) associé & la valeur propre 4; =2 .

(1 7)0)=6) ==

d’oi le vecteur propre u; = (2,1} associé & la valeur propre A = 3 . Dans la base (u1,u2}, 1a matrice

s’ écrit 0
r (2
(2 9).
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OnaA=PA'P lon
1 2 q_ (-1 2
P—(1 l)etp _(1 _1)_

2. Exprimons le systeme () et ses solutions dans une base de vecteurs propres de A.
Dans la base (11, u2), le systéme {S) devient

X' =2X
SI
(5 {Y’:3Y

Ses solutions sont les fonctions
X(t) =X (0)e”
Y(r) =Y(0)e*

3. Pour représenter graphiquement les trajectoires de (S) dans le repére (Oxy), on trace d’abord le repére
(0, u1,uz) dans le repére {Oxy), puis, on trace les courbes
Y (0}, 3
V=—2=X
X(0)
dans le repére (O, u),uz) (ou OXY).
4. On voit sur le dessin que si ¥(0) est strictement positif, alors la population des lapins, x{t) tend vers
+oo quand ¢ tend vers oo, 51 ¥ (0) est strictement négatif alors la populations des lapins s’éteint dans la
mesure ou x(z) dans ce cas tendrait vers —oo.

Correction de I’exercice 16 A
Soit u I'endomorphisme de R, dont la matrice dans la base canonigue est

3 2 -2
A=1-1 0 1
1 1 0
1. Calculons les valeurs propres de A.
3-4 2 -2
det(A—AD=| -1 -4 1 [|=(A-17
1 1 -2

La matrice A admet une valeur propre triple qui est A = 1, elle ne peut pas &tre diagonalisable sinon son
sous-espace propre serait de dimension 3 or, A # 1.

2. Calculons (A —1)%.
2

2 2 =2 000
A-1?=(-1 -1 1] =000
1 1 -1 0 00
Montrons que A" = nA + (1 —n){ en utilisant la formule du binéme de Newton.

n
At=A-I+D)"=Y ChA-D'I ="+ Ci{A D) =1+ n{A—1) =nA+ (1 —n)L.
k=0
Car,pourk > 2, ona {4 —I)"‘ =0.
3, Soient P(X) = (X —1)? et Q € R[X].
Exprimons le reste de la division euclidienne de Q par P en fonction de Q1) et Q'(1}, oit Q' est le
polyndme dérivé de Q.

14



Il existe des polyndmes S et R, avec d°R < d°P ou R =0, tels que
O(X) = S(X)(X — 1) +R(X).
Notons R(X) = aX + b (R(X) est de degré 1 car P est de degré 2) et dérivons, on obtient
QX)) =S'(XHX —~1)? +2(X - 1)$(X) +a,
onadonc Q(1) =R(1) =a+bet ¢(1) =a, c’est-d-direa = Q'(1} et b= Q(1) — @'(1) d’ob
RX)=Q'(1)x+(0(1)-2'(1)).

D’ aprés la question 2), on remarque que P(A) = 0, en choisissant le polynéme Q(X) =X" ona Q(1) =1
et (1) = n, donc

Q(A) = A" = R(A) = @ (NA+(Q(1) — Q@ () =nA+ (1 —n)L.

4. (a) Montrons que I'image de R par I”endomorphisme (A —I) est un sous-espace vectoriel de dimension
L.

x X
Y(X,Y,Z) € Im(A —I),3(x,,2) eR?, A-D)|y]| = (Y \
b4

VA
X 2
(Y) ={x+y—z) (—l) .
Z 1

Ce qui prouve que Im{A —I) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur £ = (2,—1,1).

c’est-a-dire

(b) Déterminons un vecteur s tel que u{&;) = & + &3. On pose & = (x,,2),

X 2 X
u(£3) =g+ E3 A (y) = (—1) + (Y) )
z 1 z

¢’est-a-dire

3x+2y—2r=x+2 2xty—z)=2
—x+z=y—1 <= { -1(xt+y—-z)=-1 <= x+ty—z=1
x+y=z+1 (x+y—z)=+1

On prends, par exemple &3 = (1,0,0).
Déterminons un vecteur propre £ de & non colinéaire i &.

-

On peut prendre le vecteur £ = (0,1,1) qui n’est pas colinéaire & &.
(c) Ecrivons la matrice de « dans la base (&r, &, &), ainsi que les matrices de passage.
On a u(gy) = &1, u(€2) = & et u(g3) = & -+ £ d’olt la matrice de u dans la base (&1,62,€1)

100
A=101 1].
0 01

15
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Ix+2y—2z=x
) = —xtz=y & x+y—z=0.
X+y=z
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La matrice de passage P est égale a

0 2 1
P=|1 -1 0
I 1 0
et son inverse
0 1/2 12
Pl=10 —1/2 1/2
1 1 -1
(d) Pour retrouver A", on écrit A’ =T+ N, ol
¢ 00
N=1{|0 0 1],
000

et N2 = 0. Par ailleurs, on a A = PA'P~1, d’ol

100
A" = PAT"P = U4 NY' P =PI +nN)P 1 =P |0 1 n| P!
00 1
m+1 2 —2n 302 -2 100
= -n 1l-n n }=n[-10 1 |+(I-n)[0 1 O|=nA+(1—n)L
) R 1—n 1 1 0 1

Correction de 'exercice 17 4
Soient M et A deux matrices de #,(R) telles que MA = AM. On suppose que M admet n valeurs propres
distinctes. ‘

1. Soit x un vecteur propre de M de valeur propre A.
Montrons que MAx = AAx.

On a Mx = Ax, donc AMx = Adx = AAx. Mais, AM = MA, donc MAx = AMx = AAx. Ce qui prouve que
le vecteur Ax est un vecteur propre de M pour la valeur propre A, et comme les valeurs propres de M sont
supposées distinctes, les sous-espaces propres sont de dimension 1, donc Ax est colinéaire 2 x. Ainsi, il
existe un réel g tel que Ax = ux, donc x est un vecteur propre de A.

2. On note maintenant Ay, - -+, A, les valeurs propres de M et [y, -+, U, celles de A,

(a) Montrons 1’égalité suivante :

Ao l?"l
: = I u—4).
1 z’n . A«;.?_l 1<i<f<n

11 g’agit du déterminant de Vandermonde. Notons le V{A;,--- . A,). La démonstration se fait par ré-
currence sur #, Pour # = 2, ¢’est évident. Supposons le résultat vrai pour n— 1. Dans V{A;,--- , A,),
retranchons & chaque colonne A; fois 1a précédente ( en commencant par la derniére colonne). On
obtient

— 2 _ n—1 __ n—2
I T Y N e G

T N T TR

16



On factorise alors chaque ligne par (A; — A;) et on obtient

1 A - 1,;_2
V(AL ) = (A=A} (A — Ad) | :
1 Ay e AR
T =MV d) =TT (=2
=2 1<i<j<n

car V(Az, -+, An) = [2<ic j<n(A; — As) par hypothése de récurrence.
Ce déterminant est le déterminant du systéme suivant,

=0+ G o s A

e =0+ O+ + O A

or V(A1, +, An) # O puisque les A; sont supposés distincts, ¢’est donc un systéme de Cramer, il
admet donc une unique solution (0, , Op—1) € R™.

(b) Soient M’ et A’ les matrices diagonales suivantes

A0 - 0 w0
M = o , A= o
0 0 A 0 0 py
Montrons qu’il existe des réels g, -+, tip—1 tels que

n—1
A= Z OdkM"k.
k=0

Compte tenu des matrices A’ et M’ Iexistence de réels tels que

n—1
AI — Z aan’k
k=0
est équivalente i I’existence d’une solution pour le systéme précédent, d’ob le résultat.
On en déduit qu’il existe des réels oy, -+, 0,1 tels que

n—1
A= Z oM k
k=0
I.a matrice M admet n vecteurs propres linéairement indépendants qui sont également vecteurs
propres de la matrice A. Par conséquent il existe une méme matrice de passage P telle que M =
PM'P~'etA=PA'P, d’oll I'égalité

n—1
A=Y oM.
k=0
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Algebre 2- DU1

Exercice 1 Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

~ L’application f : R® ~» R? définie par f(z,y,2) = (z+y-+2z2z—y—1).

~ Lapplication f : R® = R® définie par f(z,y,2) = (z+y + 2,a,azy) oll @ est un parametre
réel. On demande de discuter suivant les différentes valeurs de a.

Exercice 2 Soit Papplication f : R3 ++ R? dont 'expression en coordonnées est donnée par :

flz,y,2) = (filz,y), f{z,9, 2)) - (1)
A quelle condition sur f; et fo Papplication f est-elle linéaire ?

Exercice 3 Soit F = C*([0,1],R) I'espace vectoriel des fonctions lisses du segment [0, 1] dans
R.
— Montrer que les applications Z: F'+ F et D : F + F' définies par

1)@ = [ ) du
D(f)(2) = /(@)

sont linéaires.
— La famille {Z, D} est-elle libre?
— Déterminer ker(Z + D).

Exercice 4 Soit £ = R,[X] I'espace vectoriel des polynmes de degré inférieur ou égal & n.
Montrer que I'application § : & +— E définie par

J(PYX) = P(X —2) - P(X) (2)
est linéaire et déterminer son image et son noyau.

Exercice 5 Soient E, F,G trois K espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E,F) et
g € L(F,G) deux applications linéaires. Montrer que go f = Oy(5,¢) équivaut & Im{f) C ker{g).

Exercice 6 Soit f € L(FE) avec I un espace vectoriel de dimension finie n. Vérifier que
{g€ L(E)|gof = fog = 0} est un sous-espace vectoriel de L{E). En déterminer sa dimension.

Exercice T Soient E, F, G trois K espaces vectoriels de dimension finie et f € L{E,F) et
g € L{F,G) deux applications linéaires.

— Montrer que rg(go f) < rg(g).

— Montrer que rg(go f) < rg(f)-

— A quelle condition sur f a-t-on I'égalité rg(g o f) = rg(g).

— A quelle condition sur g a-t-on ’égalité rg(g o f) = rag(f)-



Exercice 8 Soient E, F' deux K espaces vectoriels et g, h € L(E, F') deux applications linéaires.
— A quelle condition sur f et g existe-t-il f € L(F, F) tel que fog= foh?
- A quelle condition sur f et g existe-t-il e € L(E, E) tel que goe=hoe?

— A quelle condition sur f et g existent-ils e € L(E, E) et f € L(F, F) tels que fogoe = fohoe ?

. Exercu:e 9 Soit f € L(R3,R) vérifiant f(1,1,1) =3, f(1,0,2) =0, f(1,0,0} = 2. Déterminer
ch' f(z,y, z) en fonction de z, y, 2.

Exercice 10 Soit £ un K espace vectoriel de dimension n et fi,..., fu € B* = L(E,K).
— Montrer que dim E* = n.
— Montrer que dimN%_, ker f; = n — k est équivalent au fait que famille {f1,..., fi} est libre
{dans E*).
Relier cette question & la résolution d’un systéme linéaire. Montrer par exemple que e; : R? — R
" et ey : R? -+ R définies par

31(-'3,'9') =+ Y
62(3:,3}) =I— 2y

forment une base de (R?)".

. Exercice 11 Soit f un endomorphisme de E un K espace vectoriel. On suppose f3(E) = f(E).
0 Montrer alors que E = f(F) ® ker f.

Exercice 12 Soit F un K espace vectoriel de dimension finie n et f un endomorphisme de £.

— Quelle est la dimension de L(E, E). En donner une base "naturelle” utilisant une base
(€)ief1 - Plus géneralement, quelle est la dimension de L(E, F) avec F un K espace vectoriel
de dimension finie ? _

— En déduire que la famille {Id, f,..., F7°1 est lide et donc qu’il existe un polynéme P € K[X)]
tel que P(f) =0.

Exercice 13 Soient E un K espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) et g € L(E) deux
0\(\‘ applications linéaires. Montrer que rg(f + g) < 1g(f) + rg(g). Montrer qu’il y a égalité si et

seulement si
{Im(f) N Im(g} = {0} 3)
ker(f) + ker(g) = E.

. ##TExercice 14 Trouver tous les endomorphismes de E espace vectoriel de dimension finie tel
- que pour tout z € FE la famille (z, f(z)) est liée. Rﬁ = e,

ot
“ Exercice 15 Soit F un K espace vectoriel. Déterminer {f € L{F)| fog = go f pour tout g €
O L(E)}

&é‘,‘—Exercice 16 Soit £ un K espace vectoriel. Montrer que tout endomorphisme de F est la
somme de deux endomorphismes inversibles de E.

O\f-; Exercice 17 Soit £ un K espace vectoriel de dimension finie n et f € L{E). On suppose que

f*=0et f~1 # 0. Montrer qu’il existe zo € E tel que (Zg,..., " (zo)) est une base de E.

/ On suppose maintenant que pour tout z € F il existe n{z) € N tel que f”(‘”’)(:c) = (. Montrer
que f*(z) = 0 quelque soit = € E.
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1 1 -1
P= 0 -1 1
-1 0 1
Pour calculer P~! on utilise I'algorithme de Gauss-Jordan
1 1 -1 100 1 1 -1]100
0 -1 1 0120 — 0 -1 1 010
-1 0 1 0 01 o 1 0 1 01
11 11100 1101211
01 0 101 — 010101
00 1 111 00614111
100110
010|101
001|111
d’ol
110
Pl=1101
111

Quelle relation relie A, B, P et P71 7

La matrice A est la matrice qui représente Papplication 7" dans la base
£ et B est la matrice qui représente la méme application dans la base
F; par conséquent B = Q7 1AQ ol @Q est la matrice de passage de £ 4
F.

Par définition @ est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées
des vecteurs de la base F dans la base £, c’est-a-dire

1 1 =1
Q= 0 -1 1 ;

-1 0 1
done la matrice P est la matrice de passage de la base £ & la base F
et B= P 1AP,
On remarque que P~ est la matrice de passage de la base F 4 la base
E. _

Exercice 8 EK 2

e ————
4 1 -1
2 5 -2
11 2

A

I



On calcule le polyndme caractéristique de la matrice A.

4—z 1 ~1
P(z) = det(A-zl)=| 2 55—z =2 |=
1 1 2-=x
1 1 22—z 1 1 2—z
_ | 2 5-z -2 |=-|0 3-z -2B8-2)|=
4—z 1 -1 10 -3+z —(8-=z)
1 1 2—=x
= —|0 3-2 -2(3-u) = (8- z)*(5 — )
0 0 —-(8-z)(5—x)

donc les valeurs propres de A sont a; = 3 avec multiplicité 2 et az = 5.
On sait que la matrice A est diagonalisable si et seulement si les vecteurs
propres forment une base de R3: on cherche donc les vecteurs propres de A

11 -1
B, = ker(A—3N)=<czeR%| 2 2 -2 |z=0;=
11 -1
x1
= Ta eER3zy g —2z3=0p =
T3
1 1 0
= Ty , 1,22 € R » = vect o], 1
T+ 22 1 1

-1 1 -1
ker(A—5N=<zeR 2 0 -2 Jz=0;=

Ez -
1 1 -3
T
= Ta ERS,”2$1+$2=0,$1-—$3=0 =
Ts '

T 1
= 2z1 |, € R 3 = vect 2
1 1
1 0 1 '
Il reste, donc, & vérifier que la famille £ = ol,{1],12 est,
1 1 1

6



libre ; pour cela on considére la matrice

1 01 10 1
012 |—101 2
111 0 0 -2

et on conclut que la famille £ est une base de R3. Par conséquent, la matrice
A est diagonalisable et dans la base des vecteurs propres £ s’écrit sous la

forme
300

0 30
005

ATTENTION : Je n’ai pas utilisé le théoréme que j’al introduit mardi en TD
parce qu'il n'a pas été démontré. Donc, de préférence, utilisez la méthode ici
expliquée pour résoudre les exercices.

%ercice 9 Ep( 2,
-

A=

Pt

1
1
1

— = e

Pour trouver les valeurs propres d’une matrice sans calculer le polynéme
caractéristique on observe que det(A — zI) = 0 & rg(A —zI) <n ol n est
la taille de la matrice.

Considérons la matrice A — &l

lmz 1 1 -z 1 1Y\ _
1 1 — o 1 Li=li—l1 P —z D c1=e1tcgtes
1 1 l—=x z 0 -z
3—z 1 1
0 -z 0
0 0 —=x
~z=0=1g(A—=zl) =1<3 et donc a; =0 est une valeur propre de
A;
— 3 =3=rg(A—xzI) =2 < 3 et donc a; = 3 est une valeur propre de
A

De plus, dim{E;) = dim(ker(A — a;I)) = 3 — rg(A — a1 I) = 2 et dim(Ey) =
dim(ker(A — apl)) = 3 —1g(A — axI) = L.
La matrice A est-elle diagonalisable ? Oui.



PREMIERE PREUVE

On démontre que si F; est le sous-espace propre associée & la valeur propre
a1 et By est le sous-espace propre associée 4 la valeur propre ag avec a; # ap
alors By N Ey = {0}. En effet, soit z € £ N Ey alors

l ‘I"EEI A&T:a]ﬂi _ “ B
{SS'GEQ =>{A$=azm = 017 = G = (a1 — ap)z = 0= 2= 0.

Dans Uexercice donc, Ey et Ey sont en somme directe et Ey @ E; = R® car
dim(B, + Ey) = dim(E;) + dim({E,) = 3. Par conséquent, si on appelle £; la
base de E; et & la base de E; on remarque que £, U &, est une base de R3
qui est composée de vecteurs propres de A. Donc les vecteurs propres de A
forment une base de R® et la matrice est diagonalisable.

DEUXIEME PREUVE
Soit & = {vi, vz} une base de Ey et & = {vs} une base de Ej; alors £ =
{v1,v2, 3} est une base de R? Montrons que la famille £ est libre; soient
Aty Ao, A3 € K tg

)\1’U1 - Az’Ug + )\31)3 = O; (1)
en multipliant (1) par a; et en appliquent la matrice A a (1), on trouve les
équations suivantes :

Aasvy + AgloUs + AglloVy = 0 (2)
}\1G1U1 -+ /\2611'1}2 + )\30,2'03 = { (3)
or, si on soustrait 'équation (3) 4 (2) on a
}\1(0.2 — al)'v] + )\g(ag — al)‘Ug =0
et
)\1(&.2 - a-]_) =10
)\z(ag - al) =0

car la famille {vy, v;} est libre. Etant donné que a; 7 ag, on peut en conclure
A = Mg = 0 et Az = 0 grace & (1). Donc les vecteurs propres de A forment
une base de B3 et la matrice est diagonalisable.

Exercice 10 B X Y

.,.—-‘-’-.
311
A=12 4 2
11 3



33—z 1 1

P(z) = det{A—z)=| 2 44—z 2 |=
1 1 33—z
1 1 3—-x
= —|0 2—-2 -2(2—xz) =(2—1)*(6 — ).

0 0 —(2-z)(6—2)

Les valeurs propres de A sont a; = 2 et ag = 6. On étudie maintenant la
dimension de E; = ker{A — ayI).

11
A—al = 2 2
11

= N

donc rg(A —a;I) = 1 et dim(E;) = 2. Par conséquent (voir I'exercice 9 pour
la démonstration) la matrice A est diagonalisable et dans la base des vecteurs
propres s'écrit sous la forme

2 00

020

0 0 6
1 2 2

B = 1 2 -1
-1 1 4
l—xz 2 2
P(z) = det(B—zl)=| 1 2-z -1 |=
-1 1 4-z
-1 1 4—zx
= —| 0 3-z 3—z =(3—x)*(1-=x).

0 0 (B-z)(1—2)

Les valeurs propres de A sont a; = 3 et ag = 1. On étudie maintenant la
dimension de E; = ker{A — a1[]).

-2 2 2
B—al= 1 -1 -1
-1 1 1

donc rg(B — a1I) = 1 et dim(E;) = 2. Par conséquent (voir I'exercice 9 pour
la démonstration) la matrice B est diagonalisable et dans la base des vecteurs

9



propres s’écrit sous la forme

o
(%}
o

Q

fl

e

=
= O O

00

l—z 1 0
P(z)=det(C—=zl)=| 0 11—z 0 =(1—x)*
0 0 1-—=
La seule valeur propre de C est a; = 1 avec multiplicité 3. On étudie main-
tenant la dimension de By = ker(A — aiI).

1
O—G.qI: 0
0

o OO
T e R

donc rg(C' — a1J) =1 et dim(E;) = 2. Soit & = {v;,v9} une base de Er; &
n’est pas une base de R? parce qu'elle contient seulement deux vecteurs. Par
conséquent, il n’existe pas une base de R® formée par les vecteurs propres de
C (on ne peut pas trouver trois vecteurs propres linéairement indépendants)
et la matrice 7 n'est pas diagonalisable.

Bon courage & tous pour l'examen!

10
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UNIVERSITE DE METZ ISFATES L1 - 2006-2007 DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Solutions de Uexercice IV de la feuille d’exercices n°5: diagonalisation de matrices
31
1. A= ( 9 9 ) Les valeurs propres de A sont A\ =1, As =4,
(a) Le systérne AV =V a un degré de liberté: V est delaformea ( _12 )avec a € R.

On peut choisir V! = ( _12 )

{b) Le systéme AV =4V a un degré de liberté: V estdelaforme o (

[ Iy —Y

)avec a € R.

On peut choisir V2 = ( _11 )

OnadoncP=( L i)
1

1
On trouve P! = ( 38 )et on vérifie que P71AP = ( [1) 2 ) .
3

i
3

2. A= ( 54 1 ) . Une seule valeur propre pour 4 : Ay = 3.

Le systéme AV =3V aun degré de liberté: V est delaformea ( j2 )avec a ¢ R.

Cette matrice n’est pas diagonalisable.

2 1 -2
3. A=| 2 3 —4 |. Les valeurs propres de A sont Ay =1, Az = 2.
11 -1
0
(a) Le systéme AV =V a deux degrés de liberté: V estdelaformea +bt 2 |aveca,b€R.
1
. 2 . 0
On peut choisit Vi ={ 0 Jet Vi=1 2 ).
1 1

1
(b) Le systéme AV =2V a un degré de liberté: V estdelaformea ( 2 ) avec o € R,

1
1
On peut choisir V2 = | 2 |.

= O o

OnadoncP:(

o o
o B e e

6N OO
~——”

2
0
1
Ontrouve P~1=| -1 —1 2 |et on vérifie que P71AP =
1 1 -2
) . Les valeurs propres de A sont Ay = —4, Ag = 2.

—

0
(a) Le systéme AV = —4V a un degré de liberté: V estdelaformea ( 1 ) avec a € R.
1

| 0
On peut choisir V' = ( 1 ) .
’ 1

1
(b) Le systéme AV =2V a un degré de liberté: V est delaformea ( 1 ) avec o € R.
' 0

1






5,

3
On peut choisir V2 = ( 1 ) .
0

Cette matrice n’est pas diagonalisable.

3 0 0 0
4 1 -2 =2
A= i -9 1 -2 | Les valeurs propres de A sont Ay = —3, Az = 3.
4 -2 -2 1
0
(a) Le systéme AV = —3V a un degré de liberté: V estdelaformea i avec a € R.
1
0
Ou peut choisir 1711 = 1
1
1
(b) Le systéme AV = 3V a trois degrés de liberté: V estdelaformea (1) +5b
1
a,b,c e R.
1 1 1
s TF2 O 2 1 1) 1
On peut choisir Vi* = 11 Ve = 0 et Vi = 1
1 1 0
0111
1011
On a donec P = 1101
1110
1
y RN 0500
On trouve P! = 303 8 3 |et on vérifie que P7LAP = 0 0 3 0
3 3 3 3
O S A 0 00 3

e R

O e

avec






UNIVERSITE DE METZ ISFATES L1 - 2006-2007 DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Exemples et exercices corrigés de diagonalisation de matrices

Exemple 1

p 1 1
a=11¢ 1
t g
3 2
Les valeurs propres de A sont A; =1, Ay = —%.

1
1. Le systéme AV = V a un degré de liberté: V estdelaformea | 1 ) avec ¢ € R.
1
. 1
On choisit Vil = | 1
1

-1 -1
2. Le systéme AV = *—:1‘;17 a deux degrés de liberté: V est delaformea 1 ) +b ( 0 ) avec a,b € R.
0 1

-1 1
On choisit V2 = | 1 )et V2= ( 0
0 1

ATTENTION: le choix des vecteurs propres n’est jamais unique, cela dépend de la maniére dont on
méne le calcul pour la résolution du systéme. Les seuls critéres objectifs sont que ces vecteurs doivent
étre solution du systdme considéré, doivent former une famille libre et que J’on doit en choisir autant
que de degrés de liberté. Ceci est nécessaire et suffisant.

1 -1 -1
Onadonc F={VL,V23 V8 =( 1), 1+ |.{ o |k
1 0 1

1 -1 -1
La matrice associée & cette famille est donc F' = ( 1 1 0 ) .
1 0 1

=

i
3

i 1 0

On trouve F~! = ( —% % -3 )et on vérifie que F1AF = 0 -3 0 ) )
1

3 0

3

1 2
3 3

Exemple 2

1 11
A= 0 3 3
-2 11

Les valeurs propres de A sont A1 =0, 2 =2,A3 =3.

0
1. Le gystéme AV =0 a un degré de liberté: V est delaformea ( -1 ) avec ¢ € IR.

1
0
On choisit V= -1 |.
1
-2

2. Le systéme AV = 2V a un degré de liberté: V estdelaformea ( -3 ) avec a € R.

1
. -2
On choisit V= | -3 |.
1






1
3. Le systéme AV = 3V aun degré de liberté: V est delaformea ( 2 ) avec @ € IR,
0

Lo B e )

L 0 —2\ /1
Onadoncfz{vll,V%,V?}={( -1 ),(—3),(2 )}
1 1 0

0 -2 1
La matrice associée & cette famille est done F' = ( -1 -3 2 ) .

On choisit V3 = (

1 -3 % 00
Ontrouve P*1=| —1 1 7 |etonvérifieque F'AF=| 0 2
-1 1 1 0 0

Exercice 1
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Exercice 2

isen|—

19
A= ( P
ks
Valeurs propres: Ay = 3, Ap = 1.

7e(1)-(3) e

Exercice 3

0.06 0.8

Gmen|—

S0 |
<118

S’

6 4 4 1
4 6 1 4 ‘ B o _
A= 11 6 4 | Valeurs propres: Ay = 15, 3 = —1,A3 = 5.
1 4 4 6
- 1 o -1 . 0 . 1 )
‘Vl - 1 ’VFZI: —1 ’Vél_ 0 JV;.’?: -1 et F P
1 1 -1 0

1 -3 3
A= ( -2 0 2 ) . Valeurs propres: Ay = —2, A =4, A3 = 2.
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) = ( 0.95 0.2 ) (voir un probléme d’évolution vu en classe).
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Algebre 2- DU1

. ) 1 4
Exercice 1 Soit A = ( 9 3

) . Trouver les valeurs propres de A et les sous-espaces propres
correspondant. En déduire une matrice inversible P telle que P~1AP soit diagonale,

4 1 -1
Exercice 2 Soit A= | 2 5 —2 |. Trouver une base de diagonalisation de A.
11 2
111
Exercice 3 Soit A = 1 1 1 |. Trouver, sans calculer le polyndme caractéristique, les
1 11

valeurs propres de A. Cette matrice est-elle diagonalisable?

Exercice 4 On considére la matrice suivante

3 0 -1
A= 2 4 2
-1 0 3

1. Déterminer et factoriser le polynéme caractéristique.
2. Donner une base de diagonalisation de A.
3. Calculer A" pour n € N,

Exercice 5 On considére les matrices suivantes

311 1 2 2 110
A=|242]|B=( 1 2 21 ={o10
113 ~1 1 4 00 1

Ces matrices sont-elles diagonalisables ? Si oui, les réduire.

Exercice 6 Soit A une matrice 2 X 2. Soit d le déterminant de A, et a sa trace.
1. Montrer que le polynome caractéristique de A est P(z) = z? - azx + d.
2. Montrer I'identité matricielle suivante : A? — aA +dI = 0.

On rappelle que le polynome P(z) a deux racines réelles distinctes a; et ap si et seulement si
son discriminant A = o? — 4d est strictement positif. Dans ce cas, montrer que la matrice A est
diagonalisable.

Si A < 0, le polynome P n’a pas de racine réelle, mais il a deux racines complexes £, of §
est la racine de —A. En utilisant I'identité matricielle ci-dessus, montrer que

2A —al\?
v (_—-——6 ):—Id.




En utilisant 'un des exercices ci-dessus, monger alors qu'il existe une base de R? dans laguelle
A g'écrit - ‘ :

a/2 —0/2

i k)
Tl reste a traiter le cas ol A = 0. Le polynome P a alors une racine double a/2. Montrer que
(A — (a/2)I)* = 0. Conclure que, soit A = al/2 soit il existe une base dans laquelle A est
représentée par la matrice

a/2 1
5 )

0 1 . Calculer le polynéme caractéristique de A. Si A est diago-

Exercice 7 Soit 4 = 9

nalisable, exhiber une base de diagonalisation et les valeurs propres associées. Si A n’est pas
diagonalisable, exhiber une base dans laquelle la matrice de A est triangulaire supérieure. Cal-

culer A% quelque soit k 2 2. Méme question avec B = _41 _92] Montrer que la matrice
[Cll Fl)] est toujours diagonalisable quelque soit a,b dans E.
"1z 1. .- 1]
1 14z 1 . . 1
Exercice 8 Soit la matrice A = ' ' ) avec x un réel quelconque.
i . 1
1 . R R A

L -
Montrer que A est une matrice diagonalisable sans calculer son polyndme caractéristique (on
pourra remarquer que & est valeur propre de la matrice). ( 0{ L \

Exercice 9 Soit A = H ﬂ ' Disgonaliser endomorphisme de My(R) défini par X € M ()
AX € My(R).

Exercice 10 Soit A € My (R) avec k impair.
— Quel est le degré du polyndme caractéristique de 1a matrice A? Montrer que A admet au

moins un vecteur propre.
— On suppose que ’espace propre associé est de dimension 1. Donner un exemple d’une telle

matrice pour k& = 3.

Exercice 11 Onsuppose que f est un endomorphisme d'un R—espace vectoriel F de dimension
finie.

1. Montrer que si f est diagonalisable, alors il existe Ay, . .- ,}\k des réels deux & deux distincts
tels que [, (f — Aitd) = 0.

9. On suppose que (f — Ayid) o (f — Agid) est non injectif pour des réels A, Ag distincts. On
rappelle que Fj, et F); sont alors en somme directe (rappeler pourquoi). On suppose que
ces deux espaces sont non réduits 3 {0}. En utilisant le théoréme du rang sur f — Aid,
montrer que Fy, ® F, = Ker {(f — Mid) o (f — Agid))-

3. (iénéraliser la question précédente a fol( = Xid) =0

4. Montrer la réciproque de la premiére question.

RGNV
v ~A L
O



Exercice 12 Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. On
suppose qu'un sous-espace vectoriel F est stable par f.

1. Montrer que si f est diagonalisable alors il existe un polynéme non nul P a racines simples
tel que P(f) = 0.
2. Montrer que le polynéme caractéristique de f|p divise celui de f.

3. Montrer que si f est diagonalisable, alors toute restriction de f & un sous-espace stable est
diagonalisable. Pour cela, on pourra utiliser 'exercice précédent et la question précédente.

Exercice 13 Dans cet exercice, on suppose que F est un espace vectoriel de dimension finie.
1. La somme de deux endomorphismes diagonalisables est-elle diagonalisable 7
2. Le produit de deux endomorphismes diagonalisables est-il diagonalisable 7
3. Montrer que si f et g sont diagonalisables dans une méme base alors fg = gf et que fg
est diagonalisable.
On cherche & montrer que si f et g sont diagonalisables et fg = gf alors ils sont diagonalisables
dans une méme base.
1. Montrer que si f(Vi(g)) C Va(g) avec Vi(g) le sous-espace propre de g associé a la valeur
propre A (ceci quelque soit A).
2. En déduire que g et f sont diagonalisables dans une méme base. (On peut admettre le
résultat de l'exercice précédent}.

3. Que pouvez-vous dire (proposer une réduction possible pour h et g) si on retire Uhypothése
que g est diagonalisable.
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Mr. BEY

Exercices Corrigés

Exercice 1 :

Soient I et (7 les sons-espaces vectoriels de B? définis par :
F o= {{z,u.2)eR® 2 —2y+2=0}
G = {{z,y.2) eRY r—_y+2= 0}
1. Dotuner une base de F, une base de G, en déduire lenr dimension respeciive.

2. Donner une base de F N QJ, e donner sa dimension.

3. Montrer gue la famille constitude des vecteurs de la base de F trouvée en 1 et des vectemns
de la base de & trouvée en 2. est une famille génératrice de B*. Est-elle libre?

4. Les espaces F et (7 sont-ils supplénientaires ?

Exercice 2 :

Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R définis par

F = {{a,bed)cB: b—2c+d=0}
G {{a,be.d) R a=det b=2c}

Donner une base de F, de G et de F NG, En déduire que F + & = RY,

Exercice 3 :

On considére dans RY

i = (131 —'25 2) iy = (21 Tt _51 G} Uy = {1" g? _1’{))
wr=(1,3,0,2) wy=(2,7,-3,6) ws=(118-2)

Seit F le sous-espace veetoriel de R? eugendré par {17, ve, va) ot G celui engendré par (i, we, ).
1. Montrer gue vy est une combinaison Hnéaire de vy et va. En déduire une base de I,

L

Montrer que ay est wne combinaison Hodalre de uy et we. En déduive nne base de .

Lo

Monirer que {vy. vy, 1, we) et lide. En déduire une base de F 4+ G.

=

Soit E = {{x1,2e. &2, 24) € B do) — 3z 4y = 0}. Dourer une base de E.

Ut

Montrer quie F 4+ & = E. La somme est-elle divecte 7 Quelle est la dimeunsion de FNG?



Exercice 4 :

On considére dansg B :

b

Call- S

po=(1,2,0,1) v, =(1,0,2,1) w3 =1(2.0,4,2)
w =(1L2,10) wy=(—1,1,1,1) wy=(2,-1,0,1) wy=(2,222).
Montrer que vy, 1) est lbre et que (v, 12, 13) est lide.
Montrer gque (wr, ur, wa) est libre et que (ur,ws, wa,wy) osh lide,
Montrer que (¥, va, 1, we) est libre.
Soit I le sous-espace vectoriel de B? engendré par (v, ta, v3).
(2} Déterminer une base de .

(b} Donner un supplémentaire de I,

5. Soit @ le sous-espace vectoriel engendré par (uh, we, wy, wq). Déterminer une base de G.

{a) A Faide des bases trouvdes en 4. et 5. construire un systdme générateur de F* + (7.
(b} En déduire que F + G =R*%

{a} Montrer que v; + 1y est dans FNG.

{b) Cateuler la dimension de F NG,

{c¢} Danner une base de F NG,

. F et 7 sont-ils supplémentairas ?

Exercice 5 :

On considire la partie F de B! définie ;_):furr

£ ={(mﬁ?fazzt) ER‘", r4+py=0ctrdz= ﬂ}

1. Donner une base de F.

2. Compléter 1a base trouvée en une base de B4

&

6.

On pose uy = (1,1,1,1), ua = (1,2,3,4) et uzg = (~1,0,—L1.0). La famille (wy,uz,1s)
ast-elle libre 7

On pose (G l'espace vectoriel engendré par les vecteurs uy, #g et ug. Quelle est la dimension
de 77

Denner une base de F N,

En dédunire que F + G = RY,

Est-ce qu'un vectenr de R* s’écrit de facon unique comme somme d'un vectenr de F et
d'nn veeteur de 77

— e



Exercice 1

1. On trouve d'abord une famille génératrice de F. Ona:

, _ z = yx2 + zx(-1)
(z,9,2) € F &> x-2+z=0<+= { ¥y = yx1l + zx0
: : z = yx0 + zxL

Les vecteurs (2,1,0) et (—1,0,1) engendrent donc F. De plus, les deux vecteurs ne sont
pas colinéaires, dont la famille est libre. (est une base de F' qui est de dimension 2.
On procéde de méme pour G :

T =$_X]. 4 ZXO

(ﬂ?,y,Z)‘EF%:} 2:t:—y+2z;=0 > y = zXx2 4+ zx2
' z = xzx0 + zx1.~

On trouve cette fois que ((1,2,0),(0,2,1)) est une base de G qui est de dimension 2.



et

2. (est la méme chose, mais cette fois on a deux équations.

8
I
()
2
+
Y
i
=

r—2y+z = 0 _
(:1:,:4,;,2:)613‘0(;<=s,~-{2;8_y+2Z ~ 0 — 3y = 0
z = z
z = xzx(=1)
— y = zx0
z = zx1

Ainsi, le vecteur (—1,0,1) engendre FNG. Comme une famille constituée d’un vecteur
non-nul est libre, (—1,0,1) est une base de "N G qui est de dimension 1.
3. Notons » = (2,1,0), v = (-1,0,1), w = (1,2,0) et £ = (0,2,1). Il s’agit de montrer que
*(u,v,w,t) est une famille génératrice de RS, _
Méthode 1. Soit (z,y,z) € R® et essayons d'écrire (z,y,2) = eu + bv + cw =+ dt. Alors
on doit résoudre le systéme

2—-btc = z 2a—~b+c = =
a+2c+2d = y ~20+2d = y-—2z
b+d = =z b+d = =z

Les deux derniéres équations permettent de calculer b et d. Dans la premiére, on peut
trouver une solution en imposant ¢ = 0, et on obtient une valeur pour a.
. Méthode 2. L’espace vectoriel engendré par la réunion des deux bases est F+@G. On
" doit démontrer que F + G = R?, et pour cela il suffit de démontrer-que dim(F + G) = 3.
Par le théoréme des quatre dimensions, on a

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(FNG) =2+2-1=3,

ce qu'il fallait démontrer. :
La famille (u,v,w,t) n'est pas libre car une famille libre de R® a toujours moins de trois
. éléments. "
4. F et G ne sont pas supplémentaires car F'N G # {0}.

Exercice 9. _ . :
F est donné par une équation. Il faut d’abord en trouver un systéme générateur. On a

= axl

ex2 +dx(-1)
= ex1

= dx 1.

(a,b,c,d) ER = b—2c+d=0 <

20 &9

La famille constituée par lés vecteurs (1,0,0,0), (0,2,1,0) et {0,—-1,0, 1) est donc une famille

génératrice de F. On vérifie aisément qu'elle est libre. C’est donc une base de F.

“Pour G, la situation est plns simple, car (- est, déja donné sous la forme-d’un éspace vectoriel .
engendré, En effet, on a o '

il

dx1
cX2

- ex1
= dx1

il

(a,b,c,d) € G <

‘o o B
I



1. On va déterminer une base de F. Pour cela, on écrit que

o

r+y+z =
2z+y+z—-t = 0

—s {:zz-i-y—i—z = 0

(z,y,2,t) €F {

z—§¢t = 0

= I
= I —Z
= Z
=

o N8

On en déduit-qu'une base.de F est donnée. par les. vecteurs.u; = (1,~1,0, 1) et ug =
(0,-1,1,0). " .

9. On commence par vérifier que les vecteurs qui engendrent G, & savoir (1, --2,1, 1},(1,2,-3,1)
et (5, —3, —2,5) sont éléments de F, ce qui est trés facile en utilisant I’équation de F. Ceci
prouve alors que G C F. Pour prouver que G = F, il suffit de prouver que dim F' = dim G.
Mais F' a pour dimension 2, et G est de dimension supérieure ou égale & 2 car les deux
vecteurs (1,—2,1,1) et (1,2, —3,1) ne sont pas colinéaires. Comme G C F, on sait que
la dimension de G est inférieure ou égale & la dimension de F. On trouve finalement que
dim F = dim G = 2, et puisque G C F, ceci entraine F = G.

3. En utilisant le théoréme de la base incompléte, on va trouver deux vecteurs ug et ug de sorte
que (w1, ug, u3, us) soit une base de R*. Alors, H = vect{us,uq) sera un supplémentaire
de F dans R%. D’apres le théoréme de la base incompléte, on sait qu’on peut choisir les
vecteurs us et ugq parmi les vecteurs de la base canonique. On vérifie facilement ici que
us = e et u4 = eq convient. Donc H = vect(ey, e4) est un supplémentaire de F dans R%.

Exercice 2
1. v et vy ne sont pas proportionnels, donc la famille (v1,vg) est libre. En revanche, vy == 2v;

et donc (v1, v, ua) est lie.

2. Soit awy + bws + cwz = 0. On trouve le systéme

a—b+2¢c = 0 M a-b+2 =0
20+b—c = 0 ¢.4__>' 3—-5 = 0
a+b = 0 W—-2c = 0
bte = 0 b+c = 0

Les deux dernitres équations donnent immédiatement b= ¢ =0 et ‘en revenant 3 Ja pre-
- miére on obtient aussi g = 0. Ainsi, la famille (wy, w2, ws) est libre. Etudions maintenant
awy + bwg + cws - duwg = 0.70On trouve le systéme ‘ T

a—b+2c+2d = 0 a—b+2c+2d = 0
2a+b-—-c+2d = 0 — 3b—-5¢c—-2d = 0
atb+2d = 0 26—2 = 0
b4+c+2d = 0. b+c+2d = 0



valent &

a--b+2d = 0
—2b—2d = 0
¢ = b
b+2d = 0
La seconde et la derniére équation sont identiques, et on trouve que le systéme est équi-
a = b -
b = b
c = b
d = -b

Ainsi, w; + wy + w3 —wq = 0 : la famille (wy, w2, w3, wq) est liée. Bien siir, on pouvait
remarquer dés le'départ que wy = wy +wa + W3-

3. Onrésoud toujours ’équation ovy+bugtcw) +dwy = Oeton prouvequea =b=c= d=0.
Le détail des calculs est laissé au lecteur courageux...

4. (a)

(b)

5. En raisonnant comme & la question précédente, mais en utilisant cette fois le résultat de .

(v1,v2,v3) est une famille génératrice de F mais ce n'est pas une base de F' car elle
‘n’est pas libre. Puisque vz est C.L de v1 et vz, la famille (v, vg) engendre aussi F.
Elle est libre : c’est une base de F'.

Puisque (v1, va, w1, we) est une famille libre de 4 vecteurs dans un espace de dimension
4, ¢’est une base de R4, Si Fy est le sous-espace vectoriel engendré par wy et wy, alors

Fy est un supplémentaire de F. En effet, FNFy = {0}, puisqu'un élément x de F'NFo

s'écrit & la fois'z = avy +buvg = avy + bug + 0wy + 0wy et x = cwy + dwg = Qv+ Ova +
cwy - dws ce qui entraine, par unicité de P'écriture dans une base,a=b=c=d=0
et z = 0. De plus, dim(F @ Fp) = dim(F) + dim(Fp) = 4, et donc F @ Fy.est un
sous-espace de R? de dimension 4 : F @ Fp = R%. '

la question 2. on trouve que (wi, we, w3) est une base de G.

6. (a)
®)
7. (a)

(b)

(@

" dotion tired=2+3 qm_dim'(‘.EﬂG), soit_:-dim(F' NGy= 1.

Un systéme générateur de F' + G est obtenu en faisant la réunion d'un systéme
générateur de F' et d'un systéme générateur de G. La famille (vy, vo, v3, w1, wo, W3, Wa)
est donc un systéme générateur de F + G. ‘

D’aprés la question 3, (vy,vz, w1, ws) est une famille libre. Puisqu’elle comporte
quatre éléments, c’est une base de R*. Ainsi, le sous-espace vectoriel qu'elle engendre
est égal 3 R*. Or, on a vect(vy, vo, w,wa) C I+ G, et donc F + G = R? puisqu’il
contient R? (et est évidemment contenu dans RY). o

Puisque v, et vg sont dans F' et que F est un espace vectoriel, vy -+ vy est dans F'.
De plus, v; + vg =wy €G. ‘ :

Par le théoréme des quatre dimensions, on a

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F 1 G)

Posorns v == 1] +"’L;'2..“KlOTS la famille (v) est une farnille libre de un vecteur dans un
espace de dimension 1. C’est une base de NG,

8. Non, FNG # {0}.




Exercice j_;‘ :

1. On a vy = 3v; — vy. Ainsi, F est engendré simplement par vy et vo. Comme vy et v ne
sont pas proportionnels, la famille (vy, vg) est libre. C'est une base de F'.

2. On a wy = 5wy — 2ws. Ainsi, G est engendré par wy et wq. De méme, la famille (wi, wz)
qui est libre, forme une base de G- ™

3. On a v, — wy = va — wa, soit v, — vy — wy + we = 0. Ainsi, la famille (v, va, w1, wy) est
liée. On sait que (v1,ve,wy,ws) est une famille génératrice de F' + G. Elle n’est pas libre
donc ce n'est pas une base. Montrons en revanche que ('U;,'UQ,’LU}) est libre. En effet, si
avy + bug 4+ cwy = 0, on obtient le systéme

a+2b+c =
3a+ 7h+ 3¢
—2a—5b
2a+6b+2¢c =

i
co oo

dont on montre facilement que la seule solution est o= b = ¢ = 0. Ainsi, {v1,va,wy)

engendre F -+ G (rappelons que wy est C.L de (v1,v2,w1)) et est une famille libre. C'est
une base de F + G qui est donc de dimension 3.

4. Ona
ry = 1 ><_].
- . Xo = Tg X 1
enmmz) €E = £y % 1
2y = z1X(—4) -|—m2><2 |

Une famille genera.tnce de E est donc donnée par ((1,0,0, ~4),(0,1,0,2), (0, 0 1,0)). On

vérifie trés facilement que cette famille est libre. C'est donc une hase de B~

5. Remarquons que dim({F + G) = dim(E) = 3. Pour montrer que F + G = £, il suffit
donc par exemple de démontrer que F + G C E. Et puisque '+ G est engendré par
v1, v et wy, il suffit de démontrer que ces trois vecteurs sont éléments de E. C'est une
vérification immédiate. Remarquons qu'on a trouvé F'+G = E méme si les bases obtenues
aux questions précédentes sont trés différentes. ‘
La somme n'est pas directe, sinon on aurait dim(F) = dim(F) + dim(G) ie 3 =2+ 2, ce
qui n’est pas le cas. Par le théoréme des quatre dimensions, on a '

dim(F + G) = dim(F) 4 dim(G) — dim(FNG)
c’est-a-dire 3=2-+2 — dim{F N G) qui donne dlm(F N G)

Exer(:l_c_e .

1. Ona:
zty = 0 y =y
(m’y’z’t)EF = { Yy—z = 0 = z =
: | . t =t
Une base de F est donc donnée par les deux vecteurs v; = (1,-1,-1,0) et vo = (0,0,0, 1). .



2. D'aprés le théoréme de la base incompléte, on sait que l'on peut compléter la famille
(u1,v9) par deux vecteurs de la base canonique pour obtenir une base de R*. On vérifie
facilement que (vi,vs, €1, €2) est une famille libre, donc une base de R4,

3. L'équation aui = bup + cug = 0 donne le systéme

a+b—c =,
a+2b
a+3b—c
a+ 4b

I
oo oo

i

ce qui donne facilement b = 0 (comparer la deuxiéme et la quatrieme .équation), puisa =0

et ¢ = 0. La famille est libre. ' _

4. La famille (u1, ug, ua) est une famille génératrice de G. C'est aussi une famille libre d’aprés

la question précédente. C'est donc une base de G qui est de dimension 3. '

5. Soit au -+ bug + cug un vecteur de (7. On cherche les conditions sur a, b, ¢ pour qu'il soit
élément de F. Il vient : '

—c

c

il

2a0+3b-¢ = 0 P {QCL = —3b+c —s

{2a+4b-2c =0 b = ¢

o oo R
[l

Ainsi, les vecteurs de F' et G sont ceux qui s’écrivent e(—wuy -+ u2 + uz) = ¢(—1,1,1,3).
Une base de F (VG est donc donné par le seul vecteur (-1,1,1,3).

6. D’aprés le théordme des quatre dimensions,
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) - dim(FNG)=2+3—-1=4

Ainsi, F'+ G est un sous-espace vectoriel de B¢ qui est de dimension 4, et donc F+G=R.L

7. Non, car F'11 G n'est pas réduit & {0}.



Mr. BEY

Exercices Corrigés

Exercice 1 :

Sojent F et (7 les sous-espaces vectoriels de B? définis par 3

F o= {{z,y,2) € B 2— 2yt z= 0}

@ = {{x,y.2) €RY 2z —y+2:=0}
1. Donner une base de F, une base de &, en déduire lenr dimension respective,
2, Donner une base de NG, et donper ga dimension. '

3. Montrer que Ia famille constitude des vectenrs de Ia base de F trouvée en 1 et des vectenrs
de la base de & trouvée en 2. est wne famille géndratrice de B*, Est-elle libre ?

i

. Les espaces F of 7 sunt-ils supplémentaires?

Exercice 2 :

Solent F et G les sous-espaces vectoriels de B! définis par
F = {{abed cB b—2ec+d=10}
¢ = {{a.bed) R, a=det b= 2}
Donner urie base de F, de & et de FN @ En déduire que F + G = R%.

Exercice 3 :

On considare dans R
¥ = (1131 -25‘2 i = (2;7‘3 _516) g = (1,2*“’1,(3}
wy = (1,3,0,2)  wg=(2,7,—3,6) wy=(1,1,6,-2).
Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par (v), vo, v3) et (7 celui engendré par [y, we, wy).
1. Monlrer gue o3 est une combinaison lindaire de ty et ¥a. En déduive une base de 5
2. Montrer que g est une combinaison ﬁn._éaire de un et ipy. En déduire une base de G,
3. Mountier que (1, vg, 1, ) est lide, En déduire une base de F 4 G.
4. Soit B = {(z1, ke, 23,:x4) € RY; da; — 223 + w4 = 0}. Domner une bage de E.
5. Montrer que F + (3 = E. La somime esi-elle divecte 7 Quelle est la dimension de FNG7



Exercice 4 :
On considére dans B :

n ={1,2,0,1) w=(1,0,21} ug =(2,0,4,2)
wy = {1,2,100 wy=(~1111) wy=(2-10, 1) g = (2: 2,2,2}.

Montrer que (w1, 19} est libre et que (v, w2, 14 est lide.

. Montrer que (un, wr, wa) est libre eb que (ur, e, wa, uy) est lide,

@ o e

Montrer que (1, va, wy, we) est libre.

e

Soit I le sous-espace vectoriel de BT engendré par (wy, g, vy}
(8} Déterminer une base de F.
(Iy) Donner un supplémentaive de &,
5. Solt & le sous-espace vectoriel engendrd par (wr,ws, wa. wq). Déterminer une base de G.
6. (a) A Daide des bases trouvées en 4. et 5. construire un systdme générateur de F+ G
(I} En déduire que F+ G =Rt
7. {a) Moutrer que o) + vy est dans FNG.
{b) Caleuler la dimension de F Q.
(¢) Donner une base de # NG,
8. F ot (7 sont-ils supplémentaires 7

Exercice 5

On considédre la patie & de R définie par
'F={{wsya3:£) ER‘]? #+y=0et ,T:‘-}-zm{}}_

1. Donner une base de F.

2. Compléter 1a base trouvée en une hase de B,

3. On opose wy = (1,1, 1,1}, up = {1.2,3,4) et ug = {—1,0,-1,0). La famille {5, uz, uz)
egt-elle libre 7

4. On pose 7 I'espace vectoriel engendréd par les vectewrs uy, iz eb 1y, Quelle est la dimension
de &'

5. Donner une base de F NG,

6. En dédunire que F 4+ G = B

7. Est-ce qu'un vecteur de B? s’écrit de fagon unique comme somme d'un vecteur de F et
d'un vecteur de 7




Exercice 1

1. On trouve d’abord une famille génératrice de F. On a

. z = yx2 + zx(-1)
(z,y,2) € F &> z-2y+2=0 &> ¢ ¥ = yx1l 4+ zx0
. z = yx0 <+ zx1l

Les vecteurs (2,1,0) et (—1,0,1) engendrent donc F. De plus, les deux vecteurs ne sont
pas colinéaires, dont la famille est libre. (Vest une base de F' qui est de dimension 2.
On procéde de méme pour G : :

: _ r = zx1 + zx0
(I:y,z)EF@Zm—y—kQZﬂO e { y = zx2 4+ zx2
' z zx0 + zx1~

il

On trouve cette fois que ((1,2,0),(0,2,1)) est une base de G qui est de dimension 2.



—r

2. (Yest la méme chose, mais cette fois on a deux équations.

_ z—2y+z = 0
z—-2y+z = 0 — 3y

2r—y+2z = 0

|
o

(z,y,2) e FNG <= {

o
o
kN

z = zx{-1)
= {y = z2x0
z = zxl1
Ainsi, le vecteur (—1,0,1) engendre F'N (. Comme une famille constituée d’un vecteur
non-nul est libre; (—1,0,1) est une base de F'N G qui est de dimension 1.

3. Notons v = (2,1,0), v = (=1,0,1}, w = (1,2,0) et t = {0,2,1). Il s'agit de montrer que
(u, v, w, 1) est une famille génératrice de R3. _ '
Méthode 1. Soit (z,y,2) € R? et essayons d'écrire (z,y, 2) = au -+ bv +cw + dt. Alors
on doit résoudre le systeme

2a—b+ec = z Sa—b+ec = =

a+2c+2d = y & —2b+2d = y—2z
b+d = =z bt+td = =

Les deux dernidres équations permettent de calculer b et d. Dans la premiére, on peut
trouver une solution en imposant ¢ = 0, et on obtient une valeur pour a.

Méthode 2. L’espace vectoriel engendré par la réunion des deux bases est F'+ G. On
doit démontrer que F+ G = R3, et pour cela il suffit de démontrer-que dim(F + G) = 3.
Par le théoréme des quatre dimensions, on a

dim(F + @) = dim(F) + dim(G) - dim(FNG) =2+2-1=3,

ce qu'il fallait démontrer.
La famille (u,v, w,t) n'est pas libre car une famille libre de R3 a toujours moins de trois
éléments. : .

4. F et G ne sont pas supplémentaires car F NG # {0}.

Exercice 9. N T _
F est donné par une équation. Il faut d’abord en trouver un systéme générateur. On a

= ax1
= ex 2 +dx(-1)
= ex1

(a,b,c,d) ER* &= b—2c+d=0 <
‘ = dx 1.

n o8

La famille constituée par les vecteurs (1,0,0,0), (0,2, 1,0).et (0,—1,0,1) est donc une famille
génératrice de F. On vérifie aisément qu’elle est libre. Cest donc une base de F.

" PourG, la_situation est plus siraple, car & est déja donné sous la forme d’un espace vectoriel
engendré. En effet, on a )

= dx1

e X2

= ¢x1

= dx1

(a,b,¢,d) € G <

Lo o R
Il



1. On va déterminer une base de F'. Pour cela, on écrit que

o

r+ytz =
2r+y+z—1t = 0

— {a:-i—y-i—z = {

(z,y,2,t) € F <+ {

z—t = (

= z
= —Tr—z
= z
=

o R

On en-déduit qu’une base-de F est donnée.par les vecteurs u; = (1, --1,0, 1) et ug ==
(0,-1,1,0). _ ' |

2. On commence par vérifier que les vecteurs qui engendrent G, & savoir (1,-2,1,1), (1,2, -3,1)-
et (5, —3, —2, 5) sont éléments de F, ce qui est trés facile en utilisant 'équation de F'. Ceci
prouve alors que G C F. Pour prouver que G = F, il suffit de prouver que dim F = dim G.
Mais F' a pour dimension 2, et G est de dimension supérieure ou égale & 2 car les deux
vecteurs (1,—2,1,1} et (1,2,-3,1) ne sont pas colinéaires. Comme G C F, on sait que
la dimension de G est inférieure ou égale & la dimension de F. On trouve finalement que
dim F = dim G = 2, et puisque G C F', ceci entraine F'=G. '

3. En utilisant le théoréme de la base inf(':ompléte, on va trouver deux vecteurs ug et us de sorte
que (u1,us,us, u4) soit une base de R*. Alors, H = vect(ug, u4)} sera un supplémentaire
de F dans R%. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on sait qu'on peut choisir les
vecteurs ug et ug parmi les vecteurs de la base canonique. On vérifie facilement ici que
u3 = e1 et ug = eq convient. Donc H = vect(e;, e4) est un supplémentaire de £' dans R4.

Exercice 2

1. vy et vp ne sont pas proportionnels, donc la famille (v, vg) est libre. En revanche, 13 = 21
et donc (v1, vy, v3) est liée.

2. Soit aw; + bwy + cwy = 0. On trouve le systéme

a—b+2¢c = 0 a—b+2¢c = 0
2o0+b—c = 0 3b—-5 =0
at+b = 0 26—2¢ = 0
b+e = 0 b+ec = 0

Les deux derniéres équations donnent immédiatement b = ¢ = 0 et en revenant a la pre-
mlere on obtient aussi ¢ = 0. Ainsi, la famille (w;, w9 ,_wg) est libre. Etudlons ma.mtenant
aw; + bwy + cws + dw4 = 0 “On trouve le systéme

a—b+2c+2d = 0 a—-b-+2c+2d = 0
2a4+b—c+2d =0 3b—-5bc—2d = 0
a-t+b+2d = 0 2b6—2¢ = 0
b+c+2d = 0 b+c+2d = 0



valent &

o+b+2d = 0
—2b—-2d = 0
c = b
2b+2d = 0
La seconde et la derniere équation sont identiques, et on trouve que le systéme est équi-
e = b .
b = b
¢c = b
d = -b

Ainsi, wy + wy + w3 — wy = 0 la famille (w1, ws, ws,wy) est liée. Bien siir, on pouvait
remarquer dés le départ que wy == wy - w2 + W3-
3. On résoud toujours I'équation avy +bug--cwy +dwy == 0 et on prouve que a = b=c=d=10.
- Le détail des calculs est laissé au lecteur courageux...

4. (a)

(b)

5. En raisonnant comme 4 la question précédente, mais en utilisant cette fois le résultat de
la question 2. on trouve que (w1, w2, w3) est une base de G.

6. ()

(@

“d’oll on tire 4 =2+ 3 — dim(F N G), soit dim{E#£G) = 1.

(v1,va,v3) est une famille génératrice de F mais ce n’est pas une base de F car elle

n'est pas libre. Puisque vs est C.L de v et va, la famille (v1,vs) engendre aussi F'.

Elle est libre : ¢’est une base de F.

Puisque (v1, vz, w1, wa) est une famille libre de 4 vecteurs dans un espace de dimension
4, c’est une base de R%. Si Fy est le sous-espace vectoriel engendré par wy et wa, alors
Fy est un supplémentaire de F. En effet, FNFp = {0}, puisqu’un élément x de FNFy
s'écrit & la fois = = av) + bug = avy + bug + 0wy + 0wy et T = cwy + durg = Qvy + Qug +

cwy + dws ce qui entraine, par unicité de I’écriture dans une base,a=b=c=d=0 "~
et z = 0. De plus, dim(F & Fy) = dim(F) + dim(Fp) = 4, et donc F @ Fy est un

sous-espace de R* de dimension 4 : F & Fp = R4

Un systéme générateur de F' + G est obtenu en faisant la réunion d'un systéme
générateur de F et d'un systcme générateur de G. La famille (vy, V2, U3, W1, Wa, W3, Wy )
est donc un systéme générateur de F + G. '

D'aprés la question 3, {v1,ve, w1, w2) est une famille libre. Puisqu’elle comporte
guatre éléments, ¢’est une base de R4, Ainsi, le sous-espace vectoriel qu’elle engendre
est égal & R% Or, on a vect(vy, vg, w1, wp) C I + G, et done I+ G = R* puisqu’il
contient R? (et est évidemment contenu dans R*). _

Puisque v; et vy sont dans F' et que F est un espace véctoriel, v1 + vy est dans I
De plus, v; +va = wq € G. '

Par le théoréme des quatre dimensions, on a

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Posons.v =u -Jrl’i.?'g-.—};]OI'S la rfamille' (v) est une familie libre de un vecteur dans un
espace de dimension 1. (est une base de FNG.

8. Non, FNG # {0},




Exercice i-i :

1.

On a vg = 3u; — vy, Alnsi, F est engendré simplement par vy et v3. Comme v) et vg ne
sont pas proportionnels, la famille (v1, vg) est libre. C'est une base de F.

. On a w3 = 5w, — 2ws. Ainsi, G est engendré par w et wy. De méme, la famille (w1, wa),

qui est libre, forme une base de G-~

. On a v —w, = vs ~ ws, soit v; — vy — wy + wy = 0. Ainsi, la famille (vy, va, w1, ws) est
lie. On sait que (v1,vg, wy, ws) est une famille génératrice de F' + G. Elle n’est pas libre-
donc ce n’est pas une base, Montrons en revanche que (vy,vg,wy) est libre. En effet, si

avy + bug + cwy = 0, on obtient le systeme

at+2b+c =
3a+Th+3c =

o -2a—5b =
20+ 6b+ 2¢ =

[ I I T

dont on montre facilement que la seule solution est a = b = ¢ = (. Ainsi, (v1,v2,w1)

engendre F + G (rappelons que wq est C.L de (v1, va,wy)) et est une famille libre. Clest
une base de F + (@ qui est donc de dimension 3.

. Ona
1 = zpxl
: Tg = o %X 1
T1,Ty, L3, T B
.(_1’ 23 4)6 = Iz = . .7:3)(1
T4 = ;L'}_X(—fl) Jzg X 2.

' Une famille génératrice de F est donc donnée par ((1,0,0,—4),(0,1,0,2),(0,0,1,0)). On

vérifie trés facilement que cette famille est libre. C'est donc une base de E.

. Remarquoens que dim(F + G) = dim(E) = 3. Pour montrer que F' + G = E, il suffit

donc par exemple de démontrer que F + G C E. Et puisque F' + G est engendré par
v, ve et wy, il suffit de démontrer que ces trois vecteurs sont éléments de E. C'est une
vérification immédiate. Remarquons qu ‘on a trouvé F+G = E méme si les bases obtenues
aux quesmons précédentes sont trés différentes.

La somme n'est pas directe, sinon on aurait dim(E) = dim(F) + dim(G) ied3=2+2,ce
qui n’est pas le cas. Par le théoréme des quatre dimensions, on a

dim(F + G) = dim{F) + dim(G) - dim(F N G)

cest-&-dire 3=2+2— dim(F N G) qui donne dim(FNG) = 1.

Exercice k.

L.

On a: |
[ R ‘rL-— __y )
z+ty = 0 y =y
nater = {"J—z -0 7 7 =y
‘ _ T

Une base de F' est donc donnée par les deux vecteurs vy ={1,-1,-1,0) et vy = (0,0,0,1). E



I

D’apres le théoréme de la base incompléte, on sait que l'on peut compléter la famille
(v1,v2) par deux vecteurs de la base canonique pour obtenir une base de R?. On vérifie
facilement que (v1,vz, €1, €2) est une famille libre, donc une base de R*.

. L'équation auy + bug + cuz = 0 donng le gystéme .

a+b-—c = 0
at26 = O
a+3b—c = 0
a+4db = 0

ce qui donne facilement b = 0 (comparer la deuxitme et la quatriéme Aéquation), puisa =10
et ¢ = 0. La famille est libre. ‘

. La famille (u1, ug, us) est une famille génératrice de G. C’est aussi une famille libre d’aprés

la question précédente. C’est donc une base de G qui est de dimension 3.

Soit au1 + bug + cuz un vecteur de G. On cherche les conditions sur a, b, ¢ pour qu’il soit
élément de F. Il vient :

a = —C
> b =

Il
o

2a+3b—-¢c = 0 - 20 = —=3b+c
{2a+4b—20 J'::}{ b = ¢ .

Ainsi, les vecteurs de F' et G sont ceux qui s'écrivent c(—u1 -+ ug + uz) = ¢(-1,1,1,3).
Une base de F'N @ est donc donné par le seul vecteur (—1,1,1,3).

D'aprés le théoréme des quatre dimensions,
dim(F + G) = dim(#) + dim(G) ~ dim(FNG) =2+3-1=4

Ainsi, F+ G est un sous-espace vectoriel de ]R‘?Qui est de.dimension 4, et donc F+G = R

Non, car F'N G n'est pas réduit & {0}.



DIAGONALISATION
EXERCICE 1.

E = R est rapporté a sa base canonique e = {e; , e;, £3 }. fest 'endomorphisme de matrice M dans cette base :

1 -1 1
M= -2 0 -1
-2 -2 1

Déterminer son polyndme caractéristique.

Calculer ses valeurs propres.

Donner une base des sous-espaces propres.

Décider si f est diagonalisabie.

Danner éventuellement I'expression diagonalisée.
Vérifier en utilisant les matrices de changement de base.

Dk L=

SOLUTION.

1°/ Polynome caractéristique.

Le polynéme caractéristique de Ia matrice

M= -2 0 -1
-2 -2 1
est le déterminant de la matrice M — A idx .
1-L -1 1
P(A)=Dér(M—-Aide } = 2 A -1
-2 -2 1-A
On ne change pas la valeur du déterminant en ajoutant la 2° ligne 3 1a 1°:
-4 -1 1 -1-A -1-% 0
-2 -A -1 |= -2 e
-2 2 1-A -2 -2 1-A
On peut mettre — (1 + A) en facteur dans Ia 1° ligne :
-4 -1 1 1 1 0
-2 A -1 |==-(1+N] -2 -4 -1
-2 2 I-A -2 -2 1-A
On ne change pas la valeur du déterminant en retranchant la 1° colonne de Ia 2°,
1-A -1 1 1 0 0
-2 =i -1 |=-(01+X] -2 2-3 -1
-2 -2 1~ -2 0 1-A
On peut développer le déterminant par rapport 4 la 17 ligne.
1-A -1 1
N 2-x -1
-2 A -1 | =—(1+
( ) 0 1-4
-2 -2 1-X

On peut développer le déterminant par rapport & la 1° colonne.



-2 -1 1
2 A -l l=—1+Me-M1-%
-2 2 1-A

Le polyndme caractéristique de la matrice M est P (A) = — (A+1)(A — 1A~ 2)

2°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matrice M sont les racines du polyndme caractéristique : ~1, 1, 2. Ces racines sont
toutes trois réelles et simples.

Les valeurs propres de la matrice M sont Ay = -1, A, =1, A3 =2.

3°/ Sous-espaces propres.

Comme les valeurs propres sont réelles et distinctes, chaque sous-cspace propre est de dimension 1 et engendré
par un vecteur propre quelconque pour la valeur propre correspondante.
Le sous-espace propre pour une valeur propre ) est le noyau de la matrice M —4 1.

2 -1 1
s pourlavaleurpropre Ay == 1, M ~M 1=} -2 1 -1 . Réduisons ceite matrice :
-2 2 2

2 -1 1 100

-2 1 -1 0190

-2 -2 2 0 01

Ajoutons [a 2° colonne 4 la 3%, et ajoutons deux fois la 2° colonne 4 la 1°

0-1 0 1 ¢ 0

0 1 0 2 11

-6 -2 0 0 01

La matrice M —A; I est de rang 2 (les deux premidres colonnes de la matrice réduvite forment une famille libre
0
de vecteurs), et son noyau a pour base par le vecteur a; = 1
1
0 -1 1
s pourlzvaleur propre Ay =1, M A, I=| -2 -1 -1 . Réduisons cette matrice :
-2 -2 0

0 -1 1 1 00

-2 -1 -1 0 10

-2 -2 0 0 01

Soustrayons de la 1° colonne la somme des deux autres, puis ajoutons 4 la 2° colonne la 3°:

0 0 1 1 0 0

0-2 -1 -1 1 0

0-2 0 -1 11

La matrice M —A, I est de rang 2 (les deux dernidres colonnes de la matrice réduite forment une famille libre

1
de vecteurs), et son noyau a pour base par le vecteur a; = | ~1

-1



-1 -1 1

s pourlavaleurpropre l3=2, M -X;I=] -2 -2 -1 . Réduisons cette matrice :
-2 -2 -1
-1 -1 1 1 00
~2 -2 -1 010
-2 -2 -1 0 01
Soustrayons de la 1° colonne la 2°, puis ajoutons & la 2° colonne la 3°:
0 01 1 00
0-3 -1 -1 10
0-3-1 011
La matrice M —A; I est de rang 2 (les deux dernitres colonnes de la matrice réduite forment une famille libre
1
de vecteurs), et son noyau a pour base par le vecteur a3 =| -1
0

4°/ Diagonalisation.

Le polyndme minimal de M est (A + 1)(A — 1)(A — 2). Ses racines sont réelles et d’ordre 1 : la matrice M est dong
diagonalisable.

0 1 1 | 1 1 0
Soit P= 1 -1 ~1 la matrice des vecteurs propres {a, . a2, a3 } (P l= 1 1 -1 .Ona:
1 -1 0 0o -1 1
1 1 0 1 -1 1 0 1 1 -1 0 0
PiMp=| 1 1 -1 -2 0 -1 1 -1 -1 |=| 010
o0 -1 1 2 2 1 1 -1 0 0 0 2
La matrice P est la matrice du changement de base [idz ,{a).{e}]. La relation précédente montre que I'on a :
. -1 0 0
[f.{a}{all = lide {e}{a}]Lf . {e}.{e}1lidp . {a},{e]] = 010
0 0 2
L’endomorphisme fse décompose donc en :
0
s une homothétie de rapport —1 (symétrie) sur 'axe défini a; = 1 =g+ €3,
i
1
» une homothétie de rapport 1 (identité) sur P'axe défini par a; = -1 =g —e—¢e1;
~1
1
s une homothétie de rapport 2 sur 'axe défini paras = | -1 =e —¢e.
0
Les vecteurs de la base canonique sont donnés, en fonction de 1a base propre, par :
e1=a;+mm

éy=a +a;—ds
€3=4a3—az



EXERCICE 2.

Faire, pour la matrice A suivante, une étude semblable & celle de 1’exercice 1 pour la matrice M :

3 5 -5
A=| -5 -7 5
-5 -5 3

SOLUTION.

1°/ Polynome caractéristique.
3-A 5 -5
PAN=Dét{A-AD)= -5 T-A 5
T -5 =5 3-X
On ne change pas la valeur du déterminant en ajoutant la 3° colonne & la 2°
3-A 0 -5

P{d)= -5 -2 3
-5 -2-% 3-A
On peut mettre en facteur dans le déterminant le facteur commun — (2 + A) de la 2° colonne,
3~ 0 -5
PM=—02+X1) -5 1 5
-5 1 3=
On ne change pas la valeur du déterminant en ajoutant 5 fois la 2° colonne 2 Ia 1° colonne.
3-A 0 -5
PAy=~(23+2}) 0 1 5
0 1 3-A
On ne change pas la valeur du déterminant en retranchant la 2° ligne de la 3°.
3-2 0 -5
P)=—(2+}) 01 5
0 0 2-A
On peut développer le déterminant par rapport & ta 1° colonne.
1 5

PR)=-0C2+M3-N

0 -2-%
On peut développer le déterminant par rapport & la 1° colonne.
PA=2+M3 -2 +14).

P =—RA+2*(-3)

2°/ Polyn6me minimal.

Le théortme de Hamilton-Cailey donne : (A + 2 I)* (A ~37)=0.0Ona, en fait: (A + 21 )}A -37)=0. Ceci
signifie que le polynéme minimal de la matrice A est (A + 2}(A — 3). Les racines du polyndme minimal sont
simples et réelles. Il en résulte que la matrice A est diagonalisable.

o
3°/ Valeurs propres.
Les valeurs propres de la matrice A sont les racines de son polynéme caractéristique : &, = -2 et 4y = 3. Le
spectre de A est [-2; 3}.




4°/ Vecteurs propres.

* Le sous-espace propre relativement a la valeur propre A; = ~ 2 est le noyau de la matrice
1 1 -1
A+2I=5 -1 -1 1
-1 -1 1
Réduisons cette matrice
1 1 1 00
-1 -1 1 010
-1 -1 1 001
Ajoutons la 3° colonne 3 1a 1°et21a 2°:
0 0-1 0 ¢
0 0 1 010
00 1 11
- I 0
Ce calcul montre que la matrice A + 2 [ est de rang 1, et que les vecteurs gy =| 0 |etay = 1
1 1
forment une base de son noyau. On peut done prendre les vecteurs 4y et g, comme base du sous-espace propre
pour la valeur propre Ay =~ 2,
¢ Le sous-espace propre relativement 2 la valeur propre A, = 3 est le noyau de la matrice
0 1-1
A-3I=5} -1 =2 1
-1 -1 0
Réduisons cette matrice :
0 1-1 1 00
-1 -2 1 010
-1 -1 0 0 0 1
Retranchons de l1a 1° colonne, la somme des deux autres, puis ajoutons & Ia 2° colonne la 38
0 0-1 1 ¢ 0
0-~1 1 -1 1 0
0-1 0 -1 1 1
1
Ce calcul montre que la matrice A — 3 7 est de rang 2, et que e vecteur a3 = | -1 forme une base de son
-1

noyau. On peut donc prendre le vecteur 45 comme base du sous-espace propre pour la valeur propre Ar=3.

5°/ Diagonalisation.

1 01 0-1 1
SoitP=| 0 1 -1 |unematrice de vecteurs propres de A. Son inverse estP = I 2 -1
1 1-1 I 1=
0 0 305 -5 101 2 00
PTYAP=| 1 2 -1 5 -7 5 0 1-1 |=| 0-2 0
1 1-1 -5 -5 3 1 1-1 0 0 3

C’est la matrice diagonale des valeurs propres de la matrice A, La matrice A est donc diagonalisable, ce qui
résulte aussi du fait qu'il existe une base formée de vecteurs propres.



EXERCICE 3.

E = R® est rapporté i sa base canonique ¢ = {e; , &, e; }. fest Iendomorphisme de matrice B dans cette base :

31 1
B=| -1 1 -1
006 1

Déterminer son polyndme caractéristigue.

Calculer ses valeurs propres.

Donner une base des sous-espaces propres.

Décider si fest diagonalisable.

Donner éventuellement 1 expression diagonalisée.
Vérifier en utilisant les matrices de changement de base.

SOLUTION.

1°/ Polynéome caractéristique.

Sl ol e

3-X 1 1
P)=Dét(B-Al)= -1 1-» -1
0 0 1-A
On peut développer le déterminant par rapport & la 1° colonne :
1-A -1 1 1
PM=(3-\ =@M -+ (=N =(1-RE~-MA -4 +1
M =( ) 0 1-2 | 0 1-n ( ¢ )+ )=( M( ) )+ 1]

PA=(1-M(N-4r+d=—0-DA-2)

PA)=-(~1)(A-2)

2°/ Polynome minimal.

1 10
Le théoréme de Hamiiton-Cailey donne : (B —1)B—21)*=0.0na: (B ~1)B-21)=| -1 -1 0
0 0 0

donc le polyndme minimal de la matrice B est le polyndme (A ~ 1}(A — 2)%. Les racines du polynéme minimal
sont réefles, mais ne sont pas simples. Tl en résulte que la matrice B n’est pas diagonalisable.

3°/ Valeurs propres.

Les valeuts propres de la matrice B sont les racines de son polyndme caractéristique : 1 et 2. Le spectre est
I'ensernble {1;2}.

4°/ Vecteurs propres.

2 11
» Les vecteurs propres pour la valeur propre A; = 1 forment le noyau de la matrice 8 —A; f=| -1 0 -1
0 00
Réduisons cette matrice :
2 11 1 00
-1 0 ~1 0 10
0 00 0 0 1




Retranchons de 1z 1° colonne 1a somme des deux autres ; retranchons de 1a 3° colonne, 1a 2°:

010 100
0 0-1 -1 1-1
00 0 -1 01

Ce calcul montre que la matrice B — J est de rang 2 et que son noyau, de dimension 1, est engendré par le
vecteur propre

1
a=+ -1
~1
1 1 1
» Les vecteurs propres pour la valeur propre A, = 2 forment le noyau de la matrice B —A [=| -1 -1 -1
0 0-1
Réduisons cette matrice :
1 1 1 1 00
-1 -1 -1 0 10
0 0-1 0 01
Retranchons de la 1° colonne Ia 2° , puis retranchons de la 2° colonne 1a 3%
001 1 00
0 0-1 -1 10
0 1-1 0-11

Ce calcul montre que la matrice B — 2 / est de rang 2 et que son noyau, de dimension 1, est engendré par le
vecteur propre

5°/ Diagonalisation.

Comme E = £° n’est pas somme directe de sous-espace propres, la matrice B n’est pas diagonalisable. On peut
cependant la triangulariser en prenant, pour compléter Ta famille {a; , a; } de vecteur propres en une base de E,
un vecteur @, dans I'image de B — I mais n'appartenant pas au noyau de B — 2 I, par exemple, le vecteur

1
gy = 0
0

6°/ Triangularisation.

-1 11
Seit P = 1 -1 0 larmatrice des vecteurs de la famille a = {a1, @2 , a3 }. Comme la famille a est une
1 00
0 01
base de E, la matrice P est inversible, son inverseest P~'=| 0 -1 1 |etl'ona:
1 10
0 01 31 1 -1 1 1 1 00
P'BP=| 0 -1 1 -1 1 -1 1 -1 0 |=| 021
1 190 00 1 1 00 0 0 2



Le résultat n’est pas une matrice diagonale, mais une matrice dont la restriction au sous-espace engendré par les
vecteurs {a, , a3 } est triangulaire.



EXERCICE 4.

Faire, pour la matrice C suivante, une étude semblable 3 celle de 1'exercice 3 pour la matrice B

3 -1 1 -1
c 0 1 0 0
T o4 2 -1 2
-2 1 -1 2
(o] A P .
1°/ Polyndome caractéristique.
3- A ~1 1 -1
N 4 0 1- & 0 ¢
PAy=Dér(C-Al=
W=palc=2=\ 2 - A2
-2 1 -1 2 - X
On ne change pas la valeur du déterminant en ajoutant Ia 3° colonne 2 la 2 et 2 1a 4°,
3-A 0 1 0
0 1-A 0 0
P(}=
-4 1-A -1-A 1-A
2 0 -1 1-A
On peut mettre en facteur (1 — A) dans la 2° colonne et dans la 4° colonne.
3-A 0 1-0
N P 0 1 0 0
PR)=(-
h=( ) -4 1 -1-& 1
-2 0 -1 1
On ne change pas la valeur du déterminant en retranchant la 2° ligne de la 3%
3-A 0 1 0 '
N A 0 1 00
PL)=(1-
= ) -4 0 -1-A 1
-2 0 -1 1
On peut développer le déterminant par rapport 2 1a 2° colonne.
3I-A 1 0
PM=(1-1*| -4 -1-% 1
-2 -1 1
On ne change pas la valeur du déterminant en retranchant la 3° ligne de la 2°,
3-» 10
P(A)=(1~2)7 -2 - 0
-2 -1 1
On peut développer le déterminant par rapport 3 la 3° colonne.
-2 1
P =(1-2)°
) =( ) 2

On peut développer le déterminant par rapport & la 1° colonne.




PRO=(1-MEAB-0D+2)=A-1 A -32+)=RA-1A~2)

PR=GA-1’(RA-2)

2°/ Polynome minimal.

Le théoréme de Hamilton-Caitey domne : {C —I ) (C — 2 17) = 0. Le produit (C —1 )(C - 2 ) est nul, donc le

polyndme minimal de la matrice C est (A — 1)(A - 2). Ses racines sont réelles et simples. Il en résulte que :

1. la matrice C est diagonalisable,

2. il existe une base formée de vecteurs propres.

3. la matrice € — 2 [ est de rang 3 ; son noyau, sous-espace propre pour la valeur propre 2, est de dimension 1,
c’est I'image de la matrice C —~1: Im (C -2 1} = Ker (C -1}

4, la matrice € — I est de rang 1 : son noyau, sous-espace propre pour la valeur propre 1, est de dimension 3,
c’est 'image de la matrice C =21 : Im (C ~1) = Ker (C -2 I).

5. R*=Ker(C =21} ®Ker (C—I)

3°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matrice C sont les racines du polyndme caractéristique P (A) : Ay = let A, = 2. Le
spectre de Cest {1; 2},

4°/ Vecteurs propres.

2 -1 1 -1
0 0 0 O
¢ (C-N)= . On peut la réduire de la fagon suivante :
-4 2 -2 2
=2 1 -1 1
2 -1 1-1 1 0 00
0 0 00 0100
-4 22 2 0010
2 1 -1 1 0 001
Ajouter & 1a 1° colonne 2 fois la 2%, ajouter & la 2° colonne 1a 3%, ajouter 4 la 4° colonne la 3°:
00 10 1000
006 00 2100
0 0-2 0 0t 11
0 0-1 0 0 0 0 1
Ce calcul montre que la matrice C —7 est de rang 1. Son noyau a pour base les vecteurs :
1 0 0
2 1 0
a,= 0 2= | as = {
0 0 1

Ces vecteurs sont vecteurs propres pour la valeur propre triple 1.

0
-2
-1
o Lafamille {a;, a;, a3, as } forme une base de E constituée de vecteurs propres. E = &* est somme directe de

sous-espaces propres de dimension 1.

Son image a pour base le vecteur a4 = . Ce vecteur est vecteur propre pour la valeur propre simple 2.



5°/ Diagonalisation.

Comme il existe une base formée de vecteurs propres, la matrice C est diagonalisable. Soit P la matrice des
vecteurs propres {a;, 82, d3, a4 }

100 1
2 10 0
P=1 91 1=
0 0 1 -t

Comme la famille a = {a; , @z, a3 , @4 } €5t une base, la matrice P est la matrice de changement de base :
P =[idg, [a),{e]]
Cette matrice est inversible, son inverse est :
-1 1-1 1

2-1 22
2-1 1 0
2 -1 1-1

pl=

etl’ona:

P lcP=

o oo O

0
0 10
0 01
000 2

C’est la matrice diagonale des valeurs propres. Cette diagonalisation montre que 1'endomorphisme f de matrice C

sur la base canonique de #* peut se décomposer en ;
— application identique dans le sous-espace propre engendré par les vecteurs {a, a2, a3 },
— homothétie de rapport 2 dans le sous-espace propre engendré par le vecteur 4.



EXERCICE S.

Soit M une matrice $x5 réetle dont le polyndme caractéristique est :
PX) =X+ 1D x-2%
1. Quelles sont les valeurs propres de M ?
2. M est-elle diagonalisable ?
3. On suppose de plus que les sous-espaces propres sont de dimension 2. Que conclure ?

SOLUTION.

1°/ Valeurs propres.

La matrice M a, par hypothese, pour polyndme caractéristique : P (A) = (A + 1 (. — 2. Les valeurs propres de
la matrice M sont les racines du polyndme caractéristique, ce sont donc les nombres —1 et 2. La valeur propre —1
est d’ordre de multiplicité 2, 1a valeur propre 2 est d’ordre de multiplicité 3. La matrice M posséde donc un sous-

espace propre pour la valeur propre —1 et un sous-espace propre pour la valeur propre 2,

2°/ Diagonalisation.

Cependant le polynfme caractéristique ne permet pas de conclure quand au caractére diagonalisable ou non de fa
matrice M. Pour que la matrice M soit diagonalisable, il faudrait que Ie polyndme minimal de la matrice M soit

P, M=+ 1)(A-2)
de telle sorte gue la matrice (M + I') soit de rang 3 et la matrice (M — 2 I') de rang 2. Dans ce cas, le noyau de la
matrice (M + 1), c’est-a-dire le sous-espace propre relativement a la valeur propre —1, serait de dimension 2 et le
noyau de la matrice (M — 2 I}, c’est-2-dire le sous-espace propre relativement i la valeur propre 2, serait de
dimension 3.

3°/ Dimension des sous-espaces propres.

La matrice M n’est diagonalisable que si, pour toute valeur propre, la dimension du sous-espace
propre correspondant est égale & Uordre de multiplicité de la valeur propre dans le polynime
caractéristique de la matrice.

Dans le cas ofi les sous-espaces propres sont tous deux de dimension 2, la dimension du sous-espace propre
relatif A Ta valeur propre —1 est égale A l'ordre de multiplicité de cette valeur propre dans ie polyndme
caractéristique, de sorte que la restriction de M & ce sous-cspace propre est diagonalisable et sa diagonalisée
comportera uniquetent des —1 sur la diagonale,

La dimension du sous-espace propre relatif & la valeur propre 2, par conire, n’est pas égale a I'ordre de
multiplicité de la valeur propre 2 dans le polyndme caractéristique et la restriction de M au noyau de la matrice
(M + I)* conservera une partie triangulaire.

Le polyndme minimal de la matrice M est (A + 1)* (A — 2)” et il est possible de trouver une base de £° dans
taquelle 1a matrice de I'endomorphisme de matrice M dans la base canonique prend la forme :

-1 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
0o 02 0 0
0o 00 2 1
0 0 0 0 2




EXERCICE 6.

E = F'est rapporté 3 sa base canonique ¢ = {e, , &3, €3 , £4). fest 'endomorphisme de matrice M dans cette base :

2 000
M 4 -6 4 4
Tl 4 4 2 4
0 4 4 2
1. Quelie est la matrice de g = f* dans la base (e} ?
2. Quels sont les vecteurs propres et les valeurs propres de g ?
3. Montrer que si A est une valenr propre de f, alors b = A% est valeur propre de g.
4, En déduire les seules valeurs propres possibles pour f.
5. Pour un vecteur x quelcenque de E, monirer que :
fix)+2xe Ker(f—2idg }
fix)—2xe Ker (f+2idg }
6. Construire un systtme de générateurs de E formé de vecteurs propres de £,

7. Diagonaliser f, soit directement, soit en utilisant ce qui précede.

SOLUTION.

1°/ Carré de la matrice M.

Si fest I'endomorphisme de matrice M dans la base canonique de £ I'endomorphisme g = f % a pour matrice
dans la base canonique le carré M de la matrice M.

2 000 4 0 00
4 -6 4 4 0 4 00
M= = M= =41
4 -4 2 4 00 40
0 -4 4 2 00 0 4
M?*=41,

Cette relation montre que "on a : (M — 2 I )(M + 21) =0, donc le polyndme minimal de la matrice M est :
Py =X-2X+2)

2°/ Valeurs propres du carré de M.

Les valeurs propres de M * sont les racines du polyndme caractéristique (X — 4)* de M2 I y en a une seule, 4,
d’ordre de multiplicité 4.

La matrice M® a une seule valeur propre, 4.

3°/ Valeurs propres de la matrice M.

Soit A une valeur propre de M. Pour tout vecteur propre x relativement 4 cette valeur propre on a f(x) = Ax,
donc g(xj=f(f(x) = F(Ax)=Af(x)= A2 x. 1l en résulte que p = A2 est valeur propre de g, donc de 1a matrice
MEet que x est vecteur propre pour cette valeur propre.
Comme la seule valeur propre de M * est 4, les valeurs propres de M vérifient A% = 4. Les seules valeurs propres
possibles de M sont donc -2 et 2,
On a déji observé que le polyndme minimal de la matrice M est

PX)=X-2)X+2)
Les racines du polyndme minimal de M sont aussi des racines du polynome caractéristique de M, de sorte que les
deux valeurs -2 et 2 sont des racines du polynéme caractéristique de M : ce sont toutes deux des valeurs propres
de M. Comme ce sont les seules valeurs possibles pour les valeurs propres, on en conclue :

Les valeurs propres de la matrice M sont -2 et 2,




4°/ Sous-espaces propres.

Pour tout vecteur xde E, ona:
(F-2idg f(x)+2x)=M-21)M+21)x=0
(F+2idg ) f(x)=2x)=(M+21)}M-21)x=0
puisque (M —-21)YM+2)=M+2I)YM-21)x=0.
d’ol les relations :
fix}+2xe Ker(f—2idg)
Jix)—2xe Ker (f+2idy)
Ces relations montrent que 'image de ( f+ 2 idg ) est dans le noyau de ( f— 2 idg ) et inversement, I'image de ( f
- 2 idg ) est dans le noyau de ( f+ 2 idg ).
Considérons alors, par exemple, la matrice M — 2 1. On peut réduire cette matrice pour calculer son rang. On
arrivera 3 une matrice comportant un certain nombre de colonnes de zéros qui définissent le noyau de (f -2 idg ),
c’est-d-dire le sous-espace propre pour la valeur propre 2. Les autres colonnes donnent I'image de (f —2 idg ),
c’est-a-dire le sous-espace complémentaire du sous-espace propre pour la valeur propre 2. Ce sous-espace est le
noyau de (f+2 idg }, ¢’est-2-dire le sous-espace propre pour la valeur propre —2.

5°/ Base de vecteurs propres.

Comme le polyndme minimal de la matrice M ne comporte que des racines simples, la matrice M est
diagonalisable et ’on peut trouver une base formée de vecteurs propres. Pour déterminer une telle base,

réduisons la matrice M —2 1.

0 000 1 000
4 8 4 4 01060
M=2I=1 4 40 4 0010
0 4 4 0 00 01
Soustraire la I; colonne de la 4%, Ajouter la somme de la 1° et de la 3° cilonnes ala 2t
0 0 0 0 1 10 -1
4 0 4 0 010 O
4 0 0 0 011 0
0 0 4 0 0 0 0 1

Ce calcul montre que :

& Lamatrice M — 2 I est de rang 2 : son image est de dimension 2, son noyau est de dimension 2.
1 -1
1 0
s  On peut prendre pour vecteurs propres relativement i la valeur propre 2 les vecteurs 1 et 0
0 1
0 0
1 1
¢ On peut prendre pour vecteurs propres pour la valeur propre ~2 les vecteurs I et 0
0 1

s Les valeurs propres —2 et 2 sont toutes deux des valeurs propres doubles. Le polyndme caractéristique de la
matrice M est donc P (A) = (A — 4% = (A — 2* (L + 20



0 0 1 -1
1 1 1 0
Les vecteurs a; = ) , 3 = 0 , 3 = | , 4 = 0 forment une base de vecteurs
0 1 0 1
propres.
o [ ] L] L] L4
6°/ Diagonalisation de la matrice M.
0 0 1 -1 -1 1 0 -1
1 11 0 0o 1 -1 0
Soit P = la matrice formée des vecteurs propres. P~ ' =
1 o1 0 1 -1 1 1
010 1 0 -1 1 1
-2 0 00
0 -2 00
PT'MP=
0 0 2 0
0 0 0 2

La matrice obtenue est diagonale, avec, sur la diagonale, les valeurs propres avec leurs ordres de multiplicité.



EXERCICE 7.

Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espaces propres, le polynfme caractéristique et le polynfme miinimal de
I’ opérateur associé 4 :
-1/2 -1/2 1/2
A= =1/2 1/2 1/2

0 0 1

Peut-on diagonaliser cette matrice ?

SOLUTION.

1°/ Réduction de 1a matrice A.

Réduisons la matrice A.

-1 -1 1 1 0 0
1
= a1 010
2

0O 0 2 0 01

Ajouter la 1° colonne 2 1a 2° et & 1a 3°.
X!

-1 =2 0 111
1
- -1 0 0 0120
2

0 0 2 0 01

Multiplier par -2 1a 1° colonne. Multiplier par 1 1a 2° colonne. Retrancher la 2° colonne de la 1°.
Echanger la 1° et la 2° colonnes.

\)
100 -1 -1 1
010 -1 10
00 1 0 01

Ce caicul montre que :
o La matrice A est de rang 3 : son image est £°, son noyau est {0).

-1 -1 1
o La matrice A est inversible et son inverse est A~ ' = -1 1 0
0 0 1

2°/ Polyndme caractéristique.
-05-A -05 05

PM=Dét(A-AI)= -05 05-4 05
0 0 1-A
On peut développer le déterminant par rapport 4 la 3° ligne.
-05-4 -0,5
PR)=(1-2 =(1-M[A-05A+0,5-05
M =(1-4 05 05— ( ) [ ( X ) ]

PA)=(1-ANA—2x0,5)y=— (- DA ~0,5)



vz

V2
POy== (et =)= =)A= 1)

3°/ Valeurs propres.

2 42

La matrice A a trois valeurs propres simples distinctes, — T, 7 1.

4°/ Polyn6me minimal.

Comme le polyndme caractéristique est produit de facteurs de premier degré distincts, ces facteurs forment aussi
le polynéme minimal de la matrice, ¢’est-3-dire le polyndme unitaire de degré minimal tel que P, {A) = 0.

7

V2 2
P, =(h+ 7)(1— "’5‘)(7h -1

5°/ Vecteurs propres.

Les trois valeurs propres sont réelles et distinctes. Les sous-espaces propres sont donc de dimension 1, leur

somme est directe ct égale & &7,

V2
¢ Pour vecteur propre relativement 3 la valeur propre — —2—, on peut prendre n’importe quelle combinaison

linéaire non nulle des colonnes de la matrice

2 1 -1 -3 -1 1
V2 2 1 V2
A-—INA-IN=AA-I)-—A~-I)=— 1 -— -1 -1 1
2 2 2 2
00 0 0 0 0

par exemple 2 fois la différence entre la 1° et ta 2° colonnes :

1 1 1+42
a=| 1 |+42] 0
0 0 0

13
—

2
s Pour vecteur propre relativement 4 la valeur propre 7 on peut prendre n'importe quelle combinaison

linéaire non nulle des colonnes de la mairice

2 1 -1 -3 -1 1
2 V2 1 V2
A+ —DA-1)=A@A-IN)+— (A -T)=— 10 0 |+—| -1 -1 1
2 2 2 2
00 0 0 0 0

par exemple 2 fois la différence entre la 1° et fa 2° colonnes :

=
[ %]
|
_
|
=
(o}
1]
_

s Pour vecteur propre relativement i la valeur propre 1, on peut prendre n’importe quelle combinaison linéaire
non nulle des colonnes de la matrice

2 2 11
(A+£I}(A—£ N=A*-—1I=—
2 2 2 2

o O O
—_— =

o O O



0
par exemple le vecteur a = 1

1

6°/ Diagonalisation.

Soit P la matrice des vecteurs propres,

1+42 1-42 0 i 1 —1+472
P= 1 11 ;P*:Tz -1 1442
0 0 1 0 0

-2 00

P lAP=~ 0 42 0

2 0o 0 2



EXERCICE 8.

Etudier le rang, I'image, le noyau, les sous-espaces propres, le polyndme caractéristique et le polyndme minimal de
I' opérateur associé 4 :

1 0 -1
B= 1 1 =2
1 -1 0

Peut-on diagonaliser cette matrice ?

SOLUTION.

1°/ Réduction de la matrice B.

Réduisons la matrice B.

1 0 -1 1 00
1 1 =2 60 10
1 -1 0 60 01
Ajouter la somme de 1° et de la 2° colonnes & la 3°,
\) N2
1 0 0 1 01
1 10 0 11
1 -1 0 0 01

Ce calcul montre que :
e La matrice B est de rang 2 : son image est de dimension 2, son noyau est de dimension 1.

1 0
+ I’image de B est engendrée par la famille libre 1 ; 1 , tirée de la la matrice de
1 -1
gauche.
1
+ Le noyau de B est engendré par le vecteur 1 |, tiré de la matrice de droite.
I
¢ Si fest'endomorphisme de matrice B dans la base canonique de #° ona:
1 0 -1
fle) = 1 Jle) = L Sles)= -2 ’
1 -1 0

o
—

|
—

Plen=l 0 | flea)=fle)-fle)=| 3 |, fla)==fle)-2f(e)=| -3

0 -1 1
1 0 -1 0 1 I 0 2 -2
e B=| 1 1 -2 {=B*=| 0 3 -3 |=B*=| 0 6 -6 |=2B%
1 -1 0 0 -1 1 0 -2 2
s B*B-20)=0
-1 0 -1
e B(B-2I)= 1 -1 =2




2°/ Polynome caractéristique.

I-i 0 -1
P(M=Dét(B-AD= 1 1-& -2
I -1 -A
On peut développer le déterminant par rapport 3 la 1° ligne.
1-A -2 1 1-X ) ) 5 )
P(?L):(l—?t)‘ IR el T ‘=(I—7\.)(K “A=2)-(A-D=—-A+22=-ARA-2D)

PM=-A2R-2)

Ce résultat confirme le résultat obtenu pour la matrice B : B* (B — 2 1) = 0, c’est le théoréme de Hamilton-
Cailey.

3°/ Valeurs propres.

Les valcurs'propres de la matrice B sont les racines du polyndme caractéristique, 0 et 2, La valeur propre 0 est
racine double. La valeur propre 2 est racine simple.

4°/ Polyndme minimal.

La relation B (B — 2 I} # 0 confirme que le polyndme minimal de la matrice B est A2 (A — 2).

5°/ Vecteurs propres.

» Pour vecteur propre pour la valeur propre 0, on peut prendre n’importe quelle combinaison linéaire non nulle

-2 11 1
des colonnes de lamatrice B(B—21)=| -2 1 1 |,parexemplele vecteurea =| 1
-2 11 1

Le noyau de la matrice B (B — 2 I') est un sous-espace vectoriel de dimension 2, mais le noyau de B est de
dimension 1, comme on I’a vu plus haut. .
* Pour vecteur propre relativement 4 la valeur propre 2, on peut prendre n’importe quelle combinaison linéaire

0 1 -1 1
non nulle des colonnes de la matrice B2 = 0 3 -3 , par exemple le vecteur a; = 3 .La
0 -1 1 -1

matrice B? est de rang 1, son noyau est de dimension 2, engendré par les vecteurs e; et e; + e3 , comme on le
voit en faisant la somme des 2° et 3° colonnes de la matrice B2,

o Comme le vecteur a; = e; est lindairement indépendant des vecteurs a, et a3 , on peut compiéter la famille
libre {a; , a; } en une base de R? avec le vecteur a, = e, .

e Les vecteurs propres {a, , gz , as } forment une base de #%, mais ce n'est pas une matrice de vecteuis
propres, de sorte que la matrice B n’est pas diagonalisable.

6°/ Triangularisation.

11 0o 1 3
SoitP=| 1 0 3 , Ia matrice de la base a. P~ ! = % 4 -2 -2
1 0 -1 o 1 -1

010

P'BP=| 0 0 O

00 2

La matrice obtenue comporte sur la diagonale les valeurs propres de B avec leur ordre de multiplicité : double
pour 0, simple pour 2.



Dans le sous-espace de base {a; , a; }, la restriction de I'endomorphisme f défini par 12 matrice B n’est pas

0
diagonal, il a pour matrice sur {¢ , a3 } 0 0 1 poUr un x = x; ¢y + X3 gz du plan engendré par @, et az

Bx=xa.
Dans le sous-espace de base a, , la restriction de I'endomorphisme f défini par la matrice B est une homothétie de

rapport 2.
B =KerB @Re ®Ker(B-21)



EXERCICE 9.

Etudier le rang, 1'image, le noyau, les sous-espaces propres, le polynSme caractéristique et le polyndme minimal de
I’opérateur associé & :

0 7 -6
C= -1 4 0
0 2z -2
Peut-on diagonaliser cette matrice ?
O Fd .
1°/ Déterminant.
0 7 -6
-1 4 0 |=12-14=-2+#0.Lamatrice C est inversible. O n’est pas valeur propre. La matrice C est
0 2 -2

de rang 3, son image est £° tout entier, son noyau est réduit 2 0.

2°/ Polynome caractéristique.

A 7 -6
Py =Dét(C~AD="| -1 4-A 0
0 2 —2-%

On peut développer le déterminant par rapport 2 la premiére colonne :
PA) = A0 —-BDA+D)+ (14 -TA+12) =~ A A —24-8)-2-T7A=-A+22242-2
PA=-LPA-D+A-2)=0-D0-A)=-A+ DA -DA-2)

P(Y)=(—2)(1-27)

3°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matrice C sont les racines du polyndme caractéristique : — 1, 1, 2. Il y a trois valeurs
propres réelles simples distinctes.

4°/ Vecteurs propres.

Comme les trois valeurs propres sont distinctes, il y a trois sous-espaces propres de dimension 1.

-5 -5 30 5
(C-INC-2I= -1 -1 6 = Sous-espace propre pour Ay =-1: & 1
-2 -2 12 2
-9 9 18
(C+IXC-21)= -3 3 6 => Sous-espace propre pour Az = 1 : & 3
-2 2 4
-8 16 12 4
(C+I)C-I)=| -4 8 6 |= Sous-espaceproprepouri;=2:8| 2




5°/ Diagonalisation.

5 9 4
Les vecteurs a; = 1 , Oy = 3 , O3 = 2 , forment une base. Dans cette base, la matrice de
2 2 1
I"'endomorphisme f, de matrice C dans la base canonique, est diagonale carf(a; ) = —ay, flaz J=a; , flaz )=2a3 .
10 0 594V ( 07 -6 59 4
[f.{al{a}]l= 010 |= 3 2 -1 4 0 1 3 2
0 0 2 2 2 1 0 2 2 2 2 1
-1 -1 6 07 -6 5 9 4 -1 0 0
- 3 -3 -6 -1 4 0 1 3 2 |= 019
-4 8 6 0 2 -2 2 2 1 0 0 2




EXERCICE 10.

Ewdier I rang, I'image, le noyau, les sous-espaces propres, le polyndme caractéristique et le polyndme minimal de
I’opérateur associé & :

00 4 0
2 1 4 1
D=l 5020
-4 0 8 2

Peut-on diagonaliser cette matrice ?

SOLUTION.

A L]
1°/ Déterminant.
0 0 4 0
2t ariattetladcol ionnell
002 0" car la 1" et la 4" colonnes sont proportionnelles.
-4 0 8 2

2°/ Polynéme caractéristique.

—A 0 4 0
) -2 1-A 4 1
P(A)=Dér(D-AI)= 0 0 2-% 0
—4 0 g 2-A
Développons par rapport & la 2° colonne :
A 4 0
Py=(1-%) 0 2-2 0
—4 g8 2-2

Développons par rapport i la 3° colonne :

PAY=(1-02-N

‘ =AM —1)2-4)°

0 2-A

P)=A( - 1D -2)°

3°/ Valeurs propres.

Les valeurs propres de la matrice D sont les racines du polyndme caractéristique : 0, 1, 2 (racine double).

4°/ Vecteurs propres.

DM~-ID-21)=0
Donc le polyndme minimal de 1a matrice D est A (A — 1)(h —2).

2 0 4 0 1
0 00 0 _
(D~I)D-20)= 00 0 0 =a= est vecteur propre pour la valeur propre 0.
4 0 -8 0 2

Réduisons la matrice D.




0 0 4 0 1000
-2 1 4 1 0100
0 02 0 0010
-4 0 8 2 0 00 1
Ajouier 2 fois la 4° colonne 4 la 1% Retrancher 1a 2° colonne de la 4°,
00 4 0 100 O
01 4 0 0 1 0 -1
00 2 0 01 0
0 0 8 2 2 00 1

Ce calcul montre que la matrice I est de rang 3. Son noyau, qui est le sous-espace propre pour la valeur propre
0, est de dimension 1, donc la vecteur a; forme & Tui seul une base du sous-espace propre pour la valeur propre 0.

0 000 0
-2 -1 4 1 1
D(D-2I)= 0 00 0 >0 0 est une base du sous-gspace propre pour la valeur propre
0 00Q0 0
1.
00 4 0 0 2
-4 0 8 2 1 0
D{d-1I)= 00 2 0 = a3 = 0 et gy = | forment une base du sous-espace propre
~4 0 8 2 i 0

pour la valeur propre 2, qui est de dimension 2.

5°/ Diagonalisation.

Comume il existe une base @ = {a; , a2, a3, a4 } formée de vecteur propres, la matrice D est diagonalisable :
0 0 0

[f.{a).{a}]=

o O OO

100
02 0
00 2
La matrice du changement de base est : '

[l'dg,{a],{E}] =

—_— D = O
- SRR e I & )

| SO T e T e Y
[ I o RS o0 ]

Ceci traduit les formules :
a1=e +2e

iy =&y

da=ex+és

614=2€1+€3
On a alors :

gy =4y

2iSdy—€Ex=d3— g
er=a—2e=a-2(@—a)
eg=a4—2el=a4—2(a1+2a2—2a3)

1

2 . 1
lidg {edladl=| 5 o 4 | |=Ude.labiel]

0



100 2 000 0
10 10
1 |71 002 0
10 00 0 2

1
0 00

2
-4
4
1

0
1

1
2
-2 0




EXERCICE 11.

Etudier la matrice & » lignes et » colonnes :

11 1

11 1
F= .

11 1

SOLUTION.

La matrice F, & n lignes et n colonnes, est de rang 1. Son noyau est done de dimension » — 1. et a pour base la

famille {es —¢€) , €3 — €1+ ... .8, — €, }. Dans labase a= {e, , ea ~ €1, 83— ¢ , ... , € — € }, la matrice de

I’endomorphisme f de matrice F dans la base canonique est donnée par les images des vecteurs de base :
f(el)=31+€2+...+€n=n€1+(€2""81)+...+(€"-‘21)

flee—e)=0
n 0 .. 0
¢ ... 0
[f.{a}l{atl= =
1 ¢ 0

Le polyndme caractéristique est P (A) = {n — A}=A)"~ !
Les valeurs propres de f sont donc 0 (valeur propre d’ordre n — 1) et #, valeur propre simple.
La relation :
flen)=nei+{e—e ) +...+{e—er)
donne
flfter)}=f(ne, ) +flez—e ) +... +fle,—e)=nfle)
et cette relation montre que le vecteur non nul :
fler)=nej+(ez—e )+ .. +(g, e )=e +ext ... e
est vecteur propre pour la valeur propre .
Danslabaseb={e +ex+ .. +e, ,e2—€e1,83—€1,...,e,— e }, 1a matrice de I’endomorphisme f de mafrice F'
dans la base canonique est diagonale :

n 0 ... 0
0 .. 0
ifidhiel = Do
0 0 0
et la matrice du changement de base est :

1 -1 ... -l
. 0
[ide (bl{e}l= o

Son inverse est la matrice des composantes des e; sur la base b :
by—(h+...+b, )=ne;

1 1 1
er=— b ——bh—..—=b
n n n
1 1 1 n—1 1
8;‘=b¢'+€]=b(+_(bl—b2"“...—bn)=_b]—_bg—...-l"_‘bg—...—_bn
n H n n n
1 1 .. 1
, T S T T B |
[ ide ,{e],{b]]:; .. .

-1 -1 = nr-1




Diagonalisation.

1 1 . 1
1 -1 n—-1 .. -1
n : N :

-1 -1 - n-1



EXERCICE 12.

Etudier 1a matrice & r lgnes et n colonnes :

¢ - 0
0 10
G=| . :
1 0 0
Remarques générales.
a{n+)
G est une matrice réelle symétrique. Son déterminant est (—1) 2, comme on le voit par récurrence :

Dét (G, )=1
Dét (G, } = (-1)" Dét (G, -, )
On remarque aussi que G* = 1,
Soit f 1'endomorphisme de matrice G dans la base canonique. Le changement de base ¢ = ¢, , 1 -; . soit

0 - 0 1
0 « 10
lids.(a)fe]=] . . . . |=G
| 0 0
donne ;
fla;)=fleni1-1) =€
d’ol :
0 - 0
0]
[flabied=| | | .
0 0 -1

La relation G* = I montre que G~ '= G, donc :

lidp .{e},{a}] = [ide,(a).le}] =G

[f,{a},{a]] = {idg,{e},{a}][f,{a},[e}] =G
La matrice de G est invarante dans ce changement de base. ‘
On a aussi (G —I)G + I) = 0, done le polyndme minimal de G est P, (4) = (A + 1) (A — 1), Les valeurs propres de
G sont donc —1et1.
Ona
fleitet. .. +e)=e+eart.. . +e,

donc e; + e;+ ... + €, est toujours vecteur propre pour la valeur propre 1.

Polyndéme caractéristique et valeurs propres.

1% cas : n est pair,n =2 k.

Dans ce cas, il 0’y a pas de 1 sur la diagonale de G. Le polyndme caractéristique de G est :

A e 0 0 - 1

0 -1

PM=DéG-M)=| o Lo
I oo 00 = —h

On ne change pas la valeur du déterminant en ajoutant A fois la dernigre colonne & la premigre :




0 0 0 1

b A1 0
A= 0 1 —A 0
-2 . 0 0 - A

On peut développer le déterminant par rapport & la 1° colonne, puis le déterminant restant par rapport a la 1° ligne

Py (A= (1) (1= A1 Pog (== (1 =AY Paa ().
Avec P, (W) = (A2 — 1) = — (1 — A?), il vient par récurrence :
Py =D (-A =+ D - 1
n

Les valeurs propres de G sont done —1 et 1, avec, pour chacune un ordre de muitiplicité égal 4 k= —.

b2

2°cas : n estimpair,n =2k + 1.

Dans ce cas, il y a un 1 sur la diagonale de G.

—A 0 0 0 1
0 —A 0 1 0
P)= o - 0 1-A 0 - 0
0 1 0 —A 0
1 - 0 0 0 - -\
On ne change pas la valeur du déterminant en ajoutant & la 1° colonne A fois la derniére colonne :
0 - 0 0 0 - 1
0 —A 0 0
PA)= 6 - 0 1-A 0
0 1 0 i 0
-2 « 0 0 0 « -~}

Développons le déterminant par rapport 2 la 1° colonne, puis le déterminant restant par rapport & la 1° ligne :
o) =1 (=N )x (=17 P s () == (1=2) Pra ()
Avec Py (A) = (1 — &), il vient par récurrence :
Pa =D 1= -0 =D A+ A - = - G DF - DM
n+l

n—1
Les valeurs propres de G sont—1 et 1, -1 estd’ordre k = T’ lestd ordre b+ 1 = —2—

Vecteurs propres.

En raison de la symétric de la matrice de G, nous allons considérer les vecteurs ¢; + ep5 1 - -
flegveniiy )=fle)+flensii I=enur ta =& + €01

n
Le vecteur ¢; + £, . 1 —; est toujours vecteur propre pour la valeur propre 1, pour toutide 1 & [E:| (partie entiere

de 5). Nous obtenons ainsi k vecteurs propres sin =2k ousin = 2 k+ 1. A ces k vecteurs, il convient d’ajouter

le vecteur d’indice central e, , | lorsque n est impair : ce vecteur est invariant par la matrice G, il correspond au 1

de la diagonale de G, donc il est vecteur propre pour la valeur propre 1.
Ces k ou k + 1 vecteurs forment une famille libre de fagon évidente car la matrice de leurs composantes sur la

base canonique comporte une diagonale de 1 avec des 0 au-dessus.
Si ’on considére maintenant les vecteurs ¢; — e, 1-; , il vient:
flei—ener— J=fle;) =flensioi ) =€naroi —&i =— (& —€4r1-1)



n
Le vecteur ¢; — €, -; est vecteur propre pour la valeur propre —1, pourtoutide 1 4 [—2—] .

Nous obtenons ainsi k vecteurs propres si n =2 k ou st r = 2 k + 1. Les & vecteurs obtenus forment aussi une

famille libre.
Les n vecteurs ainsi définis forment une base de vecteurs propres.

Diagonalisation.

Comme il existe une base formée de vecteurs propres, la matrice G est diagonalisable, avec, sur la diagonale, &
fois la valeur propre —1 et k (# pair) ou k + 1 (n impair) fois la valeur propre 1.



EXERCICE 13.

Etudier la matrice 4 » lignes et » colonnes :

« B oo P
B e
H=| g
p B o

SOLUTION.

La matrice H est une matrice symétrique. Ses valeurs propres sont donc réelles.

Déterminant.
On ne change pas la valear du déterminant en ajoutant & Ia 1° colonne la somme des z — 1 autres colonnes :
a B - P a+(n-0B p ... B
B oo o a+(n-DPp o :
Dét(H) = L = . C
(H) P B : . B
B B o ak(n-DB = B @
On peut mettre en facteur ¢ + (n — 1) B dans la 1° colonne :
: I B . p
I oo e
Dét(H)=(+@m-DP | . . . B
1 Boa
On ne change pas la valeur du déterminant en retranchant B fois 1a 1° colonne de chacune des (n — 1) autres :
1 0 - 0
a-B = 0
Dét (H)=(a+ (n— 1) B) . . .
1 0 e O— B

On peut développer le déierminant par rapport 2 la 1° ligne :
Dét(H)=(a+ (=1 P) (=B~

Polynome caractéristique.
P (A) = Dét (H — AI) s’ obtient en remplacant o par (¢ — A) dans le déterminant de H :

POy=(@+(n-1B~A)@-p -1

Valeurs propres.

La matrice H a 2 valeurs propres :
A= 0+ (n—1) B, d’ordre 1.
—M=0-B,dordren— 1.

Polynome minimal.

H-(a-PI=

™ ™
-



OrH . | estle vecteur dont les composantes sont les sommes des lignes de la matrice # , dong :
1
1 1 1 0
1 1 ] 1
H o=+ n-DPB) : J80it (H —(o+(n—-1MI1) . = . | et, par conséquent,
1 1 1 0
1
. 1
comme toutes les colonnes de la matrice H — (0P} sont proportionnelles au vecteur .|+ le produit de
1

matrices (H — (0 + (n — 1) B) I )(H —~ (0. — ) I) est nul. Le polyndme minimal de la matrice H est donc :

P, = (A ~ (04 (n—1) PI}A - (- B)

Vecteurs propres.

~(n-1p B B
—(n~1
Réduisons la matrice H —{a+(n— 1) f) I = B (n.: )P . B
p B v —(n=0)P
-(n—-1)P B - B 1 0 - 0
p -(r-DB - B 0 1 0
B L 00 = I
Ajouter 2 la 1° colonne 1a somme des (n — 1) autres colonnes
N3
0 B B 1 0 0
0 ~(n~1BF - B 11 0
0 B v —(n-DP 10 -1
i
1
Ce calcul montre que le vecteur a; = . est dans le noyau de H — (ot + (n — 1) B) 7. Comme la valeur
1

propre (00 + (n — 1) ) est simple, le sous-espace propre correspondant est de dimension 1 : Je vecteur g, est donc
une base du noyau de H —(o+(n—1) B} 1.

La matrice H — (o — B) I a toutes ses colonnes identiques, Pour B # 0, on voit, en soustrayant la 1° colonne de
chacune des autres que :

— cette matrice est de rang 1,

-— son noyau a pour base la famille de vecteurs {e; —e; . €3 — €1, ..., g, — €1 } 1 ces vecteurs sont donc des
vecteurs propres de la matrice Ff pour la valeur propre o.— . Onnote a; =¢; —e, , pouri 22,

Diagonalisation.

Les vecteurs {a; , @z, ... , a, } forment (comme pour la matrice F) une base de R" . Dans cette base, la matrice de
I’endomorphisme f de matrice H dans la base canonique est diagonale :



[f,{a},{a}] =

‘0L+(n—1)|3

0
o-p



EXERCICE 14.

Soit A une matrice symétrique réelle 2 # lignes et n colonnes telle qu’il existe un entier k vérifiant A* = [, Montrer que
At=1,.

SOLUTION.

Soit A une matrice réelle symétrique a r lignes et r colonnes telle qu’il existe un entier &k > 1 vérifiant Af=1, A
est la matrice d'une endomorphisme f de &', On sait qu’alors existe dans R" une base formée de vecteurs
propres. Soit @ = {a; , ... , @, } une telle base. On sait aussi que toutes les racines du polyndme caractéristique
sont réelles, donc toutes les valeurs propres sont réelles. Soit A; ces valeurs propres, { = 1, ... , n. Certaines des
valeurs propres peuvent &tre multiples.

1=h
Soitx = Z x; & un vecteur quelconque de . Ona:

i=l

i=n =n
# (x)=xdonc Z x A a; =Z i thy
i=l i=1

Commme les a; forment une base, on obtient , pour tout /£,

Kjk =1,
Comme A; est réel, c’est que A; == 1, done

142 =1,
On a alors:

=R i=n
Fr=2 5l a=2 xa=x
i=1 i=1
d'oll f = idg et



EXERCICE 15.

Vrai ou Faux.
E est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps de nombres complexes X. Soit f un endomorphisme de £. Id
est 'application identique, Donnez votre opinion sur les assertions suivantes (4 justifier par une démonstration).
01. Sif%=f, alors f est inversible.
02. Sifest inversible, alors £~ est diagonalisable.
03. Si fest diagonalisable, alors f est inversible.
04. Si fest inversible, alors /% "est aussi.
05. §i fest diagonalisable, alors f 2 Pest aussi.
06. 51 f* = f, alors f est diagonalisable,
07. Si f2 = [d, alors f est inversible.
08. Si fest inversible et diagonalisable, alors f™* est diagonalisable.
09. Si la maltrice de f par rapport & une base {1} est symétrique, alors f est diagonalisable.
10. Le noyau de f est un sous-espace propre de f.
11. L'imaga et le noyau d’un endomorphisme diagonalisable et non inversible forment une somme directe.
12. 81 une matrice i éléments dans & est diagonalisable et inversible, son inverse est diagonalisable.
13. La somme de deux endomorphismes diagonalisables dans &% n’est pas forcément diagonalisable.
14, La matrice :

3 0 8
A= 31 -6
-2 0 -5

est diagonalisable.

SOLUTION.

01. Endomorphisme idempotent.

Faux.
Soit f un endomorphisme de E vérifiant f>=f. On a alors Déz ( f* } = Dét( f ), soit :
(Dét () Y* = Dét (f)
d'oll Dét () =0 ou Dét (f) = 1. 8t Dét (f) = 1, fest inversible, mais si Dét {f} = 0, fn’est pas inversible.
Par exemple, si I’on prend pour £ le projecteur sur le premier axe canonique :
fitx, %, .2 ) (x,0,...,0)
on a bien :
fz(xl 1 X2y e sxn)=f(.f(xl s X2y ene ’xn)) =f(-xl!0’ Gee 50)= {xl ,0, e 10)=f(xl g - AP ’xn)
done f 1= f, mais le noyan de fest I’ensemble des vecteurs dont 1a premiére composante est nuile : c’est un sous-
espace vectoriel de dimension n — 1 : il n'est pas réduit & 0 d&s que # est strictement plus grand que 1. Comme le
noyau n’est pas réduit & 0, fn’est pas inversible,

_ 2 =fqéf est inversible

02. Endomorphisme inversible.

Faux.
L’endomorphisme inverse f~ ' posstde les mémes sous-espaces propres que f avec pour valeurs propres les
inverses des valeurs propres de £, ce qui résulie de :

flo)=Axe=—f"(x)=A"x
Dire que E posséde une base formée de vecteurs propres pour fest done équivalent 4 dire que E posséde une base
formée de vecteurs propres pour f~ !, Done, pour un endomorphisme inversible, f~ ! est diagonalisable si et
seulement si, f est diagonalisable. Or il existe des endomorphismes inversibles non diagonalisables, par exemple

une rotation d’angle & dans &2, donc




finversible 7&» f~! diagonalisable

03. Endomorphisme diagonalisable.

Faux.
Il existe des endomorphismes diagonalisables non inversibles. Exemple : le projecteur sur I’axe des x dans R 2 Sa

0
matrice dans la base canonique est 0 0 . Cette matrice est diagonale, mais comme 0 est valeur propre

(le déterminant est nul), elle n’est pas inversible,

Jdiagonalisable # Sfinversible

04. Carré d’un endomorphisme inversible.

Vrai.
finversible <ss==> Dét f# 0 <——=> (Dét f)* # 0 <—=> Dé1f* # 0 <==> [ inversible

finversible <===>f* inversible

05. Carré d’un endomorphisme diagonalisable.

Vrai.

Fx)=Ax=>f(x)=f(Ax) = Af(x) =17 x
Tout vecteur propre pour f est vecteur propre pour f % Donc s'il existe une base formée de vecteurs propres pour
f, cette base est formée de vecteurs propres pour f 2, 1l en résulte que :

£ diagonalisable => f* diagonalisable

06. Endomorphisme idempotent.

Vrai,

Un endomeorphisme idempotent est, par définition, un projecteur, Tout projecteur f est diagonalisable car E est
somme directe du noyau et de 'image du projecteur, et, dans le noyau, f est nul, et, dans I'image, f est
’application identique, donc

F? = f==> fest diagonalisable

07. Endomorphisme involutif.

Vrai.
freld <=== fO f= Id =2 f=f ! —s fest inversible

%= Jd == fest inversible

08. Endomorphisme inversible et diagonalisable.

Vrai.
Dans 3.02, nous avons vu que, pour un endomorphisme inversible, f~ ! est diagonalisable si et seulement si, fest
diagonalisable. Donc

finversible et diagonalisable = ! diagonalisable




09. Endomorphisme symétrique.

Faux.
On sait que toute matrice réelle symétrique est diagonalisable, mais que dire des matrices complexes symétriques
? L’extension des matrices réelles symétriques au cas complexe est constitué par les matrices hermitienncs (¢’est-
3-dire dont la transposée est égale 2 la conjuguée) : toute matrice hermitienne est diagonalisable, et, plus
généralement, tout endomorphisme normal est diagonalisable (un endomorphisme est normal si, et seulement si,
il commute avec son adjoint ; tout endomorphisme unitaire, ¢’est-a-dire inversible et de déterminant 1, est normal
; tout endomorphisme hermitien est normal )
0 i
i 2
caractéristique est— A (2 —A) — i’ = A2-24+1=(-1)%1lyadonc une seule valeur propre A=1.Ona:

-1 i

1

Cette matrice est de rang 1 et son noyau a pour base le vecteur e, — i e; . Le sous-espace propre pour la valeur
propre 1, est de dimension 1, différente de I'ordre de multiplicité 2 de la valeur propre dans le polyndme
caractéristique : donc la matrice A n’est pas diagonalisable, et on a construit un exemple de matrice symétrique
non diagonalisable.

Considérons par exemple la matrice A =( J C’est une matrice symétrique. Son polynéme

A-I=

S symétrique % fdiagonalisable

10. Noyau d’un endomorphisme.

Faux.

x € Ker fe—=f(x}=0<—=f{x}=0x
On voit donc que, pour que Ker f soit sous-espace propre pour fa valeur propre 0, il faut et il suffit qu’il ne soit
pas réduit 4 0, donc il faut et il suffit que Dét f= 0.

Ker f sous-espace propre de f<—=- Dés f=0

Comme il existe évidement des endomorphismes dont le déterminant n’est pas nul, il existe des endomorphismes
dont le noyau n’est pas un sous-espace propre.

11. Somme directe de ’image et du noyau d’un

endomorphisme.
Vrai.
xeKerf\Inf==((x)=0et(Tye EXx=f(y)))
fdiagonalisable =—> Il existe une base & = {a;, ... , a, } formée de vecteurs propres

yeE=y=L ya

x=fy = yifla) =5y hay =>Ffx) =% y Afla)=Z y 4*a
flx)=0=>(¥i)y A2=0)=(Vi)y =0ocuk =0)=> (Vi) 4 =0)=x=0
L’image et le noyau de f forment donc une somme directe.

12. Inverse d’une matrice diagonalisable.

Vrai.
Soit M une matrice inversible et diagonalisable. Elle est semblable & une matrice diagonale : il existe donc une
matrice P telle que :

M=P 'AP
ob A est une matrice diagonale, ayant pour éléments de la diagonale principale, les valeurs propres de M. Comme
M est inversible, son déterminant, produit des valeurs propres, n’est pas nul, donc 0 n’est pas valeur propre :
aucun €lément de la diagonale principale de A n’est nul. Alors A est inversible et son inverse est la matrice
diagonale dont les léments de la diagonale principale sont les inverses des éléments de la diagonale principale
de A.



M= 'aAR =P AP

Comme la matrice A™ est une matrice diagonale, la matrice M~ Lest diagonalisable.

13. Somme de deux endomorphismes diagonalisables.

Vrai.
1
Considérons par exemple l'endomorphisme fi , de mairice [ 10 J dans la base canonique, et

01
Le polyndme caractéristique de f; est Py (A} = A (A — 1) : fi a deux valeurs propres réelles distinctes, ¢’est un
endomorphisme diagonalisable.
Le polyndme caractéristique de f5 est Py (A) = A (A — 1) : > a deux valeurs propres réelles distinctes, c’est un
endomorphisme diagonalisable.

10 0 -1 1 -1
Lasommcf:ﬁ+f2apourmatricedanslabasecanonique[ | o ]—0—( 0 1 J=[ 11 J.Son

polyndme caractéristique est P (A) = (1 — A} 2 4 1. 11 n’est jamais nul, donc  n’a pas de valeur propre réelle et
n’est done pas diagonalisable.

14. Matrice diagonalisable ?

Faux.
Le polyndme caractéristique de la matrice A est :
PA=G-NI -GS -+16(1~A=1-M@~-NEE-+16)=(1-MNA*+24+1)
PA=—-(+1*R-1

I’endomorphisme f; , de matrice [ J dans la base canonique.

Le polyndme minimal est donné par :

A+DA-D£0=P, M=+ A=D1
La matrice A + 7 a sa premigre et sa troisidéme colonnes proportionnelles : elle est de rang 2, le sous-espace
propre pour la valeur propre —1 est de dimension 1, différente de I'ordre de multiplicité de la valeur propre —1
dans le polyndme caractéristique, done la matrice A n’est pas diagonalisable.






