Notions Fondamentales LL1-1.2
Examen du 24 octobre 2017 — Eléments de correction.

1 Questions de type « savoir-faire »

1.1. Siy € f(AN B), prenons un z € AN B tel que y = f(z). Comme z € A, alors y € f(A), et comme x € B,
alors y € f(B). Donc y € f(A)N f(B). On a donc montré que f(AN B) C f(A)N f(B), et on n’a pas utilisé
I’injectivité de f pour montrer cette inclusion.

Soit maintenant y dans f(A) N f(B). Comme y € f(A), prenons un z4 € A tel que y = f(z4). De
méme y € f(B), donc on prend un xp € B tel que y = f(zp). Comme f est injective et que f(x4) =y = f(zp),
on a donc x4 = zp. Donc x4 € AN B puisque xp € B. Donc comme y = f(x4), on a bien y € f(AN B) et on
a bien montré que f(A) N f(B) C f(AN B). En conclusion on a donc bien f(A)N f(B) = f(AN B).

Enfin, dans le cas ou f n’est pas injective, prenons x; # xo dans E tels que f(x1) = f(z2). En posant A =
{z1} et B={x2},ona ANB = (), donc f(ANB) = 0. Mais f(A) = f(B) = {f(z1)}, donc f(A)Nf(B) = {f(x1)},
qui n’est pas vide. On a donc f(A) N f(B) # f(AN B).

n—1 n—1
1.2. On a Z cos(kx) = Re (Z em> et on sait calculer la somme d’une série géométrique de raison €.
k=0 k=0

Si e = 1, c’est-a-dire si x est de la forme 2k, pour k € Z, alors la somme vaut n et sa partie réelle vaut
également n. Sinon, on écrit

-1 .
(e 1)
= 1— eim

Il y a deux manieres de trouver la partie réelle de ce nombre : soit on multiplie en haut et en bas par le conjugué
du dénominateur (pour se retrouver avec un module au carré au dénominateur), et on obtient

1— einm B (1 . eznz)(l . e—ix) B 1— ez’nm . e—ix + 6i(n—1)m B 1— einw . e—i:p + ei(n—l)x

1—ei@  (1—e)(1—e i) 2 — et — gmix B 2 —2cosx
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1—cos(nz)—cos x+cos((n—1)z)
2—2cosx

dont la partie réelle est (ce résultat sous cette forme est accepté, bien que ce ne soit
pas lexpression standard).
Sinon on peut multiplier en haut et en bas par ’expression correspondant au « demi-angle », pour simplifier
les calculs : ' ' '
1—em™ 2 e7'2 —e'2 n1, —2i sin(%F)

1 i eZZ‘ e’L

A2
—iZ 2 —_ 2 qin(Z)’
e'2 —e'2 2isin(5)
n—1_sin(5)

dont la partie réelle est cos(™5-x) STIE)
2

(on observe bien que le dénominateur ne s’annule pas si z n’est pas de
la forme 2km pour k € Z).

En conclusion on a

1 —1,8in(%*) _ 1—cos(nz)—cosz+cos((n—)z) .

”zcos<kx>:{“s(n2 o)) - et epstotoly g 47
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1.3. La maniere la plus rapide est d’écrire, pour x proche de 0 et = #£ 0, que
1 1 sin?z —2?  (sinz — z)(sinz + z)

2 2 x2sin? ’

z2  sin?z 22sin
e . 3 . . . 3

de sorte qu’en utilisant que sinx =z — % + o(x3), on obtient que sinx ~ x et sinx — x ~ —% lorsque z — 0.

On a donc un quotient et produit d’équivalents a faire pour obtenir que

1 1 -2 L 0
- — ~ = —— lorsque r .
z2 2x x 3 d

sin



1.4. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable. La trace de A vaut 5+ 8 +5 = 18.

On écrit
-4 2 4
A-9I3=1| 2 -1 =2/,
4 -2 —4
2
qui est constitué de trois vecteurs colonnes tous proportionnels par exemple & celui du milieu, Aes—9es = | —1 |,
-2

qui est non nul. Donc on a bien que Im(A — 913) = Vect(Aez — 9ez). On a donc que A — 913 est de rang 1. Donc
par le théoreme du rang, dim(ker(A —913)) =3 - 1= 2.
Le sous-espace propre associé a la valeur propre 9 est donc de dimension 2.

. La deuxiéme

> O O

9 0
Comme A est diagonalisable, elle s’écrit donc de la forme A = PDP~'avec D= |0 9
0 0

valeur propre se calcule a l'aide de la trace, puisque celle de A et celle de D sont les mémes. On obtient
donc 9+ 9+ A = 18, ce qui donne que A = 0.

Les deux valeurs propres de A sont donc 9 et 0, et les espaces propres associés sont respectivement de
dimension 2 et 1.

1.5.

— Convergence simple de (fy,) vers 0 : Va € [0,1[,Ve > 0,3ng € N,Vn = ng, | fn(z)]| < e.

— Convergence uniforme de (fy,) vers 0 : Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, Vo € [0, 1], | fn(x)| < e.

— Négation de la convergence uniforme : 3¢ > 0,Vng € N, In > ng, Iz € [0, 1], | fn(z)| = .

Si lon a Vn € N,Jz, € [0,1], fn(zy,) = %, alors on prend ¢ = % Soit ng € N, on pose donc n = ng, et on
prend z,, € [0,1[ tel que f,(z,) > 3. On a donc bien n > ng et | fo(x)| = fn(z) > 2 = . Donc on a bien montré
la propriété de la négation de la convergence uniforme.

Pour un exemple, on peut prendre f,(x) = z™. C’est bien une fonction continue sur [0,1[. Si 0 < z < 1,
on sait que 2" — 0, donc la suite converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1]. Si on prend n € N*| il
suffit de prendre z,, = (%)% qui appartient bien a [0, 1], et pour lequel on a f,(x,) = % Donc on vérifie bien la
propriété donnée (si on pinaille, la propriété demandait « ¥n € N », on peut prendre zg € [0, 1] arbitraire et on
a bien fo(zo) =12 1...).

2 Probléeme : autour des polynémes de Legendre

2.1. Pour montrer que A est un endomorphisme du R-espace vectoriel C*°(R), il faut montrer que A est linéaire,
et que A(f) est de classe C° si f est de classe C°. En effet, si c’est le cas, alors f’ est aussi C°°, puis comme ¢
est C'°°, on obtient que q f’ est C°, et que sa dérivée (q f')’ Pest aussi. Pour la linéarité, on utilise la linéarité
de la dérivation et du produit par une fonction. On a bien en effet que si f et g sont de classe C*°, alors
pour A, p € R, on a (¢ (A\f + pg)') = (qO\f +ug')') = Mg f' +uqg) = Naqf) +uleg).

Si la fonction x +— ‘1”:;3 se prolonge par continuité en —1 et en 1, alors le numérateur doit s’annuler en ces
deux points : —a + b =a+ b = 0. On en déduit en faisant la somme que 2b = 0, donc a = b = 0. Dans ce cas,
la fonction considérée est nulle et se prolonge bien par continuité en —1 et en 1.

Si f € ker A, alors on a (¢f") = 0, donc qf’ est constante, donc f* (qui est C*°) est de la forme x — %
sur R\ {—1,1}, donc par le calcul précédent, ¢ = 0. Donc f’ est nulle sur R (on a obtenu la valeur en —1 et 1
par continuité), donc f est constante. Réciproquement si f est constante alors on a bien A(f) = 0.

De méme, si la fonction constante ¢ est dans 'image de A, alors on doit avoir f(z) = i”j,;g, et doncc=d = 0.
La fonction nulle est bien dans I'image de A (c’est A(0) par exemple).

2.2. Si f est un polyndome de R, [X], alors f’ est bien un polynéome de R,,_1[X], puis en multipliant par le
polynéme ¢ = 1 — X2, on obtient bien un polynoéme de R, {[X]. Enfin en dérivant, on obtient bien que (q f’)’
est un polynéme de R, [X]. L’endomorphisme A envoie donc bien 'espace vectoriel R, [X] (qui est bien un
sous-espace vectoriel de C*°(R)) dans lui-méme. On a alors (pour k > 2) :

AXF) = (1 = X)X = —2kXF + (1 — X2 k(k—1)X*2 = —k(k+ D)X + k(k — 1)X*2,

Pour k=0o0ul,ona A(l)=0et A(X) = —2X.



La matrice de A dans la base canonique (1, X, ..., X™), est donc la matrice carré de taille n + 1 suivante :

o0 2 0 --- 0
0 -2 0 6 . 0
0 0 -6 0
A, = k(k—1) .. 0
. ) 0
—k(k+1) . n(n-1)
: . . 0
O “ e e “ e “ e P 0 _n(n+1)

C’est une matrice triangulaire supérieure, et les coefficients sur la diagonale sont tous distincts, donc son
polynéme caractéristique a n + 1 racines distinctes : toutes les valeurs propres sont de la forme Ay = —k(k + 1)
pour k € [0,n], et sont donc simples.

2.3. Si P, = 3¢ yarX®, avec ag = 0. On obtient A(P,) = Y4 _jap(—k(k + 1)X* + k(k — 1)X*2), et
on regarde son terme de plus haut degré qui est donc —d(d + 1)agX?. Si A(P,) = —n(n + 1)P,, alors les
coefficients de plus haut degré sont égaux, autrement dit —d(d + 1)ag = —n(n + 1)ag, et donc comme ay # 0,
on obtient n(n + 1) = d(d + 1), donc n = d (la fonction k — k(k + 1) est strictement croissante dans N, donc
injective). Donc P, est de degré n.

Et on obtient donc que (P, ..., Pg) est une famille de k + 1 polynémes de degrés 0,1, ...k dans Rg[X], donc
elle est libre : si on avait une combinaison linéaire avec des coefficients non-nuls de ces polynéme, en prenant
le coefficient du polynéme de plus haut degré, on obtiendrai qu’il s’exprime comme combinaison linéaire des
autres, qui sont tous de degré strictement inférieurs, d’ou la contradiction. C’est donc une base de Ry[X]. Et
comme A(P;) = Aj(P;) = —i(i+ 1)F;, on a bien que les P; sont des vecteurs propres de A.

En écrivant Q,(X) = P,(—X), on obtient @, (X) = —P}(X) puis Q) (—X) = P,(—X). On obtient que

An(@n)(X) = (1 = X*)Qn(X) = 2XQp,(X) = (1 = X*) By (= X) + 2X P (—X)
= A(P)(=X) = —n(n+ 1)Py(=X) = —n(n + 1)Qu(X).

Donc @, est aussi un vecteur propre de A,, associé & —n(n + 1). Comme les valeurs propres sont simples,
I’espace propre associé est de dimension 1, et on a donc que @, = P, avec @ € R. On a donc P,,(—X) = aP,(X).
En regardant les termes de plus haut degré, si P, = >_7_, ap X" avec a,, # 0, on obtient que a,(—X)" = aa, X",
donc o = (—1)". On a donc bien que P,(—X) = (—1)"P,(X).

2.4. On fait une intégration par partie, pour f,g € C*°(R) :

[ AD@g = [ @@t
= [0=a) r @) - [ (-2 S @a

-1

- [0 @@

-1
Comme ce dernier terme est symétrique en f et en g, en inversant le rdle de f et g dans le calcul, on obtient

donc le méme résultat pour le calcul de / f(z)A(g)(x)dz.
1 1
On a donc, si A(f) = \f et A(g) = pg avec A # pu, que / M(x)g(x)de = / f(z)pg(z)dx, cest a
~1 —1

1
dire (A — p) f_ll f(z)g(z)dz = 0, ce qui donne bien que / f(z)g(x)dz = 0 puisque A # L.
Pour @ € Ri[X], on peut écrire @) dans la base Py, ..., P : on écrit Q = Z 0 aiP;.
Et on obtient donc / Q(x x)dz = Z / Pi(x x)dz = 0, puisque pour i < k < n, P; et P, sont des

vecteurs propres de A pour des valeurs propres —i(i+1) et —n(n + 1), qui sont différentes.



2.5. Sionnote y; < --- < yp les racines de QP,, qui appartiennent & |—1, 1[. Alors elles sont toutes de multiplicité
paire : si y; correspond a un x;, alors c¢’est une racine de multiplicité impaire pour P, et de multiplicité 1 pour @,
donc de multiplicité paire pour QF,. Et si y; ne correspond a aucun z;, alors ce n’est pas une racine de (), donc
c’est une racine de P, mais qui est alors déja de multiplicité paire.

On peut donc montrer que QF, reste de signe constant sur | — 1,1] : en effet il est de signe constant
sur [yi, yi+1], puisqu’il n’a pas de racine a l'intérieur de cet intervalle, pour i € [0,p] (en notant yo = —1
et yp+1 = 1). Et comme y; est une racine de multiplicité paire, alors le signe est le méme sur [y;—1, ¥i] et [yi, Yit1]
pour i € [1,p]. Donc le signe est le méme sur tout [—1,1].

1
Sim < n, alors Q € R,,,[X], et d’apres la question précédente, on a alors / Q(z)P,(x)dz = 0. Mais comme
-1

le polynéme QP,, est de signe constant sur [—1, 1] et que son intégrale est nulle, alors il est nul sur cet intervalle.
Donc c’est le polynéme nul, ce qui est une contradiction puisque P est de degré n et @@ de degré m (aucun des
deux n’est nul).

On a donc m > n, et comme P, a au plus n racines (comptées avec leur ordre de multiplicité), on a
donc m = n, le polyndéme a donc n racines distinctes, qui sont donc simples.

2.6. On sait que Py est un polynoéme constant qui vaut 1 en 1, donc Py = 1. De méme P; est un polyndéme
impair, de degré 1, donc de la forme aX, avec a # 0, et comme P;(1) = 1, alors a = 1. Donc P; = X.

Enfin P, est un polynéme pair, de degré 2, donc de la forme aX?+b. On a que A(P2) = aA(X?) = —6aX>%+2a
puisque A(b) = 0. On obtient donc, comme A(Py) = —6P,, que —6b = 2a. D’autre part, comme P(1) = 1, on
obtient a + b= 1, soit (—3b) +b=1. Donc b= —3, et a = —3b = 3.

On obtient donc P, = 1(3X% —1).

Séries de Legendre

2.7. On fait une intégration par parties (u(z) = P,(7)?, v/(x) = 1) pour obtenir

1 1
/ Py (z)%dz = [zP2(x)]', — 2/ 2P (z) Py (z)dz.
-1 -1

Comme P,(1) = 1 et que P,(—1) = (—1)", on a bien que P,(—1)? = P,(1)?> = 1, ce qui donne le résulat
demandé.
On regarde le terme de degré n de Q = X P, —nP,, qui vaut donc X - nan X" ' —na, X" = 0 si celui de P,
est a, X". Comme @ € R,[X] et que son terme de degré n est nul, c’est donc un polynéme de R,,_;[X], et on
1 1 1
a donc d’apres la premiére partie que / Q(z) P, (x)dx = 0 soit encore / 2Pl (2)P,(x)dx = n/ Py (z)3dz.
-1 1 -1

1 1 1
On en déduit donc que / Po(z)%dz =2 — 2n/ P, (z)?dx,, soit encore (2n + 1) / P,(z)%dx = 2, ce qui
1 —1 -1

donne le résultat demandé.

On pose u(z) = P, ()% + nl(;ﬁ)P,;(x)Q On dérive pour obtenir

2
l1—=x I T ,

M LA rey
A(Py)(x) x /
n(n+1) + n(n + 1)P"

v (z) = 2P, (x)[Po(x) +

= 2P, (x)[Pn(z) +

qui est positif sur [0,1]. Donc P,(7)? < u(z) < u(1) = P,(1)? = 1 pour x € [0,1]. Comme P,(—x)? = P,(x)?,
on obtient aussi que P, (z)? < 1 pour = € [~1,0].
En conclusion pour tout = € [—1,1], |P,(x)| < 1.

2.8. Comme |P,(z)] < 1 sur [—1,1], on a que ||agPx||cc < |ag, donc si > ai est absolument convergente,
alors 3" ay Py, est normalement convergente dans C%([—1,1]), donc la série de fonctions converge uniformément,
vers une fonction g € C°([—1,1]).

D’autre part, en utilisant que [', Py(z)P,(z)dz vaut 0 si n # k et (n + 3)7! si n = k, on obtient
que ar(Sp(f)) = ax(f) dés que n > k. En passant a la limite dans l'intégrale (par convergence uniforme
de S, (f) vers g), on obtient que ax(g) = ar(f).



On a donc que [*, Py(z)(f — g)(z)dz = 0 pour tout k, et donc si P € R, (), on peut Pexprimer comme une

1
combinaison linéaire des P pour k € [0,n], et on obtient donc / (f(x) —g(z))P(z)dx = 0.
~1
Par le théoréme d’approximation de Weierstrass, on sait construire une suite de polynémes @,, qui converge
1 1
uniformément vers h = f—g sur [—1, 1]. On en déduit alors que 0 = / h(z)Qn(x)dz converge vers / h(z)3de,
-1 -1

qui vaut donc 0. En effet, on a

‘/11 h(z)?dz — /11 h(2)Qn(z)da

Et on obtient donc h? = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle), donc f = g.

— ‘ [ 11 h(z)[h(z) — Qn(z)]dx

< 2| Allc|[h = Qnlloo — 0.

2.9. En écrivant que P,(z) = —mA(Pn)(az) et en utilisant la formule de symétrie de la question 2.4, on

obtient que a,(f) = —man(A(f)), puis en réitérant, que a,(f) = man(A(A(f))). Donc si f est
dans C*°([—1,1]), alors A(A(f)) est une fonction continue sur [—1,1], donc bornée par M > 0. En utilisant
que |P,(x)| < 1, on obtient donc que |a,(A(A(Sf)))| < 2(n + %)M, puis que |a,(f)] < gz:ﬂ%
de Riemann, la série Y a,,(f) est donc bien absolument convergente, et on utilise la question précédente pour
conclure.

. Par critere

Interpolation et quadratures de Gauss-Legendre

2.10. Soit on écrit que l'application linéaire ® de R,,_1[X] dans R™ qui a P associe (P(z1),...,P(xy,)) est
injective (son noyau est nul, puisque tout polynéme de R,,_;[X] ayant n racines est nul), donc surjective pour
des raisons de dimension, et on a alors L; = ®~1(e;).

Soit on écrit directement la formule pour L; (appelé polynoéme interpolateur de Lagrange) :

ILiz; (X — )
Hi;éj(xj — ;)
qui vérifie bien les conditions données, et on écrit que si deux polynoémes vérifient ces conditions, leur différence
a donc n racines et est donc nulle.

Pour tout polynéme R € R,,_1[X], on a donc R(X) = Y7 | R(x;)L;(X). En effet par les propriétés des L;,
onaque @=R-—Y7", R(x;)L; est un polynéme de R,_1[X] s’annulant en n points (tous les z;), donc @ = 0.

1 n 1
Donc on a / R(z)dz = E R(z;) / L;(z)dz. En posant w; = f_ll L;(z)dx, on obtient donc bien la formule
-1 i=1 -1

Li(X) =

1 n
demandée : / R(z)dx = ZwiR(:vi), et ce quel que soit R € R,,_1[X].
-1 i=1
2.11. Si P € Rg,—1[X], on écrit P = QP,+ R, avec R de degré strictement inférieur a celui de P, (qui est n). On
a donc que le degré de @ est strictement inférieur a n, en effet si on avait deg Q) > n, alors onaurait deg QF,, > 2n,
et comme deg R < n, on obtient que deg QF,, = deg(QP, + R) = deg P, mais deg P < 2n.

1
On a donc @ € R,,_1[X], et d’aprés la premiére partie, on obtient donc / Q(x)P,(x)dz = 0. On obtient
-1

1 1 n n
donc que / P(z)dx = / R(z)dx = E w;R(x;) = E w; P(x;), puisque P, (z;) = 0.
-1 -1 i=1 i=1

1 n
Le polynoéme L? est dans Ry, _5[X]. On obtient donc / Li(x)%dz = Z w;Li(x;)* = wi, ce qui montre bien
-1 :
j=1

que w; > 0 (si w; était nul, alors le polynéme L? serait nul, ce qui n’est pas le cas).

1 n
2.12. Comme QQ)y, € Ry,_1[X], on obtient donc / Qn(2)Q(z)dx = ZviQ(yi)Qn(yi) = 0 puisque Qn(y;) =0
-1 i=1
pour i € [1,n]. Cette formule peut se réinterpréter en disant que @, est orthogonal & R,,_1[X] pour le produit
scalaire sur R,,[X] donné par (P,Q) = [, P(2)Q(z)dz. Comme R,,_;[X] est de dimension n et R,[X] est de
dimension n + 1, orthogonal de R,,_;[X] est de dimension 1. Donc comme P, et @, sont dans I'orthogonal
de R,,_1[X], ils sont colinéaires.

On obtient donc que les racines de @, et celles de P, sont les mémes, ce qui donne que y; = x; pour i € [1,n].
n

1
Puis en écrivant la formule pour L;, on obtient que w; = / Li(x)dz = E viLi(x;) = v;.
-1 °
J=1
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