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Toutes les réponses sont a faire sur les deux copies d’énoncés.

Il y a largement la place de répondre dans les cases, n’utilisez le dos des copies qu’en cas d’extréme nécessité.
L’évaluation sera particuliecrement exigeante en termes de soin, de précision et de rigueur :
— écrivez des phrases proprement (dans tous les sens du terme),

— pensez a la concision (donnez tous les arguments nécessaires, mais n’en donnez pas de superflus),
— donnez des arguments clairs s’enchainant dans une structure logique parfaitement compréhensible.
Pour tout cela, ne pas hésiter & utiliser le brouillon a bon escient !

Les trois premiers exercices compteront pour environ un tiers de la note, le probléme comptant pour le reste.

Pour n € N* on définit f, : R = R par Va € R, fu(z) = L1n(1 + €"). Montrer que (f;)nen- est une suite de
fonctions de classe C' sur R, qui converge uniformément sur R vers une fonction f qui n’est pas de classe C.
Indication : « deviner » 'expression de f sur R_ et R, puis étudier les variations de f, — f sur R_ et R..
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Soient E,F,G des ensembles et f : £ — F, g : F' — G des
applications. Si A est un sous-ensemble de F', on note g4 la
restriction de g a A : I'application de A dans G telle que pour
tout = dans A, gja(z) = g(z).
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Montrer que (go f injective) < (f injective et gz injective).
(=) 5 goF imjechive.
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rang de A — 713. En déduire les valeurs propres de A et les dimensions des sous-espaces propres associés, sans
calculer le polyndéme caractéristique.
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Probléme : points fixes de fonctions aléatoires.

Les questions de ce probleme ne sont pas toutes indépendantes, on peut admettre certains résultats pour passer a
la suite (et il est recommandé de tout lire, les questions suivantes pouvant donner un moyen de vérifier ses réponses).

Les parties 1 et 2 sont indépendantes.
Dans tout ce probleme, on note P ([1,n]) 'ensemble des parties de [1,n] ayant exactement k éléments.

Partie 1 : formule du crible (généralisée).

Soit F un ensemble et f une fonction de E dans R telle que pour toutes parties A et B de E disjointes (c’est
adire ANB =), on ait f(AUB) = f(A) + f(B).

Montrer que pour toutes parties A et B de E, on a f(AUB) = f(A) + f(B) — f(AN B).
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Mantzer que pour k > 1, Pi([1,n + 1]) est 'union disjointe de Px([1,n]) et de {ZU{n+1},Z € Pr_1([1,n])}.
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En dedu1re que si (A;)ie[u,n] sont des parties de E, alors f( U A; ) i (—1)k1 > f( N Ai).
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Partie 2 : fonctions arbitraires de [1,n] dans [1,n].

[ On note F I'ensemble des applications de [1,7] dans [1,7].

On note Fy C F l’ensemble des applications ¢ n’ayant aucun
point fixe (c’est a dire d’indice ¢ € [1,n] tel que (i) = 7). Et
plus généralement, pour k£ € N, on note Fj, C F' I’ensemble des
applications ¢ ayant exactement k points fixes.

Quel est le cardinal de F'? Quel est le cardinal de Fy? On
note po, la probabilité quune fonction tirée uniformément au
hasard dans F' soit dans Fp. Que vaut po, ?
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Calculer la limite de (1 — 1) lorsque n — oo (penser & utiliser In).
En déduire la limite de pg , lorsque n — oo, notée po.
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SiTe Pk([[ n]) et si I'on note Gz C F l'ensemble des fonctions ayant pour points fixes les éléments de Z (et
seulement ceux-ci), quel est le cardinal de Gz 7 En déduire le cardinal de F. ( )
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On note py,,, la probabilité qu'une fonction tirée uniformément au hasard dans F' ait exactement k points fixes.

Montrer que py,, = (Z) nlk (1- 111)"*’C et calculer la limite de py, ,, lorsque n — oo, notée p;, (on pourra calculer

la limite de w lorsque n — 00)
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Montrer que > pr = 1. Quel est le nom de la loi d'une variable
k>0
aléatoire X telle que P(X = k) = pj, pour tout k € N?
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Partie 3 : permutations de [1,n].

On note S C F 'ensemble des permutations de [1,n]. On note Sy C S I’ensemble des permutations sans point
fixe, et plus généralement, on note S C S l'ensemble des permutations o ayant exactement k points fixes.
Pour i € [1,n], on note A; 'ensemble des permutations o de [1,n] telles que o(i) = ¢ (autrement dit ¢ est un
point fixe de o, il peut éventuellement y en avoir d’autres).

Quel est le cardinal de S 7 SiZ € Py([1,n]) justifier qu’il y a autant d’éléments dans (| A; que de permutations
i€l

de déduire le cardinal de 'ﬂI A;, en fonction seulement de k.
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Déduire de la partie 1 et de la question précédente le cardinal de Sjy.
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On note qg, la probabilité qu’une permutation tirée uniformément au hasard dans S n’ait pas de point fixe.
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Montrer que go.n = > ( kl!) et en déduire que qo , converge vers pg lorsque n — oo.
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Si Z € Pi([1,n]) et que 'on note T7 C S est 'ensemble des permutations ayant pour points fixes les éléments
de Z (et seulement ceux-ci), quel est le cardinal de 77 ? En déduire le cardinal de S.
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On note ¢ 5, la probabilité qu’une permutation tirée uniformément au hasard dans S ait exactement k£ points

fixes. Montrer que si n > k alors g, = k,qo n—k- En déduire que gy, ,, —2 Dk
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Bonus : vitesse de convergence

Faire un développement asymptotique de (1 — 1)™ avec un reste o(2). De la suite (po,) ou (qon), laquelle

converge le plus vite vers pgy 7

2ult

In (4.4\\)’\); A 4-.4)-. h(-;l’.‘. A L e ;I'_“_)J—; -4-.;:- +&(n)
Dovc gtz @010t g ol ot Ela-4 ol

Do == |55 v ] € voh

Jom -€ | o

PU'S (U‘ er‘c dd §¢f¢; A,u;bw) q“‘_ Z:( ﬂ] $-(e (Q,;M ‘ich#lfq

na

%u;e ?q'ﬂﬂ 5.0 privr.

( aﬂ) (l"ﬂyﬂﬂ/ BEHUCOVPP?"S Vapdlmdj-




