Méthodes numériques : optimisation.
Examen du 10 mai 2017

Recommandations

Les trois exercices sont indépendants. Pour les questions demandant d’écrire du code en python, on
supposera que les librairies numpy et matplotlib ont déja été chargées, par exemple dans Jupyter avec
la directive %pylab inline.

Les questions de chaque exercice ne sont pas censées étre bloquantes pour les suivantes. N'hésitez
donc pas a admettre des résultats et passer a la suite : il y a des questions de cours dans tout I’examen.

1 Changement de variable affine pour Newton-Wolfe

On se donne une fonction f € C*(R"), et des constantes 0 < ¢; < ¢ < 1.
On définit f comme la fonction lue apres changement de variable x — ¥ = Mz + b, ou M est une

matrice inversible de M, (R) et b un vecteur de R" : f(%) = f(Mz + b) = f(z). On note H; et Hy les
hessiennes de f et f.

1. Rappeler la définition du fait que d € R? est une direction de descente au point z € R? de la
fonction f, en utilisant la fonction auxiliaire h : R — R définie par h(t) = f(z 4 td). Si d est une
direction de descente, quels sont les deux critéres pour qu'un pas « satisfasse la regle de Wolfe
(pour les constantes ¢; et ¢2) 7 Exprimer ces criteres en fonction de la fonction h et de ses dérivées
en 0 et en «, et les illustrer sur le graphe de la fonction A.

2. Montrer que si d est une direction de descente pour f au point x, alors d = Md est une direction
de descente au point £ = Mz + b pour la fonction f , et que si le pas « satisfait la regle de Wolfe
pour [ au point x dans la direction d, alors ce méme pas « satisfait la regle de Wolfe pour f au
point x dans la direction d.

3. Pour d € R" arbitraire, écrire un développement de Taylor a l'ordre 2 pour t — f(x + td)

et t — f(Z + td) au voisinage de 0, avec un reste sous la forme d’un o(t?).

En déduire que Vf(z) = MTVf(Mz +b), et que 'on a (d, MTH{Z)Md) = (d, H;(x)d). En
déduire enfin que 'on a Hf(z) = MTH J;(ﬁf)M , et que donc Hy(z) est symétrique définie positive
si et seulement si H f(f) est.

4. On effectue la méthode de Newton a pas variable satisfaisant la regle de Wolfe sur f en partant
de xg. Donner la relation de récurrence entre les itérées. On suppose qu’a chaque étape la direc-
tion dj donnée par la méthode est une direction de descente au point x;. Sil’on pose T, = Mx+b,
montrer que la suite 7 correspond aux itérées d'une méthode de Newton partant de o pour la
fonction f, dont les directions sont bien des directions de descente et les pas satisfont bien la regle
de Wolfe a chaque étape.



2 Descente de gradient et regle de Wolfe

On souhaite programmer une méthode de descente de gradient a pas variable, avec un pas qui satisfait
la régle de Wolfe. On veut tester cette méthode sur la fonction f de R? dans R définie pour z = (u,v)
par f(z) = Tla%%ggj.

On définit les fonctions f, et gradf correspondant a f et Vf, et on se donne une variable globale
permettant d’évaluer le nombre total d’appels a ces fonctions. On se donne enfin 0 < ¢; < ¢ < 1, et
le code suivant de la fonction pasWolfe, permettant de calculer un pas satisfaisant la regle de Wolfe au
point x pour la direction de descente d, en se donnant une valeur de pas initiale a4, et en supposant
que les valeurs de f(x) et Vf(z) ont déja été calculées (respectivement dans les variables hO et gfx).
On rappelle que la fonction vdot permet de calculer le produit scalaire entre deux vecteurs.

19 def pasWolfe(x,d,ainit,h0,gfx,Nmax=30):
20 hpO=VdOt (ng,d)
21 C1hp0=C1*hpO
22 c2hpO0=c2xhp0
23 amin=ainit
24 hamin=f (x+amin*d)
25 for i in range(Nmax):
26 amax=amin
27 hamax=hamin
; compteurappels=0 28 if hamin<=hO+amin*clhpO:
3 def f(x): * . ?reék
4 global compteurappels . amlg—fm1n/2 )
5 compteurappels+=1 o ?ag1n—f(x+am1n*d)
) denom=1-+x [0] #%2+34x [1] %%2 32 for i 1n.range(Nmax):.
. return -1/denom 33 gfxmin=gradf (x+aminx*d)
34 if vdot(gfxmin,d)>=c2hp0:
z def gradf (x): 35 return amin,hamin,gfxmin
10 global compteurappels ” 1f hamax>hO+amax*clhp0:
11 compteurappels+=1 7 . break
12 denom=1+x [0] **2+3*x [1] **2 . amu,lzilmax
13 v=array([x[0],3*x[1]]) * ham1n—ham§X
14 return 2/denom**2*v w0 amax=2*amin
41 hamax=f (x+amax*d)
12 c1=0.1 42 for i in range(Nmax):
. c9=0 .7 43 a=(amin+amax) /2
44 ha=f (x+a*d)
" 15 gfxa=gradf (x+a*d)
46 if ha<=hO+amax*clhpO:
a7 if vdot(gfxa,d)>=c2hpO:
48 break
49 else:
50 amin=a
51 else:
52 amax=a
53 return a,ha,gfxa




1. On suppose que f est de classe C', bornée inférieurement, et que d € R? est une direction
de descente au point x. On se donne un «;,;; > 0 et on suppose que 'on effectue ’algorithme
correspondant aux lignes 19 a 53 (la fonction pasWolfe) en donnant a la variable ainit la
valeur ainit, a h0 la valeur de h(0) = f(z), et & gfx la valeur de V f(z). On suppose également
que tous les calculs sont exacts.

(a) Quels sont les criteres satisfaits (ou non satisfaits) par les pas @umin €t max (correspondant
aux valeurs des variables amin et amax) lorsqu’on sort des deux premieres boucles (lignes 25 et
lignes 32) avant d’avoir fait les Nmax itérations (donc par les instructions break des lignes 29
et 37), ainsi que tant que 1'on est dans la derniére boucle (commencant ligne 42) 7

(b) Expliquer en quoi les trois hypotheses principales
— la fonction f est de classe C*
— la fonction f est bornée inférieurement
— la direction d est une direction de descente
sont chacune utilisées dans la preuve du fait que chacune des trois boucles (commencant
aux lignes 25, 32 et 42) terminent avant d’avoir fait les les Nmax itérations, lorsque Nmax est
suffisamment grand.

(¢) En déduire qu'il existe un pas a > 0 satisfaisant la régle de Wolfe, et que si Nmax est suffisam-
ment grand, l'algorithme renvoie un triplet dont le premier élément correspond a un tel pas «
(et les deux autres éléments correspondent respectivement a h(a) = f(z+ad) et Vf(z+ad)).

2. Pourquoi a-t-on mis les variables d’entrée hO et gfx dans la fonction pasWolfe? Si on suppose
que la valeur de la variable ainit est un pas qui satisfait la regle de Wolfe au point = pour la
direction d, combien d’évaluations des fonctions f et gradf sont effectuées lors de ’appel de la
fonction pasWolfe?

3. Compléter les deux fonctions suivantes, correspondant aux méthodes de descente de gradient en
utilisant soit un pas satisfaisant la regle de Wolfe, soit un pas fixe. Elles doivent renvoyer un
point correspondant a une approximation du minimum, et des listes comprenant pour chaque
itération k de la méthode, les valeurs du nombre d’évaluations total des fonctions f et gradf
(depuis le point initial), de la norme du gradient |V f(xx)||, et de la valeur de f(x)). On prendra
comme critere d’arrét le fait que la norme du gradient est inférieure a la tolérance donnée.

54 def descenteGradWolfe(x0,tol,ainit=1,Nmax=1000):

55 global compteurappels

56 compteurappels=0

57 listecompteur=[]

58 listenormes=/[]

59 listef=[]

60 .« ..

61 return x,listecompteur,listenormes,listef

62

63 def descenteGradPasFixe(x0,tol,a=1,Nmax=1000):

64 global compteurappels

65 compteurappels=0

66 listecompteur=[]

67 listenormes=[]

68 listef=[]

69 o ..

70 return x,listecompteur,listenormes,listef

4. Ecrire en python les instructions correspondant au test de ces deux méthodes en partant du
point (2,2), pour une tolérance de 107°. Afficher dans une échelle appropriée les erreurs en
fonction du nombre d’évaluations, ainsi que les valeurs de f(zy) — f(x) en fonction du nombre
d’évaluations, ot z, = (0,0) est le point de minimum de f (que l'on connait ici a I'avance).

3



3 Taux de convergence de la méthode du gradient conjugué

On considére une matrice symétrique définie positive A € M, (R) et un vecteur b € R™. On cherche
a approximer la solution z, de I’équation Az + b = 0 par la méthode du gradient conjugué. On suppose
que n est grand et qu’on n’a pas les moyens d’effectuer n itérations de la méthode, donc on s’intéresse
a l'estimation de I'erreur sur les premieres itérations. On prend les notations xy, ag, 7, pr, Br du cours.

1.

Montrer que la norme || - |4 (définie par ||x||%4 = (x, Az)) permet d’obtenir un lien entre I'erreur
entre = et x, (dans cette norme) et la valeur de la fonction f : z — %(m, Azx) 4 (b, x) par rapport
a sa valeur minimale, au sens ou pour x € R”, on a

Fla) — flw) = gl — ]

On pose e, = xp — x,. Rappeler 'interprétation de p, et oy en terme de méthode de descente.
En déduire que ||ex + tpr||4 = llexs1 %, avec égalité si t = ay.
Rappeler les relations de conjugaison entre les (p;)o<i<k. Montrer que si v € Vect(po, ..., Pr—1),
alors |lex +v+tpr|4 = llex + o4 — llexl|4 + ller + tpr]|4. En déduire par récurrence que ey est un
minimiseur du probléme suivant
inf ell.
e€eo+Vect(po,...,pk—1) H HA
Montrer que 7, = Aey. En déduire que pour tout k > 1 e, — eg € Vect(Aeg, A%ey, . .., Areg), et
qu'il existe donc un polynéme P, € Ri[X] tel que Pr(0) = 1 et e, = Pr(A)ep. En déduire enfin
que P, est un minimiseur du probleme
inf P(A)eol%-
PeRk[}(r]l,P(O):ln (A)eolla
On pose (v;)1<i<n une base de vecteurs propres de A (associée aux valeurs propres (\;)1<i<n). En
décomposant ey dans cette base, si P est un polyndme, obtenir une expression de P(A)eg, puis
de ||P(A)eg|| faisant intervenir les P();). Montrer qu’on a alors, pour tout polyndéme P de Ry [X]
tel que P(0) = 1, en notant A I'ensemble des valeurs propres de A,

lexl3 < max [PO)leol2

Application : on suppose que la matrice A a une seule « petite » valeur propre % > 0 (avec k > 1)
et que toutes ses autres valeurs propres sont dans [1 — p, 1] avec p €]0,1 — %[

Quel est le nombre de conditionnement de la matrice A, dans le pire des cas? A quel taux de
convergence peut-on s’attendre d’apres le cours 7 Montrer qu’on a en fait, pour tout £ > 1,

lexlla < wp"leolla,

et que donc pour certaines valeurs de k et de p on a une convergence plus rapide. On pourra
utiliser le polynome P(X) = (1 — kX)(1 — X)* L.

. * On veut démontrer le résultat donné dans le cours. On suppose donc que les valeurs propres de A

sont dans [L,£]. On considere le polynome de Tchebychev T, € R¥[X] défini par les expressions
suivantes (on peut montrer, et on 'admet, que c’est effectivement un polynéme de degré k) :

T(2) cos(k arccos x) pour z € [—1,1],
€Tr) =
. @+ Va2 —1)F + (z — Va2 —1)*]  pour |z] > 1.

_ L5

-1
En utilisant le polynéme P(z) = ~r(Liry» montrer que l'on a |P(x)| < ’Tk(f—fﬂ)‘ six e[l L].
L—¢

¢
En déduire que I'on a donc

<\/E— ﬂ)’“ <\/Z+ ﬂ)] <2 (ﬁ‘ ﬂ)k feolla

lexlla <2
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