Méthodes numériques : optimisation.
Examen du 10 mai 2017 — Eléments de correction

1 Changement de variable affine pour Newton-Wolfe

1. La direction d est une direction de descente si et seulement si (Vf(x),d) < 0 ce qui correspond
a h'(0) < 0. Le pas « satisfait le critére de Wolfe si on a h(a) < h(0) 4+ c;ah’(0) (regle d’'Armijo) et
si W(a) > ch'(0) (deuxiéme condition).

\

2¢ critére

Wolfe

2. On a alors, en posant h(t) = f(X + td), que h(t) = f(M(x + td) + b) = f(x + td) = h(t). On a
donc h = h, et tous les critéres pouvant s'exprimer seulement a l'aide de la fonction h (ou h), tels que
le fait que d (ou d) est une direction de descente, ou que o est un pas satisfaisant la régle de Wolfe.

3. Ona
f(x+td)=f(x)+ t(VFf(x), d)+ ;tz(d, He(x)d) + o(t?).
Et aussi

f(x+ td) = f(X) + t{(VF(x),d) + ;t2<c~/, Hx(X)d) + o(t?).

Sion a d = Md comme dans la question précédente, on obtient donc f(x + td) = f(x + td), ce qui
donne donc

HVF(x), d) + ;t2<d, He(x)d) — t(VF(%), d) — ;ﬁ(d, H(2)d) = o(£2).

En divisant par t et faisant tendre t vers 0, on obtient donc (V£(x), d) — (VF(X), d) = 0 soit

(VF(x),d) = (VF(Mx + b), Md) = (MTVf(Mx + b), d).



Ceci étant valable pour d arbitraire, on a donc V£(x) = MTVf(Mx + b). En revenant a I'égalité
précédente, on obtient donc

De méme, ceci nous donne (d, H¢(x)d) = (d, MT H(x)M d).
En notant A la matrice symétrique Hr(x) — M7 Hz(x)M, on a donc que (d, Ad) = 0 pour tout d € R".
Par polarisation, on obtient donc que (e;, Ag;) = 1[((e; + ¢;), Alei + €;)) — (e;, Ae;) — (e, Agj)] = 0.
Autrement dit que a; = 0, donc A = 0. Cest a dire H¢(x) = M7 HA(X)M.
Si He(x) est symétrique définie positive, pour tout d # 0 fixé, en posant d = M~1d, on obtient
que (d, Hx(x)d) = (d, Hr(x)d) > 0 puisque d # 0.
Réciproquement si H:(X) est symétrique définie positive, alors pour d # 0, en posant d = Md # 0,
on obtient également (d, He(x)d) = (d, H;()N()g) > 0.

4. Ona xy1 = xx+apdy, avec dy = —Hr(x) 1V £(xk), et ay qui satisfait la régle de Wolfe au point x.
Montrons que X 1 = Xx + Qudy ol dp = —H;()?;()_IV)‘()?;() (ce qui correspond a la méthode de

Newton pour ). On a donc
d = —(MTH M) (MTVF(%)) = ~M~ Ho(%) V£ (xk) = M~d.

On a donc di = Md, et donc Xer1 — Xk = M(xks1 — xx) = axMdy = akéfk.

Comme on a di = Mdy, d’apres la question 2, on obtient bien que si dj est une direction de descente
au point xy, alors dj est une direction de descente au point xi, et que si o satisfait la regle de Wolfe
pour f pour la direction d, au point x, alors ce méme a satisfait la régle de Wolfe pour f pour la
direction ka au point X.

2 Descente de gradient et régle de Wolfe

1. (a) Le pas amin vérifie la régle d'Armijo (on a h(amin) < h(0) + crominh’(0)). Mais il ne vérifie pas
la deuxieme condition (on a A'(amin) = (VF(x + amind), d) < ch'(0), sinon la ligne 34 serait
effectuée, et on n’entrerait pas dans la troisiéme boucle). Le pas omax, lui, ne vérifie pas la régle
d'Armijo h(atmax) > h(0) + c1H'(0).

(b) — Pour la premiére boucle, on divise auin par deux jusqu'a ce qu'il satisfasse la régle d'Armijo. Ceci
est possible parce que pour o > 0 suffisamment petit, o satisfait toujours la régle d'Armijo,
puisque d est une direction de descente, et que donc h(a) = h(0) + ah’(0) 4+ o(a) ce qui
donne h(a) < h(0)+aci '(0) lorsque « est suffisamment petit (car 0 < ¢; < 1 et h'(0) > 0).

— Pour la deuxiéme boucle, si tous les pas satisfont la régle d'Armijo, alors la fonction f ne serait
pas bornée inférieurement, puisqu’on aurait h(a) < h(0) + ach’(0) = —oo (on a aussi ici
utilisé le fait que h'(0) < 0O, i.e. d est une direction de descente).

— Enfin pour la troisiéme boucle, si elle ne s'arrétait pas, on aurait des min €t Qmay aussi proches
que I'on veut d'une limite o, (avec Qmin < Qx < Omax) Vérifiant % > ¢ h'(0)
et h'(amin) < c2h’(0). Avec le théoréeme des accroissement finis, ceci donne I"existence de
aussi proche que I'on veut de a, avec h'(a.) > ¢ h'(0). On utilise alors le fait que la fonction
est C! pour passer a la limite dans ces deux inégalités, et obtenir ¢,/ (0) > H'(a.) = a1 h'(0).
La contradiction utilise alors aussi le fait que h’(0) < 0.

En résumé, |I'hypothése que d est une direction de descente est utilisée pour les trois boucles,

I'hypothése que f est bornée inférieurement est utilisée pour la deuxiéme boucle, et I'hypothése

que f est C! est utilisée pour la derniére boucle.



(c) Si Nmax est suffisamment grand, on ne sort donc des boucles que par les trois conditions break
des lignes 29, 37 et 48, ou par la condition return de la ligne 35. Dans ce dernier cas, I'algorithme
renvoie donc bien un pas satisfaisant la régle de Wolfe. Et si on est sorti de chacune des boucles
par les instructions break, on a donc que le pas a correspondant a la variable a vérifie bien les
deux conditions de la régle de Wolfe. On a donc bien existence d'un pas satisfaisant la régle de
Wolfe, et |'algorithme renvoie bien pour a un tel pas si Nmax est suffisamment grand.

2. On a mis les variables d’entrées hO et gfx dans la fonction pour éviter de calculer plusieurs fois les
mémes choses. En effet si la méthode de descente nous demande de calculer la valeur de la fonction
et du gradient avant de chercher un pas satisfaisant la méthode de Wolfe, ce peut étre économique
d'utiliser ces valeurs déja calculées.

Si on suppose que la valeur de la variable ainit est un pas qui satisfait la régle de Wolfe au point x
pour la direction d, la fonction f est évaluée une seule fois a la ligne 24, puis la condition if de
la ligne 28 est satisfaite dés le premier passage dans la premiére boucle. Ensuite au premier passage
dans la deuxiéme boucle, la fonction gradf est évaluée une fois a la ligne 33, et deés la ligne 34,
la condition if est satisfaite et |'algorithme renvoie la valeur de amin, qui correspond a la valeur
de ainit (d'aprés la ligne 23, puisqu'ensuite la variable amin n'est jamais modifiée).

Il a donc une seule évaluation de chaque fonction f et gradf dans ces conditions.

3. Voila un exemple de code possible (avec une boucle for ou while)

54 def descenteGradWolfe(x0,tol,ainit=1,Nmax=1000) :
55 global compteurappels

56 compteurappels=0

57 listecompteur=[]

58 listenormes=[]

59 listef=[]

60 x=x0

61 gfx=gradf (x0)

62 ngfx=norm(gfx)

63 fx=f (x)

64 listenormes.append(ngfx)

65 listef.append(£fx)

66 listecompteur.append (compteurappels)

67 a=ainit

68 for i in range(Nmax) :

69 if ngfx<=tol:

70 break

71 d=-gfx

72 a,fx,gfx=pasWolfe(x,d,a,fx,gfx)

73 x=x+ax*d

74 ngfx=norm(gfx)

75 listenormes.append(ngfx)

76 listef.append(fx)

7 listecompteur.append (compteurappels)
78 return x,listecompteur,listenormes,listef
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def descenteGradPasFixe(x0,tol,a=1,Nmax=1000):
global compteurappels
compteurappels=0
listecompteur=[]
listenormes=[]
listef=[]
x=x0
gfx=gradf (x0)
ngfx=norm(gfx)
fx=f (x)
listenormes.append (ngfx)
listef.append(£fx)
listecompteur.append (compteurappels)
i=0
while ngfx>tol and i<Nmax:
i+=1
x=x-a*gfx
fx=f (x)
gfx=gradf (x)
ngfx=norm(gfx)
listenormes.append(ngfx)
listef.append(fx)
listecompteur.append (compteurappels)
return x,listecompteur,listenormes,listef

4. Voila un exemple de code possible
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x0=array ([2,2])
x,1lc,1ln,l1f=descenteGradWolfe(x0,1e-5)
semilogy(lc,array(1f)+1)
semilogy(lc,1n)

x0O=array([2,2])
x,lc,1ln,l1f=descenteGradWolfe(x0,1e-5,0.2)
semilogy(lc,array(1f)+1)

semilogy(lc,1n)




3 Taux de convergence de la méthode du gradient conjugué

1. On a Ax, + b = 0. Donc on peut remplacer b par —Ax, dans les expressions de f(x) et f(x,). On
obtient

f(x) —f(x) = %(X Ax) + (b, x) — %(x* Ax,) — (b, x,) = %(x Ax) — (Ax,, x) + 5 (x., Axy)

1
2
Et d'autre part

Tlx = xlla = 2{x — xe, A(x — x.)) = 3(x, Ax) — 3(x, Ax.) — 3 (xu, Ax) + 3 (x., Ax.),

qui est bien égal au terme de droite de |'équation précédente puisque A est symétrique et qu'on a
donc (x, Ax.) = (x., Ax).

2. On a (dans le cas ou px # 0) que px est une direction de descente au point x, et o, > 0 est le pas
optimal dans la direction p,. Autrement dit on a f(xx + tpx) = f(xk + axpx) = F(xky1) avec égalité
si et seulement si t = ay. En soustrayant f(x.) des deux cétés, on a donc f(xx + tpx) — f(x) =
f(xk+1) — f(x.) avec égalité si et seulement si t = .

Ou encore d'aprés la premiére question ||xx + tpx — x.||5 = llex + tpelld = [xs1 — x5 = llexs1lla
avec égalité si et seulement si t = ay.

Pour 0 <7 < k, on a (p;, Apx) = 0. Donc si v € Vect(po, p1, - - -, pk—1), on a (v, Apx) = 0.

Donc, en développant

le + v+ toellz = llew + vIIZ + £2llpulla + 2t (e + v, pi)
= llex+ vz — llexlla + llella + tllpella + 2t{ex. pi)

= llex + vIZ = llexllz + lex + toella-

On veut montrer que si e € e + Vect(po, p1, ..., px_1), alors |le]|5 = |lex]|%, avec égalité si et
seulement si e = €. On a déja par récurrence immédiate par la formule e,i1 = ex + axpix que
pour k > 1, e, € eg + Vect(po, p1, ..., Pk—1).

Le cas k = 1 correspond au début de la question : si e = ey + tpg alors ||ey + tpol|3 = |le1]|3, avec
égalité si et seulement si t = o, autrement dit e = e;. Si on suppose que le résultat est vrai au
rang k, montrons le au rang k + 1.

Si e € e + Vect(po, p1, ..., Pk), on a que e — e, appartient & Vect(po, p1, . . -, pk), et s'écrit donc
de la forme e — e, = v + tpi, ot v € Vect(pg, p1, . . ., pk—1) et t € R. Donc

lella = llex + v + tolld = llex + vz — llella + llex + toulla > llex + toulla > llexsall-

La premiére inégalité vient de I'hypothése de récurrence et du fait que e, +v € eg+Vect(po, . .., px_1)-
C'est une égalité si et seulement si e, + v = e, autrement dit si v = 0. La deuxiéme inégalité est une
égalité si et seulement si t = ay. Autrement dit on a bien |'inégalité demandée, qui est une égalité si
et seulement si e = e, + akpx = €xy1-

3. On sait que r, = Vf(xx) dans la méthode du gradient conjugué (avec les notations du cours). On a
donc ry = AXk + b= AXk — Ax, = Aek.
On a vu a la question précédente que e, — ey € Vect(po, p1, . - -, Px—1). Mais cet espace est le méme
que Vect(ry, Arg, ..., AK"1ry) d'aprés le cours. Et donc on obtient que e,—eg € Vect(rg, Arg, ..., A< rp).
En remplagant ry par Aey, on obtient le résultat voulu.
On a donc des réels a;, as, . . ., a, tels que e — ey = fozl a;A’ey, donc en notant ag = 1 et en
posant P, = Zf-‘zo a;X', on obtient que P(0) = ag = 1 et que e, = Px(A)ep.
Enfin si on a un polynéme P € R,[X] tel que P(0) = 1, alors en posant e = P(A)ey, on a

bien e € e + Vect(po, p1., - - -, px_1). D'aprés la question précédente, on a donc que ||e]|5 = |lexl|3.
autrement dit que ||P(A)eol|3 = ||Px(A)eoll, ce qui donne que Py est bien un minimiseur du probléme
donné.



4. On écrit eg = > 1 1 t;ivi, et on a donc Aey = X7, \;t;v;, et plus généralement Aley = S0, X tjv;, et
donc P(A)ey = X1 P(A\i)tiv;.
La base v; étant orthogonale, on a

IP(A)eollz = (P(A)eo, AP(A ZA POV vill?.
On a donc aussi |le|3 = X7, A\it?]|vi]|?. Et donc
2 _ % 2\ 211,112 _ 20 112
P < 3 (max POV 1l = max POVl

D'aprés la question 3, on sait que pour tout polynéme P de R, [X] tel que P(0) =1, on a

lellz = IPc(A)eolZ < [[P(A)esll
On obtient donc bien le résultat voulu.

5. Le pire des cas est quand la plus grande valeur propre vaut 1, alors le nombre de conditionnement
vaut K puisque la plus petite valeur propre est % D'aprés le cours, on sait qu'on a cette estimation :

VE=1\"
ledla <2 (VETT) Tala

Si on prend le polyndme P(X) = (1 — kX)(1 — X)*~1, on a bien P(0) = 1. Pour A € A, on a
donc soit A = & et alors P(A\) = 0, soit A € [1 — p, 1] et alors P()) € [(1 — k(1 = p))p~1, 0],
donc [P(A)| < |k — kp — 1]p¥T < kp*~1. Et donc on a maxyep |[P(A)] < kp¥~1, ce qui nous donne
bien

lexlla < k" leol|a.

La convergence est donc plus rapide que ce qui est donné par le théoréme si p est suffisamment
petit (le taux de convergence est p, alors qu'il serait proche de 1 si kK est grand). Par exemple,
sip = ;5 et kK = 100, le théoreme donnerait |[ex|a < 2(3%)*leolla alors qu'on a en fait au
moins [ex|la < 153 ll€olla, qui est une meilleure estimation dés que k > 3 et qui converge bien plus

rapidement vers 0.

6. * On peut en fait montrer que les polynéme de Tchebychev T, € R,[X] sont donnés par les relations

suivantes
TQ = 1, T]_ = X, Tk+1 = 2XTk - Tk_]_ pour k 2 1

On obtient immédiatement que P,(0) = 1 (attention ici, petit conflit de notation avec la question 3, ce
n'est pas le P, qui minimise le probleme). D'apreés |'expression pour x € [—1,1], on a immédiatement

que | Tk(x)| < 1 pour x € [-1,1]. Et si x € [¢, L], alors 52 € [-1, 1], et donc |Py(x)| < T (L+£)

Si toutes les valeurs propres sont dans [¢, L], on a donc que |Pc(X)| < |T(£5)[! dés que X € A.
On a donc [[exlla < [TW(E)| ol a-

_ Lte _ (L+o)+2vIE (VL£V2E)?
Onprend x = 5. Onax £ Vx? — 1= 75— = VoD &t donc

() ()

e vi+vi) T\Vi-va

ce qui donne la premiére partie du résultat.

k
La deuxiéme inégalité provient simplement du fait que (*ﬁ;%) + ( *\?) ( ) et donc

() (D] <) - ()
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