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1 Laplacien discrétisé sur un carré

On considére le carré 2 =|0, 1[x]0, 1[, et on cherche a résoudre |'équation de Poisson avec condition
nulle au bord sur ce carré (c'est une équation avec tout un tas d'applications en électrostatique, thermique,
calcul de champ gravitationnel, etc.). Plus précisément, on se donne une fonction continue f € C(Q2, R), et
on cherche une fonction u € C(Q, R) telle que u soit C2 sur € et vérifie I'équation de Poisson Au = f sur €,
et u=0sur 0 :

Ou(x,y) + 0 ulx, y) = f(x,y) si(x,y)€]0,1[x]0, 1]
u(x,y) =0 six=0oux=1louy=0o0uy=1.

1. Montrer que si g : R — R est une fonction de classe C* avec |[g*)(x)| < C, pour tout x € R, alors
onapourx ERetheR:

‘g,,(x) _ gx+h) - 23;7(;) Tel—h | 1C;h2_ 1)

On cherche a résoudre ce probléme avec cette approximation de la dérivée seconde pour le calcul approché

de 82 u et Gﬁyu. On prend n > 1, on pose h = ﬁ et on approxime u aux points (x;, y;) = (ih, jh) pour 0 <
i,j < n+ 1. Comme on sait déja que u vaut zéro en de tels points si i ou j vaut 0 ou n+ 1 (situés sur le
bord), on s'intéresse seulement aux valeurs u;; approximant u(x;, y;) pour 1 <i,j < n.

2. Montrer que la résolution du systéme approché s'écrit
A1U+ UA1+B:O,

ot U = (u;) € M,(R) est I'inconnue, B = (b;) € M,(R) avec b; = h*f(x;,y;), et ou A; est la
matrice suivante de M,(R) :

2 -1 0 0
-1 2 -1
A, = 0 -1
: -1 0
: o -1 2 -1
0O -+ -~ 0 —-1 2

3. On munit M,(R) du produit scalaire (U, V) = Tr(UVT) = Y1, i< tyvii. On pose A I'application
linéaire de M,(R) dans lui-méme qui a une matrice U associe A(U) = AU+ UA;. On cherche donc

a résoudre

A(U)+ B =0. (2)
Montrer que I'application A est symétrique, au sens ou I'on a (A(U), V) = (U, A(V)) pour U, V
dans M,(R).



Montrer que —sin(6 — @) +2sinf —sin(6 + ) = 2sin 6 (1 — cos ) pour 6, v € R.

En déduire que pour 1 < k < n, le vecteur v, = (sin(#ﬁ))lggn € R" vérifie Ajvik = vy,
avec A\, = 2(1 — cos(n’fl)), (pour 1 < k < n). En déduire que A; est une matrice définie positive,
et que les v, sont orthogonaux deux a deux. Quel est le nombre de conditionnement de la matrice A;

(donner un équivalent en fonction de n)?

. Pour 1 < k,£ < n, on pose Vi, = vxv, (une matrice de M,(IR)). Montrer que les matrices Vj , sont

orthogonales deux a deux et que I'on a A(Vy ;) = (Ax + o) Vi .

En déduire que I'application A est symétrique définie positive de M,(R) dans lui-méme, et que le
probléme a une unique solution.

Pourquoi une résolution approchée du probléme ({2)) est-elle satisfaisante ? Rappeler quel probléme de
minimisation est équivalent au probléme ([2)). Pourquoi la méthode du gradient conjugué est adaptée a
ce probléme, et quel est approximativement le colit en nombre de multiplications et d'additions (entre
réels) a chaque itération 7 Mémes questions pour la méthode de descente de gradient a pas fixe ou

optimal.
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On cherche a résoudre le probléme avec une tolérance relative de I'ordre de — (ceci provient en fait de
I'estimation (1))).

8.

10.

Donner un équivalent du nombre de conditionnement de |'application A (cela correspond au nombre de
conditionnement de la matrice correspondante si on se donnait une base (ey, ... e,2) de M,(R)). En
déduire une estimation de |'erreur en fonction du nombre d'itérations dans les deux cas de la méthode
du gradient conjugué et de celle de descente de gradient a pas fixe ou optimal.

Quel est I'ordre de grandeur du nombre maximal d'itérations dans les deux cas pour atteindre la
tolérance voulue ? En déduire que le codit total en nombre de multiplications est au plus de |'ordre
de n®In n pour la méthode du gradient conjugué et de n*In n pour la méthode de gradient a pas fixe
ou optimal. Quel est I'ordre de grandeur du nombre de réels a stocker en mémoire ?

* Quelle est la premiére difficulté a résoudre si on voulait résoudre le probléme de maniére directe,
comme un systéme linéaire, par exemple par pivot de Gauss? On peut montrer que si on choisit
convenablement la base de M,(R), alors la matrice correspondant a I'application A s'écrit par bloc
(c'est une matrice n® x n?, les blocs sont de taille n x n)

T M 0 0
M T M
A, = 0 M |
M 0
: -~ M T M
0O -+ --- 0 M T
ot T =A; 42, et M= —I,. On peut montrer que I'on peut faire des méthodes de décomposition

du type du pivot de Gauss de maniére efficace sans stocker tous les zéros. Mais les méthodes simples
pour faire cela introduisent dans les matrices de décomposition beaucoup de facteurs non-nuls : ans
la plupart des cas toutes les diagonales entre la diagonale principale de la grande matrice n? x n?
et celles correspondant aux diagonales principales des matrices M dans la matrice par bloc ci-dessus
sont non-nulles. Combien faut-il alors stocker de réels? On montre également que dans ce cas, cela
nécessite environ n* opérations. Application numérique : pour n = 103, combien de place mémoire
et de temps de calcul cela prendrait pour les différentes méthodes (on prendra 8 octets pour un réel,
et 1010 opérations par seconde pour se donner une idée).

En fait il existe des méthodes directes un peu plus sophistiquées qui effectuent des permutations des lignes et
des colonnes et qui nécessitent de stocker environ n?In n réels seulement, et qui nécessitent de I'ordre de n3
opérations. Cependant la méthode du gradient conjuguée est bien plus flexible, et pourrait fonctionner méme
si les coefficients non-nuls de la grande matrice n® x n? sont répartis plus aléatoirement.
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2 Taux de convergence de la méthode du gradient conjugué

On considére une matrice symétrique définie positive A € M,(IR) et un vecteur b € R". On cherche i
approximer la solution x, de |'équation Ax + b = 0 par la méthode du gradient conjugué. On suppose que n
est grand et qu'on n'a pas les moyens d'effectuer n itérations de la méthode, donc on s'intéresse a |'estimation
de I'erreur sur les premiéres itérations. On prend les notations xx, ax, r«, px, Bk du cours.

1. Montrer que la norme || - || (définie par ||x||3 = (x, Ax)) permet de mesurer I'erreur entre x et x, au
sens de la minimisation de la fonction f(x) = (x, Ax) + (b, x) : pour x € R", on a

1
F) = F(x) = 5lx = x I

2. On pose e = xx — X,. Montrer que r, = Aey.

En déduire que pour tout k > 1 e, — ey € Vect(Ae, A%ey, . . ., Akey), et qu'il existe donc un poly-
néme P, € Ry [X] tel que Pc(0) =1 et ex = Pi(A)ep.

3. Montrer que e, est |'unique minimiseur du probléme suivant

inf lella,
e€ep+Vect(Aep,A2ey, ..., Ak eg)

et que donc Py est I'unique minimiseur du probléme

inf P(A)eol|3-
NN O

Indication : Raisonner par récurrence sur k et décomposer e — ey dans la base (pg, p1, ..., Prk_1).

4. On pose (vi)i<i<n une base de vecteurs propres de A (associée aux valeurs propres (\;)i<i<n)- En
décomposant ey dans cette base, si P est un polynéme, obtenir une expression de P(A)ex, puis
de ||P(A)ep||a faisant intervenir les P(;).

5. Montrer qu'on a alors, pour tout polynéme P de R,[X] tel que P(0) = 1, en notant A I'ensemble des
valeurs propres de A,
2 2 o |I2
lecly < max POV ol

6. Application : on suppose que la matrice A a une seule « petite » valeur propre % > 0 (avec k > 1)
et que toutes ses autres valeurs propres sont dans [1 — p, 1] avec p €]0,1 — X[.

(a) Quel est le nombre de conditionnement de la matrice A, dans le pire des cas? A quel taux de
convergence peut-on s'attendre d'aprés le cours? Montrer qu'on a en fait, pour tout k > 1,

lexlla < k0" eolla,
et que donc pour certaines valeurs de kK et de p on a une convergence plus rapide. On pourra
utiliser le polynéme P(X) = (1 — kX)(1 — X))k 1,
1

(b) On suppose qu'on dispose du vecteur propre v; associé a la valeur propre =, avec ||vi|| = 1. On
considére I'application linéaire x — (k — 1)(x - v1)v; + x de R” dans R”, que I'on assimile a
une matrice M~1. Quel est le nombre de conditionnement de la matrice M~1A? A-t-on intérét a
utiliser M~! comme préconditionneur pour la méthode de gradient conjugué avec préconditionneur ?

7. * On veut démontrer le résultat donné dans le cours. On suppose donc que les valeurs propres de A
sont dans [L, £]. On considére le polynéme de Tchebychev T, € R*[X] donné par les relations suivantes

To=1 T:=X, Tu1=2XT,— T,_1pourn=1.
(a) Montrer que pour 6 € R, Ty(cosf) = cos k8, et que donc T,([—1,1]) C [-1,1].
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(b) En déduire que si on pose
(L+€ 2x

Tk(%) '

Pk(X)

alors on obtient Px(0) = 1 et |Py(x)| < ’Tk(L“)‘ si x € [¢, L]

(c) Montrer que pour |x| > 1, Ti(x) = [(x + VX2 — 1)k + (x — VX2 = 1)].
(d) En déduire que I'on a donc

lecla < 2 [(M) . (M)] el <2 (H) leola

3 Meéthode de moindres carrés non-linéaires (Gauss-Newton)[]

Soient r; : R" — R pour 1 < i < k des fonctions de classe C2. On notera J(x) € M, ,(R) la matrice

Jacobienne au point x de Iappllcatlon r:xeR"— (r,(x))1<,<k € R¥ (vu comme un vecteur colonne),
c'est-a-dire que Jj(x) = 8,ri(x). On cherche & minimiser f(x) = 5 Ly rA(x) = 2Ir(x)12.

1. Calculer 8,,f(x) et en déduire une expression simple de Vf(x) en fonction de J(x) et de r(x).

2. Calculer 8,,0,.f et en déduire une expression de la Hessienne de f au point x notée He(x) en fonction
de J(x), des r;(x) et des Hessiennes des r; au point x notées H,.(x) pour 1 < i < k.

3. Ecrire alors I'équation vérifée par la direction de descente de la méthode de Newton.

On propose une méthode de descente ot le choix de direction de descente se fait par la formule suivante :
au point courant x, € R”, la direction d, vérifie

JOx) T JGa)die = —J(xe) T r(x) - (3)

La suite x, € R” est définie de maniére habituelle a partir de xg € R” et par xx11 = xx + Qxdk, ou le pas o
est choisi a |'aide d'une méthode de recherche unidimensionnelle de telle sorte qu'il satisfasse la régle de
Wolfe.

4. Pour quelle classe de fonctions r; la formule correspond-elle 3 la méthode de Newton ?

Soit xg € R” . On suppose dans la suite que Sop = {x € R"| f(x) < f(x)} est borné. On supposera aussi
qu'il existe v > 0 tel que pour v € R" et x € Sy, on a || J(x)v|| > v|v].
On rappelle le théoreme de Zoutendijk :

Théoréme. On suppose que Vf est L-Lipschitz sur Sy, que le pas oy satisfait la régle de Wolfe, et que f
est bornée inférieurement sur Sg.
Si on note 0, I'angle entre —NV f(xy) et di, de telle sorte que cos 6, = % alors on a

> " cos? 0| V£ () || < +o0.
k

Montrer que les hypothéses du théoréme de Zoutendijk sont satisfaites.
Minorer | cos 6| et en déduire que limy_,o, VF(xx) = 0.

Que peut-on dire sur la convergence de I'algorithme si J(x) n'est pas injective 7

© N o O

Quel intérét peut-il y avoir & ne pas considérer la direction de descente de Newton et privilégier la
direction de descente définie par la formule (3] 7

1. Origine : examen 2014
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