Probléeme : autour du théoréme des ac-
croissements finis.

L’objectif de ce probleme est de démontrer le théoreme des accrois-
sement finis pour une fonction a valeurs dans un espace vectoriel
normé quelconque. On commence par en démontrer une variante
pour des fonctions continues, avec une hypotheése un peu plus faible
que la dérivabilité.

On rappelle la définition de la limite inférieure a droite pour une
fonction A de [0,6] dans R (avec § > 0) :
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liminf h(7) = lim inf A(u).
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I. Une variante continue. Soit F un espace vectoriel normé et g une fonction continue de [0, 1]
dans F'. On suppose qu'il existe K > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 1],

: 1
liminf —||g(t + 1) — g(¢)|| < K.
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Soit € > 0. On note ¢(t) = ||g(t) — g(0)|| — (K + €)t. Montrer que ¢ atteint son minimum sur [0, 1] (en
un point que 'on notera tg).
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Supposons que t; < 1. Montrer qu'il existe s €]ty, 1] tel que |lg(s) — g(to)|| < (K +€)(s — o).
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En déduire que ¢(ty) > ¢(s) et obtenir une contradiction.
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En déduire que I'on a Hg(l 9(0)|] < (K +¢€). Et enfin que ||g(1) — g(0)|| < K
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I1. Application. Soit U un ouvert de F (e.v.n.), et f différentiable sur U a valeurs dans F'.

Sans utiliser la partie I, montrer que si f est Lipschitzienne, alors sa différentielle est bornée (pour la
norme opérateur). St € U e

O Soppele f K-zPP%AJ’Z&/W/ S heE, éec [ hll £ 4>

oy dECC ): ﬁ:&, F(Izhf’j} f(x)

. | Flerbh) - €63 11 K ke, p i Choei= >
(?';f/"r lz%) // _TA}F\ F 3 /eano ¢

2 e ol pre
Limike pre /d[ [h)// 'M%—M & Kihlg . /d"/'/\ q 7)

Donc //dF ” mffdﬁc, AdF ok bornée sor

Dedmre de la paltle I (et énoncer p1oprement) Pinégalité des accroissements finis pour f entre des
points a et b de E tels que le segment [a, b] soit inclus dans U.
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Si U est convexe, montrer que la réciproque de la premiere questlon est vraie : si la différentielle est
bornée sur U, alors f est Lipschitzienne.
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IIL. Un contrexemple. Soit U = (] — 3, —1[x]0, +oc[) U (] — 3, 3[x]0,2[) U (]1, 3[x]0, +-00]).
On définit f: U — R par f(z,y) = yarctan(zy). <‘~\ R\ N

Faire un dessin (propre) de U et justifier que U est un ouveltmtl\\ \
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Montrer que la différentielle de f est bornée sur U.
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[ Exercice 1. Soit Q2 =]0, +00[%]0, +oo[. Trouver 'ensemble des f € C*(Q2,R) vérifiant a;gg wy%g — 20

z

On pourra peser Ul y) = oy, Vig,y) = ,» €t montrer que toute solution peut s’écrire sous la

forme f(z,y) = g(U(x,y),V(x,y)) avec g : (u,v) — g(u,v) une fonction de classe C* de Q dans R.
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Exercice 2. Soit x € R™. On note ¢ I'application de M,,(R) dans lui-méme donnée par
D(A) = Tl(Az)AT + sin({z, Az))L,.

Montrer que @ est d1ffe1ent1able sur M, (R) et calculer sa différentielle en tout point.
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z(t) = 2cost — /2sin’ t,
y(t) = sin(2t).

On considere la courbe paramétrée ¢ — y(t) = (zgg)

Exercice 3. Pour t € R, on pose {

Etudier (soigneusement) les variations de x et y sur [0, 7). .
Sk £ L ank * 9T anb b = 24T sin b (& - o F)

?"0 \____('/‘ — - 3
=0 in O'ehr YV/ zOSW @ ?Zz?:}/ }0 Sk [__%:TP/WJ g

y ‘W) = ¥os 2k (ZO e (5/%3 P SO [% 2’%’]}7’0 ’”"@r/ OK
L

x(t)

Calculer 4/(%). En déduire la pente de la tangente a la courbe au point v(3).
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Calculer 7”(-34—”). En déduire un développement limité de v a l'ordre 2 en ¢ = §417 puis la pente des
demi-tangentes a la courbe au point 7(3{) (et le point ou la demi-tangente coupe I'axe des abscisses).
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Tracer soigneusement image de la courbe sur [0, 7] au vu des questions précédentes, puis sur [—, 0]
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