Partie I : Notions Fondamentales.

Cette partie sera notée sur 5 points, sa rédaction ne doit nor-
malement pas excéder 30 minutes.
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Calculer le rang de A—21, et la trace de A. La matrice A
est-elle diagonalisable 7

4 7 3
f=2% = |5 42516 ~ Tk b
-2 k%6
@Qanné-& ok fa/p“‘éf”'i*’u dlone Q@Q 78 ﬂt’ﬂ mg A 5 Tr(ﬂ); 3

D% E ‘QVHZ’R«) e ol Qimangion 3. Done 2 ad—

rqui-:{, JQ %/1‘ @ muB/’pV\a,f av /nalﬂﬂ > D};-c_ (X Z) ﬂ/'ygeﬂ;}
qui o scnd” La wmpae da menes w3 dinc b dernige

dhe ) oy = 3
racinL pgd’} ) Pl mul d‘h 23_ }&% AOJWM&‘/%,
[ one vilerr pripre $m p@,) -

[ 2. Soient E, F, et I des ensembles, f : E — I’ une application.
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3. Pour n € N et z € [0,1], on pose fn(z) = S
A

La série Y. f, converge-t-elle normalement sur [0,1] 7
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Pour z € [0,1], calculer / I 45 et en déduire une expression de E T ().
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En déduire que Y. f, converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction f que I'on plécisera.
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Partie II : Calcul Différentiel et Optimisation

Cette partie sera notée sur 15 points. Il y a deux exercices, un probléme, et enfin un troisieme exercice.

[ Exercice 1. Optimisation de 2 + 7y? sous contrainte (22 + 3°)? = 2 — 3.

Pour (z,y) € R?, on pose f(z,y) = 22+ 7y% et g(z,y) = (2% +y?)*—2*+y*. On définit £ = g~ ' ({0}).
Montrer que f atteint ses bornes sur K.
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Calculer le gradient de g. Quels sont les points de K ott 'on ne peut pas a priori appliquer le théoreme
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crire les conditions de Lagrange en un point d’extremum local de f sur K qui permet d’appliquer
théoréeme des extrema liés, et montrer que 6 points de K satisfont ces conditions.
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Calculer la valeur de f en ces points. Quels sont les points de minimum et de maximum global de f
sur K7
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Exercice 2. Etude d'une courbe paramétrée (la lemniscate de Bernoulli).

On consideére la courbe paramétrée z(t) = ;f;i y(t) = 1+§2, pour ¢t € R. Calculer z(—t), y(—t), z(3)

et y(7). En déduire les symétries qui permettent de se ramener a étudier la courbe pour ¢ € [0, 1].
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Dresser les tableaux de variation de z et y sur [0,1], donner les points ot les tangentes sont hori-
zontales, verticales, et donner la pente de la courbe en ¢t = 0 (Indication : on pourra admettre que

la seule racine de 1% — 3t — 3¢> + 1 dans [0, 1] est o = ‘/\%1 =1/2—/3).

ot 9*_1 S"”Vlk \Gmo (J’) (’{4315' )A*'H)“‘G"H'?)*“’E__ __/}.b' B*Ir YA
Gor G
-d 4'1)(4'44-4# %)
1 e,
Yl w A dﬁﬁ )m)’” s ( ”””‘C@Mn_)
*"..f_*;girif;_‘%{_:\ - -t () (@) o)
(1) ()T

C&hhi/f(/-&nag, For o2y e ’*-"‘LT\F
u&/ Q.—,Pz/fmw sw’ [ﬂ 4° = 2V ,f’_ \{;—_7:
y/a)ﬁ/f [_['q}%n/a o Oe/ﬂ-l—@ M"" :
5] (el
W’V’@ hori zonddl gn  ((K),y (k) ) Ona £ ¢h4 .
) ,1.( 525 @v_ja b@") Biac /»‘u/r 4iy* = fr(z -V“)

- G-203
2'\!—) Yo Cf(‘a \F’) Y b (23) T e |

o) Bk GAD V55

) ERew) ra(z)

Tagnle. verkak (xH) /?’("))‘* ¢,°) il

____________________________________________________ }’,Wr_@_-K_)___E_-‘E‘::_:F\}_@_" S



Tracer soigneusement I'image de la courbe paramétrée lorsque ¢ € R (quatre points ont déja été

tracés, correspondant a t = i—lgﬁ)
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Probléme : autour du Lemme de Morse.

montrer qu’il existe un difféomorphisme local a au voisinage de 0 dans R™ tel que «(0) = 0, dont la

[ Introduction. Si f : R* — R est de classe C', avec f(0) = 0 et Vf(0) = up # 0, on veut
_ )=
différentielle en 0 est Pidentité, et tel que pour tout = dans un voisinage de 0, f(z) = {(a(z), uo).

Montrer que « : R® — R” défini par a(z) = x + Huollz (f(x) — {x,up))up convient.
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En faisant le « changement de variable » y = a(z) au voisinage de 0, on a donc exprimé f comme (y, uo),
qui correspond & la partie linéaire du développement de Taylor de f pour la variable z, puisque up = V 1(0).



Le Lemme de Morse consiste a aller & 'ordre supérieur au voisinage d’un point critique.
On suppose que f : R* — R est de classe C”, on note Hessy : R* — S,,(R) sa hessienne. On suppose
que f(0) =0, que Vf(0) = 0, et que Hess;(0) = Hy est inversible. On veut montrer le résultat suivant :

-

11 existe un difféomorphisme local « au voisinage de 0 dans R tel que

a est de classe C! et a(0) = 0,
la différentielle de o en 0 est I'identiteé,

pour tout z dans un voisinage de 0, f(z) = £{a(2), Hoa(z)).

On aura donc bien transformé f en une forme quadratique en la nouvelle variable y = o(x).

A. Un résultat sur les matrices symétriques. Si Ay est symétrique et inversible, on veut
construire une application r de classe C! dans un voisinage V de Ay dans S,(R) (I'ensemble des

matrices symétriques), & valeurs dans M, (R) avec r(Ag) = I, et vérifiant r(A)" Agr(A) = A pour

toute matrice symétrique A € V.

On pose ® : S,(R) — S,(R) donnée par ®(P) = PAy " P. Montrer que ® est un difféomorphisme

local d'un voisinage U C S, (R) de Ap dans un voisinage Y C S,(R) de Ay.
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Pour A € V, on pose r(A) = Ay' ®~1(A). Montrer que r convient.
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1
B. Démonstration du Lemme de Morse. Pour z € R" on note A(z) = f (1 —t) Hessy(tx) dt :
0

5?
on a A;;(z) = fo (1—1)- o 5; (tx)dt pour 1 £ 4,5 € n.
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Montrer que si k € [1,n], :,ﬂii(a:) = fo t(1— t)%gT%c(tm) dt, et que A est de classe (8.3
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Exprimer f ( ) par un développement de Taylor en 0 a I'ordre 2 en faisant app'nmne A( )
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On pose Ay = A(0). Montrer qu’on peut apphquer le résultat de la partie A., et qu’il existe un
ouvert {2 C R™ contenant 0 jel que A(S)
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Pour z € Q, on pose a(z) = r(A(z))z. Montrer que & convient.
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i Application : éclatement de singularité. On suppose que f est de classe C3 de R? dans R,
et vérifie f(z,y) = —2% + y* + O(||(z, y)||°) au voisinage de (0,0)

Que valent f(0,0), V£(0,0) et Hessg(0,0)?
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En utilisant la partie B., Montrer qu’il existe un ouvert 2 C R? contenant (0,0) et des fonctions
et v de §2 dans R telles que f(z,y) = —u(z,y)? + v(z,y)? pour tout (z,y) € 2, et avec 4(0,0) = 1,
2£(0,0) = 0, 22(0,0) =0, 52(0,0) = 1.
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Montrer qu’il existe € > 0 et deux fonctions p et 1 de C*(]—¢, €[, R), avec (0) = 1(0) = 0, ¢'(0) = 1
et 1'(0) = —1 telles que V(z,y) €] —¢,e[?
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Voici maintenant le troisiéme exercice.

[ Exercice 3. Autour de l'unicité d’un point critique (point ot la différentielle s’annule).

En dimension 1, montrer que si f : R — R, de classe C', admet un minimum local strict en z, qui

est le seul point critique, alors ¢’est un poijnt de minimum global (strict).
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(z,y) € R? — 22(1 + y)* + y* € R a un seul point critique, que c’est un point de

Montrer que f :

minimum local strict, mais qui n’est pas global. '
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R? — R, de classe C! et bornée inférieurement, ayant un unique point

Existe-t-il une fonction zf
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