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Introduction et Motivation

e Soit Xq,..., X, € RN des vecteurs i.i.d centrés et de matrice
de covariance ¥ = E(X1X{) = ... = E(X,X]).
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Soit Xq,..., X, € RN des vecteurs i.i.d centrés et de matrice
de covariance ¥ = E(X1X{) = ... = E(X,X]).

La matrice de covariance empirique By est définie par

1
By ZXka— XNPXNpouXNP_(Xl Xp) € RV*P
k 1

E(By) = X

Pour N fixé, la loi des grands nombres implique que

., B = ,,ﬂmoo,,ZXka—z P

Que se passe-t-il lorsque N := N,,p — oo t.q. p— 00 7
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T
= =150 X X]
V. P k=1
1,y =1
e Soit By = P

X1 Xip2

1, _
e X/.v 1 Xnp2
X; X
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; _ 1 T _ 1 P T
e Soit By = EX/\/,pXva = p 2k=1 kak

X171 X172 .. X17p
Avp=| 1 :
Xni Xna - Xwp
X1 Xo ... X,

e La mesure spectrale empirique de By est définie par

1 N
:U’IBN = N Z 5}\/(
k=1

ol Ag,..., Ay sont les valeurs propres de By.
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; _ 1 T _ 1 P T
e Soit By = EX/\/,pXva = p 2k=1 kak

X171 X172 .. X17p
Avp=| 1 :
Xni Xwz - Xnp
X1 Xy ... X,

e La mesure spectrale empirique de By est définie par

1 N
:U’IBN = N Z 5}\/(
k=1

ol Ag,..., Ay sont les valeurs propres de By.

e On suppose que cy = % N—> c € (0,00).
—+00
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o Soit By = - X p Xy,

X171 X172 . XLP

Xnp = : : :
XN,l XN,2 c. XN,p

e Boutet de Monvel, Khorunzhy et Vasilchuk '96

Entrées Gaussiennes Corrélées
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o Soit By = - X p Xy,

X171 X172 . XLP

Xnp = : : :
XN,l XN,2 c. XN,p

e Boutet de Monvel, Khorunzhy et Vasilchuk '96
Entrées Gaussiennes Corrélées

e Hachem, Loubaton et Najim '05

Ij_zhkglk_]f

(k,0)ez?



Le Modele

e Soit (& )ijez une famille de v.a.r. i.i.d.
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Le Modele

Soit (& )i jez une famille de v.a.r. i.i.d.

Soit g : RZ* 5 R une fonction mesurable telle que, pour tout
(k,0) € 72,

Xio = g(éx—iv—j; (i,)) € 7%,

est bien définie, E(Xp0) = 0 et || Xo,0/2 < .

Soit (Gj )i jez une famille de variables aléatoires Gaussiennes
tq. ¥(ij), (k.0) € 22,

E(Gk,0Gij) = E(Xk e Xi )

Soit Hy = %g,\hpg,@p
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Théoreme
Lorsque N,p — oo t.q. N/p — c € (0,0), onaVz e C,,

Jim |58y (2) — E(Suy(2))| =0 p.s.
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Théoreme
Lorsque N,p — oo t.q. N/p — c € (0,0), onaVz e C,,

Jim |58y (2) — E(Suy(2))| =0 p.s.

Corollaire

SiN,p—ootqg N/p— c€(o,0) ets'il existe une mesure
telle que pour toute fonction continue et bornée f : R — R,

E/fd/j,HN E— /fdu,
N—+o0

alors .
[By ——> [ P.S.
N— oo



On note pour tout (k,¢) € Z2, vk = E(Xo,0Xk.r)
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On note pour tout (k,¢) € Z2, vk = E(Xo,0Xk.r)

Théoreme

N,p— oo tq. N/p— c €(0,00). Supposons que
> ke kel < o0

Alors, presque siirement, g, converge en loi vers une mesure de
probabilité non aléatoire dont la transformée de Stieltjes S = S(z)
vérifie: pour tout z € CT

S(z) = fol h(x, z)dx

ol h(x, z) est une solution de I'équation

e 1 F(x.5) -
h(x,z) = ( z+ fo 1tc [i F(u,8)h(u,z)du ds) ’
avec

f(x,y) = ZUGZ %e—zm(kxﬂy)
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Application

* Soit (ak¢)(k,cjezz une famille de nombres réelles t.q.

Z |ak7[’ < o0

k€L

e Soit (& j)ij famille de v.a. i.i.d., E(£o,0) = 0 et [|€o,02 < oo.
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Application

* Soit (ak¢)(k,cjezz une famille de nombres réelles t.q.

j{:|3kx’<100

kLEZ

e Soit (& j)ij famille de v.a. i.i.d., E(£o,0) = 0 et [|€o,02 < oo.

Xij= § ak,0€ ki 04 -
KCCZ

Lorsque N,p — oo t.q. N/p — ¢ € (0,00), le résultat s'applique
avec

Vg = €003 D uvauriu
u,veZ



[ ]
Soitn=N
_|_
p et

X, =
. 1
< p,p D
X OX
N,p N >
N
,N .
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e Soit n=N+pet
Xn:1< OP:P Xl\T,p > .
VP \ Xnp Onn
e On note que
X2 — ( %XI\IPXN»P 05, ) _ ( B,C 0, > .

1 T
" O, SNy Ovn By

)
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e Soit n=N+pet

Xn:1< OP:P Xl\T,p > .
VP \ Xnp Onn

e On note que

X2 — 5N p AN 05, _ ( By Opp ) _

" O, %XN,pX/\-{p Ovn By

e Comme I'ensemble de valeurs propres de X,, est
Ui{sk(Xnp), —sk(Xnp)}, on a z Sxa(2%) = Sx, (2)
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e Soit n=N+pet

Xn:1< OP:P Xl\T,p > .
VP \ Xnp Onn

e On note que

X2 — 5N p AN 05, _ ( By Opp ) _

" O, %XN,pX/\-{p Ovn By

e Comme I'ensemble de valeurs propres de X,, est
Ui{sk(Xnp), —sk(Xnp)}, on a z Sxa(2%) = Sx, (2)

p—N

_ n
Sey(2) = 2712 Sk, (24?) + 2Nz

2N "
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e Soient Hy = %gN,pg,\Thp et

Gn:1< 0pp G ) .
VP \ 9np Onn

e De méme, on a
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e Soient Hy = %gN,pg,\Thp et

Gn = i < Op,p g,-\II:p
VP \ 9np Onn
e De méme, on a
Siy(2) = —— S (2Y/2) +
Hy 2Nz1/2 77
alors
n
Sey(2) — E(Smy(2) = SN2

).
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Lorsque N/p — ¢,

ou

Vz € Cq, limy_o0 ‘SBN(Z) — E(SHN(Z))‘ =0 ps.

1 1
By = EXN’pX,\T’p et Hpy = EQMPQ,\TLP




Lorsque N/p — ¢,

Vze Cy, limy_ oo ‘SJBN( ) (SIHIN )‘ =0 ps.

0

Vz € Cy,limp oo |Sx,(2) — E(SGH(Z)H =0 ps.

ol
1 1
By = EXNvPX’\TyP et Hpy = ;QMPQ,\TLP

xn—l( 055 X,\IP> ot Gn—1< Opp G ) _
Anp Oy VP \ 9np Onn
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Matrices Symétriques

Soit X,, = L X, ol

Jn
X11
X X
v Xy osii<io_ 21 722
n )<f7i siif <_j o : :
Xn,l Xn,2

e Wigner '58



Matrices Symétriques

Soit X,, = L X, ol

/n
X11
Xo1 X

v Xy osii<io_ 2L 72

T X osii<j : : g
Xo1 Xnz oo Xon

e Wigner '58

e Khorunzhy et Pastur '94

, Entrées Gaussiennes Correlées
e Boutet de Monvel et Khorunzhy 99}
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Le Modele

o Xio=g(&k—iv—j: (i,j) € Z?),
e Soit X, = ﬁé’(,, ou X, est la matrice symétrique définie par

(X sij<i
Xn_{ Xj},’ sii<j.
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Le Modele

Xio = 8(k—iv—j ; (i.j) € Z?),
Soit X,, = ﬁé’(,, ou X, est la matrice symétrique définie par

(X sij<i
Xn_{ Xj},’ sii<j.

V(i,j), (k,0) € Z2, E(GkGij) = E(Xk e Xi )
Soit G, = ﬁgn ou

G, = G,'J Sijgl'
n GJ'J sii <.
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Théoreme
Pour tout z € C,,

lim |Sx,(z) — E(Sg,(2))| =0 presque sirement.
n—oo

14/ 34



Théoreme
Pour tout z € C,,

lim |Sx,(z) — E(Sg,(2))| =0 presque sirement.
n—oo

Corollaire
S'il existe une mesure 1 telle que pour toute fonction continue et

bornée f : R — R,
]E/fdu@,n —)/fd,u,
n——+00

L
Ux, — | presque siirement.
n—oo

alors
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e On note pour tout (k,¢) € Z2, Yie,e = E(Xo,0Xk,¢)

Théoreme
Supposons que

Vit = Vek € Dy ez [Vhel < 00

Alors, presque siirement, |, converge en loi vers une mesure de
probabilité non aléatoire dont la transformée de Stieltjes S = S(z)
vérifie: pour tout z € CT

S(z) = [ h(x, z)dx

ol h(x, z) est une solution de I'équation

h(x,z) = <_Z+ I f(x’y)h(y’z)dy)_l

avec

f(X,y) _ Zk,jeZ ,ykd_e—27ri(kx+jy)

15/ 34



Stratégie de preuve

Montrer pour tout z € C*, [S,, (z) —E(S,;,(2))| = 0 p.s.
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Stratégie de preuve
Montrer pour tout z € C*, [S,, (z) —E(S,;,(2))| = 0 p.s.
© Xt = 8(&k—ie—j: (i) € 2%)
e Soit m un entier positif fixe pour le moment et V(u, v) € Z?,
on pose

XS = E(Xu|FD)
ol ]-'L(,T,) =o(jiu—m<i<u+m v-m<j<v4m).

X&m\,) 1 Xls/mg, si. max{|lu—J|,|v—V[}>2m

e Soit Xs,m) =



° SXn(z) = %Tr(xn . ZI)_l
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«Or «Fr «=>»

«E>»
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o Sx,(2) = iTr(X, —z/)7!
e Comme R,(A) — R,(B) =
IR:|l < [7m(z)|~, on a

R.(A)(B — A)R.(B) et
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o Sx,(2) = ;Tr(Xp —2l)~
e Comme R,(A) — R;(B) = R,(A)(B — A)R,(B) et
|R|| < |Im(z)|7%, on a

156,(2) = Sym (@) < o Tr(Xy — AS™)?2
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o Sx,(z) = 1Tr(X, — z/)7?

n

e Comme R,(A) — R;(B) = R,(A)(B — A)R,(B) et
|R|| < |Im(z)|7%, on a

1
}an(z) - ngm)(z)‘z B n2v4TI'(X X( ))
2 2
<o > K- X))
1<¢<k<n
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o Sx,(z) = LTr(X, — 21)~!

e Comme R,(A) — R;(B) = R,(A)(B — A)R,(B) et
IR:|l < [7m(z)|~, on a

1 m
}SX%(Z)—-Sng(Z)F < EEJZTY(A%‘_‘%ﬁ ))2
2 2
< 2% (X

1<¢<k<n
e Théoreme ergodique implique que
1
lim — Z (Xk,f—X/E,nzj))z :E((Xo,o—Xéfg))z) p.s. eten L.

n—oo N2
1<k<n

17/ 34



o Sx,(z) = LTr(X, — 21)~!

e Comme R,(A )— 2(B) = R,(A)(B — A)R,(B) et
IR:|l < [7m(z)|~, on a

1 m
}SX%(Z)__Sng(Z)F < EEJZTY(A%‘_‘%ﬁ ))2
2 2
< 2% (X

1<¢<k<n

e Théoreme ergodique implique que

1 2 2
nll_>ngoﬁ Z (ijg—X,E,"g)) = E((X070—X(§fg)) ) p.s. eten L.
1<k<n

lim lim sup | Sx,,(z) — SX(,,,>(Z)| =0 ps.

m
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e Soit (G,'(}n))i,jez une famille de variables aléatoires
Gaussiennes t.q. pour tout (k,¢) € Z2,

E(67 6\ = BT X\
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e Soit (G,'(}n))i,jez une famille de variables aléatoires
Gaussiennes t.q. pour tout (k,¢) € Z2,

E(G7 6y = E(X7XT)

e Soit G( fg("’)

(m _ GM sij<i
GJ.{JT) sii <.



e Soit (G,'(}n))i,jez une famille de variables aléatoires
Gaussiennes t.q. pour tout (k,¢) € Z2,

E(Gy 67) = B X)
e Soit G( fg("’)
(m) _ -(J'-n si J<i
™ sii<.
e On va montrer que Vz € C1

lim limsup [E(Sg,(2)) — E(SGE,'")(Z))‘ =0.

m—o0 psoco
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* Sa(2) = Tr(A—2)

19/ 34
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o Sp(z) = LTr(A—z1)71

n

e Soit N = n(n+1)/2. Pour tout x € RV,

X = (rl, ceey I’n) S RN ou ri= (X,',j)lgg,'
e Soit A: RN — M, (R) I'application définie par

Xi.j IfIZj

A(X)U:ﬁ{ i if i<
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Sa(z) = LTr(A — z1)~1

n

Soit N = n(n+1)/2. Pour tout x € RV,

x:(rl,...,rn)E]RN ol r,':(X,',j)lgg,'

Soit A: RN — M, (R) I'application définie par

Xi.j IfIZj

A(X)U:ﬁ{ i if i<

z € C*, soit f := f,, la fonction définie de RN — C par

f(x) = %Tr(A(x) —z1,)"" vxeRN
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L4 G:(Rl,

s Rn)
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[ G:(R]_’..-

,Rn) avec R; = (Gij)i<j<i

S6,(z) = f(G)

o G = (R™ . RI™) avec R = (G,-(f))l

Sep(2) = F(6™)



e G=(Ry,...,Rn) avec R; = (Gjj)i<j<i

Sg,(z) = f(G)
e G(M — (R{m), . R,(,m)) avec R,-(m) = (G-('-n)hgjgi

I7J
SGgm)(Z) = f(G(m))
e On va montrer que

lim limsup |Ef(G) — Ef(G(™)| =0.

m—=00 poo

20/ 34



Technique d'interpolation Gaussienne

e Soit f : R" — R une fonction deux fois dérivable.
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Technique d'interpolation Gaussienne

e Soit f : R" — R une fonction deux fois dérivable.

e Soient (Zx)kez et (Zk)kez deux familles de v.a. Gaussiennes
centrées. On note les vecteurs aléatoires

Z=(24,...,2q4) et Z:(Z,...,Z,).

Comment peut-on approximer E(f(Z)) par E(f(Z)) ?
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e Pour t € [0,1], W(t) = tZ+ /1 — tZ. Alors

Ef(Z) - Ef(Z) = E /01 %f(W(t)) dt

‘&z Z;
:E/O Z(zﬁ_z 1t)8,-f(W(t))dt.

i=1
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e Pour t € [0,1], W(t) = tZ+ /1 — tZ. Alors

Ef(Z) - Ef(Z) = E /1 dif(W(t)) dt

Zi
:E/lz;<2\[ 2F)af( (1)) dt.

e Ildentité de Stein: (formule d'intégration par parties pour les

vecteurs gaussiens)
Pour tout i € {1,...,d},

E(Z h(Z)) = zd:E(Z,-Zg)]E<8h(Z)> .

X
=1 Ox
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[E(S6,(2)) = E(Sgm (2))| = [E(£(G)) — E(f(G!™))]

23/ 34



23/ 34

E (5G< ) — E(Sgn(2)| = [E(F(G)) ~ E(f(6™))|
S (B(6eGi)-E(G} G (0 (8(1))

1<t<k<n1<j<i<n
g(t) =vtG++v1—-tGMm

et
f(x) = %Tr(A(x) —z1,)t wxeRV



* RO = (AG) =)
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R(A—zl)=1 alors oR =—-R 0A R
8X,',J' aX,'J
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R(A—zl)=1 alors oR =—-R 0A R
8X,',J' aX,',j
of 1 0A
= ——Tr(R==R
8x,-7j N r( aX,'J )
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e R(x) = (A(x) —zl)~?
o f(x) = yTrR(x)

R(A—zl)=1 alors OR =R OA R
Ixi j Oxj j
of 1 OA
oxi; N r( Bx;, )

Comment peut-on contrdler des termes comme par exemple

[Tr(R(9x,A)R(Dx, , AIR) 7

24/ 34



Soient B et C deux matrices d'ordre N
o [Tr(BC)| < [|IBll2[|Cll2
o max{||BCll2, [|CBl2} < [Amax(B)[[IC][2
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Soient B et C deux matrices d'ordre N
o [Tr(BC)| < [|IBll2[|Cll2
o max{||BCll2, [|CBl2} < [Amax(B)[[IC][2

1
IR|l < =
[Im(2)|

| Tr (RO, AR (D AIR) | < 1105, All2]| R(Ds, . A)R? |2
< (105, All210s, Allz|Fm(2)]
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Pour z=x+iy € CT,

of 2
Oxij| = y2n32
O f 4
8X;J8Xk7g - y3n2
O3 f 3 x 25/2
Oxi jOXk 00Xy, | —  y*nd/2




[E (SG( ) —E(Sgm ()]
S Y (B(GkeGi)E(GY 6 E Gty f(8(1) |

1<l<k<n1<j<i<n

g(t) = VtG+v1—tGm
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[E (SG( ) —E(Sgm ()]

S (XX B X)) (0 f (8(1)))|

1<l<k<n1<j<i<n

< xR — Xooll2l Xooll2

g(t) = VtG+v1—tGm

IE(XMX;L,-) = E(Gk’gG,',j) et E(XIE,,Z)XI(:’)) = E(GIECZ) G(m))

)
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[E (SG( ) —E(Sgm ()]

S (XX B X)) (0 f (8(1)))|

1<l<k<n1<j<i<n

< xR — Xooll2l Xooll2

g(t) = VtG+v1—tGm

IE(XMX;J) = E(Gk’gG;,j) et E(XIE,,Z)XI(,T)) = E(GIECZ) G(m))

)

lim limsup |[E(Sg,(2)) —E(S.m(z))| =0.

m—0o0 p oo Gn



Il reste 3 montrer que pour tout z € CT,

|SX(nm)(z) - E(SG(nm)(z))‘ —0 ps.
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Il reste 3 montrer que pour tout z € CT,

|SX(nm)(z) - E(SG(nm)(z))‘ —0 ps.

1. !Sx(nm)(z) - ]E(Sx(nm)(z))‘ — 0 p.s. Inégalité de concentration

2. !E(Sx(m)(z)) — IE(SG(m)(z))‘ — 0 Méthode de Lindeberg
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Une inégalité de concentration pour les mesures spectrales

Théoreme
Soit f : R — R une fonction a variation bornée et (X,-(;.());J une
famille de v.a. K-dépendantes. Alors pour tous n > K et t > 0,

nt?
IP’(‘ f —E [ fd >t)<2 ot
/ Ihigro / Pxo] =t) = eXp< 160KV,?>
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Théoreme
Soit f : R — R une fonction a variation bornée et (X,-(;.());J une
famille de v.a. K-dépendantes. Alors pour tous n > K et t > 0,

nt2
IP’(‘ f —E [ fd >t)<2 -
/ dptygr / Hxgo| = 1) = eXp< 160va2>

On applique I'inégalité avec K = 2m et

X —Uu

fi(x) = Re(f(x)) = [CED

siz=u+iveCh. Ona Vg =V, =2



La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Soit f : R? — R une fonction trois fois dérivable.
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e Soit f : R? — R une fonction trois fois dérivable.

e Soient (Xk)kez et (Zk)kez deux suites indépendantes de
variables aléatoires indépendantes bornées centrées réduites.
On note les vecteurs aléatoires

X=(Xy,...,Xq) et Z=(Z,...,24).
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La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Soit f : R? — R une fonction trois fois dérivable.

e Soient (Xk)kez et (Zk)kez deux suites indépendantes de
variables aléatoires indépendantes bornées centrées réduites.
On note les vecteurs aléatoires

X=(Xy,...,Xq) et Z=(Z,...,24).

Comment peut-on approximer E(f(X)) par E(f(Z)) ?



La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Avec la notation Y; = (X1,...,X;, Zi11,...,2Z4), 0n a

d
Ef(X) —Ef(Z) = > (Ef(Y,) — Ef(Yi_1))
i=1
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La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Avec la notation Y; = (X1,...,Xj, Zi11,...,2Z4), on a

Q.

Ef(X =Y (BF(Y) - Ef(Yi-1))

i=1

e On note Yo (Xl,...,X,',l,O,Z,'Jrl,...,Zd).

FOYi) — F(Yic1) = F(Y5) = F(YD) = (F(Yiz1) — F(YD))



La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Avec la notation Y; = (X1,...,X;, Zi11,...,2Z4), 0n a

d
Ef(X) —Ef(Z) = > (Ef(Y,) — Ef(Yi_1))

i=1

e On note Y? = (Xl, ey Xi21,0, Zig1, - .,Zd).

FY:) = F(Yic1) = (Xi — Z)Oif (YD) + (XP — Z7)07F(Y7)

1
+ %X?&?f(Y}*) + 62,-38?f(Y}‘*)
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La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Avec la notation Y; = (X1,...,X;, Zi11,...,2Z4), 0n a

d
Ef(X) —Ef(Z) = > (Ef(Y,) — Ef(Yi_1))

i=1

e On note Y? = (Xl, ey Xi21,0, Zig1, - .,Zd).

FY:) = F(Yic1) = (Xi — Z)Oif (YD) + (XP — Z7)07F(Y7)

1
+ %X?&?f(Y}*) + 62,-38?f(Y}‘*)

Alors

1 * 1 *k
[EF(Yi) = BF(Yi)| < CIXISEIFF (Y] + ClIZISEI07F(YE)]
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e Soit p—> o0 t.q. p/n—0et m/p— 0.

e Soient K =2met g = [pf }
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e Soit p—> o0 t.q. p/n—0et m/p— 0.

o SoientK:2metq:[ n }

p+
0
Bl71 0
0 0 0

By 0 By O

Bq_171 0 Bq—1,2 0 Bq—1,3
0 0 0 0 0
Bq71 0 Bq72 0 Bq,3
0 0 0 0 0




‘SX(H’") (z) — SXgm) (2)| = ‘/fd'“x(n’") — / fd“XE,"’)
™ (m) g (m)
g;HFX" — ||oo

< Rang (5™ — &™)
vn
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Merci de votre attention!
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