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Introduction et Motivation

• Soit X1, . . . ,Xp ∈ RN des vecteurs i.i.d centrés et de matrice
de covariance Σ = E(X1XT

1 ) = . . . = E(XpXT
p ).

• La matrice de covariance empirique BN est définie par

BN =
1

p

p∑
k=1

XkXT
k =

1

p
XN,pXT

N,p où XN,p = (X1 . . .Xp) ∈ RN×p

• E(BN) = Σ.

• Pour N fixé, la loi des grands nombres implique que

lim
p→+∞

BN = lim
p→+∞

1

p

p∑
k=1

XkXT
k = Σ p.s.

• Que se passe-t-il lorsque N := Np, p →∞ t.q. p →∞ ?
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• Pour N fixé, la loi des grands nombres implique que

lim
p→+∞

BN = lim
p→+∞

1

p

p∑
k=1

XkXT
k = Σ p.s.

• Que se passe-t-il lorsque N := Np, p →∞ t.q. p →∞ ?

2/ 34



Introduction et Motivation

• Soit X1, . . . ,Xp ∈ RN des vecteurs i.i.d centrés et de matrice
de covariance Σ = E(X1XT

1 ) = . . . = E(XpXT
p ).

• La matrice de covariance empirique BN est définie par
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• Soit BN = 1
pXN,pXT

N,p = 1
p

∑p
k=1 XkXT

k X1,1 X1,2 . . . X1,p

XN,p =
...

...
...

XN,1 XN,2 . . . XN,p

X1 X2 . . . Xp

• La mesure spectrale empirique de BN est définie par

µBN
=

1

N

N∑
k=1

δλk

où λ1, . . . , λN sont les valeurs propres de BN .

• On suppose que cN := N
p −−−−−→N→+∞

c ∈ (0,∞).
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où λ1, . . . , λN sont les valeurs propres de BN .

• On suppose que cN := N
p −−−−−→N→+∞

c ∈ (0,∞).

3/ 34



• Soit BN = 1
pXN,pXT

N,p X1,1 X1,2 . . . X1,p

XN,p =
...

...
...

XN,1 XN,2 . . . XN,p

• Boutet de Monvel, Khorunzhy et Vasilchuk ’96

Entrées Gaussiennes Corrélées

• Hachem, Loubaton et Najim ’05

Xi ,j =
∑

(k,`)∈Z2

h(k , `)Gi−k,j−`
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Le Modèle

• Soit (ξi ,j)i ,j∈Z une famille de v.a.r. i.i.d.

• Soit g : RZ2 → R une fonction mesurable telle que, pour tout
(k , `) ∈ Z2,

Xk,` = g(ξk−i ,`−j ; (i , j) ∈ Z2) ,

est bien définie, E(X0,0) = 0 et ‖X0,0‖2 <∞.

• Soit (Gi ,j)i ,j∈Z une famille de variables aléatoires Gaussiennes
t.q. ∀ (i , j) , (k, `) ∈ Z2,

E(Gk,`Gi ,j) = E(Xk,`Xi ,j)

• Soit HN = 1
pGN,pG

T
N,p
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Théorème
Lorsque N, p →∞ t.q. N/p → c ∈ (o,∞), on a ∀ z ∈ C+,

lim
N→∞

∣∣SBN
(z)− E

(
SHN

(z)
)∣∣ = 0 p.s.

Corollaire
Si N, p →∞ t.q. N/p → c ∈ (o,∞) et s’il existe une mesure µ
telle que pour toute fonction continue et bornée f : R→ R,

E
∫

f dµHN
−−−−−→
N→+∞

∫
f dµ,

alors
µBN

L−−−−→
N→∞

µ p.s.
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On note pour tout (k , `) ∈ Z2, γk,` = E(X0,0Xk,`)

Théorème
N, p →∞ t.q. N/p → c ∈ (0,∞). Supposons que∑

k,`∈Z |γk,`| <∞

Alors, presque sûrement, µBN
converge en loi vers une mesure de

probabilité non aléatoire dont la transformée de Stieltjes S = S(z)
vérifie: pour tout z ∈ C+

S(z) =
∫ 1
0 h(x , z)dx

où h(x , z) est une solution de l’équation

h(x , z) =
(
− z +

∫ 1
0

f (x ,s)

1+c
∫ 1
0 f (u,s)h(u,z)du

ds
)−1

,

avec

f (x , y) =
∑

k,j∈Z γk,je
−2πi(kx+jy)
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Application

• Soit (ak,`)(k,`)∈Z2 une famille de nombres réelles t.q.∑
k,`∈Z

|ak,`| <∞

• Soit (ξi ,j)i ,j famille de v.a. i.i.d., E(ξ0,0) = 0 et ‖ξ0,0‖2 <∞.

Xi ,j =
∑
k,`∈Z

ak,`ξk+i ,`+j .

Lorsque N, p →∞ t.q. N/p → c ∈ (0,∞), le résultat s’applique
avec

γk,j = ‖ξ0,0‖22
∑
u,v∈Z

au,vau+k,v+j

8/ 34
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• Soit n = N + p et

Xn =
1
√

p

(
0p,p XT

N,p

XN,p 0N,N

)
.

• On note que

X2
n =

(
1
pX

T
N,pXN,p 0p,p

0N,N
1
pXN,pXT

N,p

)
=

(
BT
N 0p,p

0N,N BN

)
.

• Comme l’ensemble de valeurs propres de Xn est⋃
k{sk(XN,p),−sk(XN,p)}, on a z SX2

n
(z2) = SXn(z)

SBN
(z) = z−1/2

n

2N
SXn(z1/2) +

p − N

2Nz
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• Soient HN = 1
pGN,pG

T
N,p et

Gn =
1
√

p

(
0p,p GTN,p
GN,p 0N,N

)
.

• De même, on a

SHN
(z) =

n

2Nz1/2
SGn(z1/2) +

p − N

2Nz

alors

SBN
(z)− E

(
SHN

(z)
)

=
n

2Nz1/2

(
SXn(z1/2)− E

(
SGn(z1/2)

))
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Lorsque N/p → c ,

∀z ∈ C+, limN→∞
∣∣SBN

(z)− E
(
SHN

(z)
)∣∣ = 0 p.s.

m

∀z ∈ C+, limn→∞
∣∣SXn(z)− E

(
SGn(z)

)∣∣ = 0 p.s.

où

BN =
1

p
XN,pXT

N,p et HN =
1

p
GN,pGTN,p

Xn =
1
√

p

(
0p,p XT

N,p

XN,p 0N,N

)
et Gn =

1
√

p

(
0p,p GTN,p
GN,p 0N,N

)
.
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Matrices Symétriques

Soit Xn = 1√
n
Xn où

Xn =

{
Xi ,j si j 6 i
Xj ,i si i < j

=




X1,1

X2,1 X2,2
...

...
. . .

Xn,1 Xn,2 . . . Xn,n

• Wigner ’58

• Khorunzhy et Pastur ’94

• Boutet de Monvel et Khorunzhy ’99
Entrées Gaussiennes Correlées
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Le Modèle

• Xk,` = g(ξk−i ,`−j ; (i , j) ∈ Z2) ,

• Soit Xn = 1√
n
Xn où Xn est la matrice symétrique définie par

Xn =

{
Xi ,j si j 6 i
Xj ,i si i < j .

• ∀ (i , j) , (k, `) ∈ Z2, E(Gk,`Gi ,j) = E(Xk,`Xi ,j)

• Soit Gn = 1√
n
Gn où

Gn =

{
Gi ,j si j 6 i
Gj ,i si i < j .
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Théorème
Pour tout z ∈ C+,

lim
n→∞

∣∣SXn(z)− E
(
SGn(z)

)∣∣ = 0 presque sûrement.

Corollaire
S’il existe une mesure µ telle que pour toute fonction continue et
bornée f : R→ R,

E
∫

f dµGn −−−−→n→+∞

∫
f dµ,

alors
µXn

L−−−→
n→∞

µ presque sûrement.
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• On note pour tout (k , `) ∈ Z2, γk,` = E(X0,0Xk,`)

Théorème
Supposons que

γk,` = γ`,k et
∑

k,`∈Z |γk,`| <∞

Alors, presque sûrement, µXn converge en loi vers une mesure de
probabilité non aléatoire dont la transformée de Stieltjes S = S(z)
vérifie: pour tout z ∈ C+

S(z) =
∫ 1
0 h(x , z)dx

où h(x , z) est une solution de l’équation

h(x , z) =
(
− z +

∫ 1
0 f (x , y)h(y , z)dy

)−1
avec

f (x , y) =
∑

k,j∈Z γk,je
−2πi(kx+jy)

15/ 34



Stratégie de preuve
Montrer pour tout z ∈ C+, |SµXn (z)−E

(
SµGn

(z)
)
| → 0 p.s.

• Xk,` = g(ξk−i ,`−j ; (i , j) ∈ Z2)

• Soit m un entier positif fixe pour le moment et ∀(u, v) ∈ Z2,
on pose

X
(m)
u,v = E

(
Xu,v |F (m)

u,v

)
,

où F (m)
u,v := σ(ξi ,j ; u−m ≤ i ≤ u + m, v −m ≤ j ≤ v + m).

X
(m)
u,v ⊥ X

(m)
u′,v ′ si max{|u − u′|, |v − v ′|} > 2m

• Soit X(m)
n = 1√

n
X (m)
n où

X (m)
n =

{
X

(m)
i ,j si j 6 i

X
(m)
j ,i si i < j
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• SXn(z) = 1
nTr(Xn − zI )−1

• Comme Rz(A)− Rz(B) = Rz(A)(B − A)Rz(B) et
‖Rz‖ 6 |Im(z)|−1, on a

∣∣SXn(z)− SX(m)
n

(z)
∣∣2 6 1

n2v4
Tr
(
Xn −X (m)

n

)2

6
2

n2v4

∑
1≤`≤k≤n

(
Xk,` − X

(m)
k,`

)2

• Théorème ergodique implique que

lim
n→∞

1

n2

∑
1≤k,`≤n

(
Xk,`−X

(m)
k,`

)2
= E

((
X0,0−X

(m)
0,0

)2)
p.s. et en L1 .

lim
m

lim sup
n

∣∣SXn(z)− SX(m)
n

(z)
∣∣ = 0 p.s.
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• Théorème ergodique implique que

lim
n→∞

1

n2

∑
1≤k,`≤n

(
Xk,`−X

(m)
k,`

)2
= E

((
X0,0−X

(m)
0,0

)2)
p.s. et en L1 .

lim
m

lim sup
n

∣∣SXn(z)− SX(m)
n

(z)
∣∣ = 0 p.s.

17/ 34



• Soit (G
(m)
i ,j )i ,j∈Z une famille de variables aléatoires

Gaussiennes t.q. pour tout (k , `) ∈ Z2,

E(G
(m)
k,` G

(m)
i ,j ) = E(X

(m)
k,` X

(m)
i ,j )

• Soit G(m)
n = 1√

n
G(m)
n où

G(m)
n =

{
G

(m)
i ,j si j 6 i

G
(m)
j ,i si i < j .

• On va montrer que ∀z ∈ C+

lim
m→∞

lim sup
n→∞

∣∣E(SGn(z)
)
− E

(
SG(m)

n
(z)
)∣∣ = 0 .
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• SA(z) = 1
nTr(A− zI )−1

• Soit N = n(n + 1)/2. Pour tout x ∈ RN ,

x = (r1, . . . , rn) ∈ RN où ri = (xi ,j)1≤j≤i

.

• Soit A : RN →Mn(R) l’application définie par

A(x)ij =
1√
n

{
xi ,j if i ≥ j
xj ,i if i < j

• z ∈ C+, soit f := fn,z la fonction définie de RN → C par

f (x) =
1

n
Tr
(
A(x)− zIn

)−1 ∀x ∈ RN
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• G = (R1, . . . ,Rn) avec Ri = (Gi ,j)1≤j≤i

SGn(z) = f (G)

• G(m) = (R
(m)
1 , . . . ,R

(m)
n ) avec R

(m)
i = (G

(m)
i ,j )1≤j≤i

SG(m)
n

(z) = f (G(m))

• On va montrer que

lim
m→∞

lim sup
n→∞

∣∣Ef (G)− Ef (G(m))
∣∣ = 0 .
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Technique d’interpolation Gaussienne

• Soit f : Rn → R une fonction deux fois dérivable.

• Soient (Zk)k∈Z et (Z̃k)k∈Z deux familles de v.a. Gaussiennes
centrées. On note les vecteurs aléatoires

Z = (Z1, . . . ,Zd) et Z̃ = (Z̃1, . . . , Z̃d).

Comment peut-on approximer E(f (Z)) par E(f (Z̃)) ?
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• Pour t ∈ [0, 1], W(t) =
√

t Z +
√

1− t Z̃. Alors

Ef (Z)− Ef (Z̃) = E
∫ 1

0

d

dt
f (W(t)) dt

= E
∫ 1

0

d∑
i=1

(
Zi

2
√

t
− Z̃i

2
√

1− t

)
∂i f (W(t)) dt .

• Identité de Stein: (formule d’intégration par parties pour les
vecteurs gaussiens)
Pour tout i ∈ {1, . . . , d},

E
(
Zi h(Z)

)
=

d∑
`=1

E
(
ZiZ`

)
E
( ∂h

∂x`
(Z)
)
.
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|E
(
SGn(z)

)
− E

(
SG(m)

n
(z)
)
| = |E

(
f (G)

)
− E

(
f (G(m))

)
|

=
1

2

∣∣∣ ∑
1≤`≤k≤n

∑
1≤j≤i≤n

(
E(Gk,`Gi ,j)−E(G

(m)
k,` G

(m)
i ,j )

)
E
(
∂k`∂ij f (g(t))

)∣∣∣
g(t) =

√
t G +

√
1− t G(m)

et

f (x) =
1

n
Tr
(
A(x)− zIn

)−1 ∀x ∈ RN
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• R(x) = (A(x)− zI)−1

• f (x) = 1
N Tr R(x)

R(A− zI) = I alors
∂R

∂xi ,j
= −R

∂A

∂xi ,j
R

∂f

∂xi ,j
= − 1

N
Tr
(

R
∂A

∂xi ,j
R
)

Comment peut-on contrôler des termes comme par exemple∣∣Tr
(
R(∂xi,j A)R(∂xk,`A)R

)∣∣?
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Soient B et C deux matrices d’ordre N

• |Tr(BC )| 6 ‖B‖2‖C‖2
• max{‖BC‖2, ‖CB‖2} 6 |λmax(B)| ‖C‖2

‖R‖ 6 1

|Im(z)|

∣∣Tr
(
R(∂xi,j A)R(∂xk,`A)R

)∣∣ 6 ‖∂xi,j A‖2‖R(∂xu,v A)R2‖2
6 ‖∂xi,j A‖2‖∂xk,`A‖2|Im(z)|−3
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Pour z = x + iy ∈ C+,∣∣∣∣ ∂ f

∂xi ,j

∣∣∣∣ ≤ 2

y2n3/2 ∣∣∣∣ ∂2 f

∂xi ,j∂xk,`

∣∣∣∣ ≤ 4

y3n2∣∣∣∣ ∂3 f

∂xi ,j∂xk,`∂xu,v

∣∣∣∣ ≤ 3× 25/2

y4n5/2
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|E
(
SGn(z)

)
− E

(
SG(m)

n
(z)
)
|

=
1

2

∣∣∣ ∑
1≤`≤k≤n

∑
1≤j≤i≤n

(
E(Gk,`Gi ,j)−E(G

(m)
k,` G

(m)
i ,j )

)
E
(
∂k`∂ij f (g(t))

)∣∣∣

6 C‖X (m)
0,0 − X0,0‖2‖X0,0‖2

g(t) =
√

t G +
√

1− t G(m)

E(Xk,`Xi ,j) = E(Gk,`Gi ,j) et E(X
(m)
k,` X

(m)
i ,j

)
= E(G

(m)
k,` G

(m)
i ,j

)
lim

m→∞
lim sup
n→∞

∣∣E(SGn(z)
)
− E

(
SG(m)

n
(z)
)∣∣ = 0 .
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Il reste à montrer que pour tout z ∈ C+,∣∣SX(m)
n

(z)− E
(
SG(m)

n
(z)
)∣∣→ 0 p.s.

1.
∣∣SX(m)

n
(z)− E

(
SX(m)

n
(z)
)∣∣→ 0 p.s.

Inégalité de concentration

2.
∣∣E(SX(m)

n
(z)
)
− E

(
SG(m)

n
(z)
)∣∣→ 0

Méthode de Lindeberg
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2.
∣∣E(SX(m)

n
(z)
)
− E

(
SG(m)

n
(z)
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Une inégalité de concentration pour les mesures spectrales

Théorème
Soit f : R→ R une fonction à variation bornée et (X

(K)
i ,j )i ,j une

famille de v.a. K -dépendantes. Alors pour tous n > K et t ≥ 0,

P
(∣∣∣ ∫ f dµX(K)

n
− E

∫
f dµX(K)

n

∣∣∣ ≥ t
)
≤ 2 exp

(
− nt2

160KV 2
f

)

On applique l’inégalité avec K = 2m et

f1(x) = Re(fz(x)) =
x − u

(x − u)2 + v2

f2(x) = Im(fz(x)) =
v

(x − u)2 + v2

si z = u + iv ∈ C+. On a Vf1 = Vf2 = 2
v
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La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

• Soit f : Rd → R une fonction trois fois dérivable.

• Soient (Xk)k∈Z et (Zk)k∈Z deux suites indépendantes de
variables aléatoires indépendantes bornées centrées réduites.
On note les vecteurs aléatoires

X = (X1, . . . ,Xd) et Z = (Z1, . . . ,Zd).

Comment peut-on approximer E(f (X)) par E(f (Z)) ?
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La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

• Soit f : Rd → R une fonction trois fois dérivable.
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variables aléatoires indépendantes bornées centrées réduites.
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La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

• Avec la notation Yi = (X1, . . . ,Xi ,Zi+1, . . . ,Zd), on a

Ef (X)− Ef (Z) =
d∑

i=1

(
Ef (Yi )− Ef (Yi−1)

)

• On note Y0
i = (X1, . . . ,Xi−1, 0,Zi+1, . . . ,Zd).

f (Yi )− f (Yi−1) = (Xi − Zi )∂i f (Y0
i ) + (X 2

i − Z 2
i )∂2i f (Y0

i )

+
1

6
X 3
i ∂

3
i f (Y∗i ) +

1

6
Z 3
i ∂

3
i f (Y∗∗i )

Alors∣∣Ef (Yi )− Ef (Yi−1)
∣∣ 6 1

6
‖Xi‖3∞E|∂3i f (Y∗i )|+ 1

6
‖Zi‖3∞E|∂3i f (Y∗∗i )|
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• Soit p →∞ t.q. p/n→ 0 et m/p → 0.

• Soient K = 2m et q =
[

n
p+K

]
.



0 ...
B1,1 0 ...

0 0 0 ...
B2,1 0 B2,2 0 ...

...
. . . ... ...

Bq−1,1 0 Bq−1,2 0 Bq−1,3
. . .

0 0 0 0 0 ... 0
Bq,1 0 Bq,2 0 Bq,3 . . . Bq,q 0

0 0 0 0 0 ... 0 0 0



32/ 34



• Soit p →∞ t.q. p/n→ 0 et m/p → 0.

• Soient K = 2m et q =
[

n
p+K

]
.

0 ...
B1,1 0 ...

0 0 0 ...
B2,1 0 B2,2 0 ...

...
. . . ... ...

Bq−1,1 0 Bq−1,2 0 Bq−1,3
. . .

0 0 0 0 0 ... 0
Bq,1 0 Bq,2 0 Bq,3 . . . Bq,q 0

0 0 0 0 0 ... 0 0 0



32/ 34



∣∣SX(m)
n

(z)− SX̂(m)
n

(z)
∣∣ =

∣∣∣ ∫ fdµX(m)
n
−
∫

fdµX̂(m)
n

∣∣∣
6
π

v
‖FX(m)

n − F X̂(m)
n ‖∞

6
π

vn
Rang (X (m)

n − X̂ (m)
n )
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Merci de votre attention!
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