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�oú¿û�üþý¦ÿ��Ïÿ����N=�����Ïü�:���������ù�����
���*���
������������*����ú¿û�� ÿ�����$������ýn�
�uú@<-ÿH� -V.�01.3250
� � óÍñ`��ñ#÷pó�ð�� �Íð'ô ôP¡k¢	ðL÷sñ#÷�óPð��
£n¤/¥ ¦k§\¨s©dª@«^©¬9®b¯ °o¯ ªV®p¬9±
a �pú�'�ý&����ý���qü�$���úqû�� ù��Ïút�Ýú¿ü��Ïù�ýk�A�K'�ý�� úqû����
'���û���'�úFú¿û�üþýÜÿ��Ïÿ���� 0[ ��4"�qý�ú������ü�ù���úqû"�Tú

X = D n N Y = X × X
�Ïù!�

Z
�#�Tù>$H�(�Ïù=<��
��ú¿û��Ïý���ú@�A��ýqÿ��
���ý 0j����#ú¿û���úqû�����/<����5:�������ÿH��=ü�ù�úqû�ü�ýWÿ"�ÏÿH����Ïÿ£ÿ���ü���ýWú��P��������Wü��B�
�
��ý 0�q �$ýqü��;ÿ��þü��²<�úqû��Çù��Ïú��Tú¿ü���ù�ý�N�A�(�*� ��'�ý&��ù������#<-ý���
��� ü��B�
�
��ý 0

f ∈ Z
ü�ý&�	��ü1:���ù>�"�Ýút�!N"�Tù��

J : Z → D ü�ý&�	��ÏùG:
�5I�Noÿ�����ÿH��n�*'�ù!��ú¿ü���ù 0L ��� u ∈ X
N
ui ∈ D ����ù��Ïú���ý%ú¿û�� ü1U¡ú¿ûP�����;ÿH��ù���ùcú��?�

u 0L ��� g ∈ Y
N�ú¿û���ù

gi ∈ D 2 ����ù!�Ïú���ýÜúqû��
i − th

��
�;ÿH��ù���ù�ú��
�
g
N"�Ïù��

gi = (gi,1, gi,2) 0
< ·, · >X

����ù��Ïú���ýÜúqû���'�ý�'"�
�#ý���
�]�
�Fÿ!���T��'���ú&�Ïù
X 0pL ��� u, v ∈ X

���Íû��c:
��+

< u, v >X :=
n

∑

i=1

uivi -�6 0³�=2
< ·, · >Y

�!��ù��Ïú���ý%ú¿û��('�ý�'"�
�Cý��#�
���
�Fÿ����T��'��pú���ù
Y 0ML ��� g, h ∈ Y

+

< g, h >Y :=
n

∑

i=1

2
∑

j=1

gi,jhi,j -�6 0´�G2

| · |p
N
p ∈ [1,∞[

üþý�ú¿û��
lp
ù��
���µ��ù

X
+

|u|p := (

n
∑

i=1

|ui|p)1/p -�6 07��2

�



| · |∞
üþý�ú¿û��

l∞
U3ù!�����¶��ù

X
+

|u|∞ = max
i∈{1,2,...,n}

|ui| -�6 0³�=2
|| · ||p

N��*���
p ∈ [1,∞[

ü�ý&�!ù������¶��ù
Y

����44ù!���$=<;+

||g||p := (
n

∑

i=1

|gi|p2)1/p -�6 07y�2
j�ù��%4�ù"�
���1<�+

||g||∞ := max
i∈{1,2,...,n}

|gi|2 -�6 0³�=2
K
üþýK�>��ÏùG:
�5Ihý��pú - �>$"�
����ü�ùe�>����[ú��Ïü�ù�����ú��[ü�� 250B[ û���ù Z = X

N
K
ü�ýk��'�ý�úC�Ïù û=<�ÿH����'�$H���
��%ü��£úqû

2α
N�����ùcú�������>��ù

f 0
L üþù"�
����< bac N4üþý�ú¿û�� ü�ùcú�������Fÿ"�
�[ú��
� a ∈ D_0

£n¤�£ ·�¨s©d°p¸V¸V±�®M¹B©d®p¬Aºp¨d»¼°p¬9°p¸@½n±TªV±
¾LåG¿XÀ`Á*Â3Á+éHÀSÃ)Ä{Å"ÄCw´io����ÿH��O�*'£ù���úqü���ù z jµ��ÏùG:
�5I��*'£ù���úqü���ù

J
��ù

Z
ü�ýPÿ�����ÿH���ü��&�Ïù!����ù���<^ü1�

J
ü�ýPù��Ïúü�����ù�úqü���
���1<B��QT'��
�Nú��

+∞ �Ïù��$ú¿û"�Tú%üÆú&���T��ý%ù��ÏúFú��
�
� ú¿û��^:?�
��'�� −∞ ��ù
Z 0

¾$å=¿XÀ_Á²Â3Á+éHÀ}Ã)Ä�ÃsÄkw � �T�����ü�:-üÆú@< z j��*'�ù��pú¿ü���ù
J : Z → D ü�ýFý��Ïü��Lú��E$H�(��T�����ü�:
�Íü1�M+

||u||2 → ∞ ⇒ J(u) → ∞ -�6T07�=2¾$å=¿XÀ_Á²Â3Á+éHÀ�Ã)Ä�ÆsÄ9w ø3ù!��ü���Tú������*'�ù���úqü���ù zÇa ��ú K ∈ Z
$H�E��ù���ù;���ÿ£ú@<�������ý���F����ù=:��5I^ý�'�$�ý���úK�
�

Z 0q û��Püþù���ü��#�Tú����A�*'�ù��pú¿ü���ù��
�
K
N!����ù��Tú���

χK

N4ü�ýn�!��44ù�����$=<H+

χK(x) =

{

0
ü��

x ∈ K
∞ �Ïú¿û!����%üþý�� -�6 0�.#�=2

ü1�
K
ü�ý&�	��
�;ÿ"�?��ú%ý��pú#N4ú¿û!��ù

χK

üþýn��T�����ü�:
� 0
¾$å=¿XÀ_Á²Â3Á+éHÀÇÃsÄÉÈrÄ&w m '�$H��ü�Y������ùcú¿ü��
�r�Ïù���ý�'�$��
���
��ü���ùcú zÊq û��Íý�'!$���ü1Yd������ù�úqü]�
�r�
� J

�TúÜÿH��ü�ùcú
u ∈ Z

Noü�ý����44ù!���$=<;+
∂J(u) = {η ∈ Z, J(u)+ < η, (x − u) >Z≤ J(x), ∀x ∈ Z} -�6 01.�.32

η ∈ ∂J(u)
üþýn�#�
������%�Çý�'!$������?��ü���ù�ú 0

q û��$ý�'�$��£ü�Y������ùcú¿ü]�?�A�#�TùÊ$H�Lú¿û��
'���ûcúE�
���Ïý�ú¿û!�'ý���úE�
��û=<-ÿ����qÿ����Ïù���ý!ÿ"�Týqýqüþù��~ú¿û�����'���ûgÿH��ü�ùcú
u�%û�ü��û�'�ù!�������ý[úqü����Tú��!ú¿û!�B�*'�ù��pú¿ü��Ïù

J 0�W ùJÿH��ü�ùcú¿ý(�%û������ J
ü�ýK��ü�Y������ùcú¿ü��
$����?N�úqû���ý�'�$��£ü�Y������ùcú¿ü]�?�����!'����ý�ú����Çýqüþù�������ú��Ïù�+�úqû��(����Ïýqý[ü��#�?�)�����?��ü���ù�ú 0

¾$å=¿XÀ_Á²Â3Á+éHÀ}Ã)Ä�ËsÄkw a ��
��ù������5U L ��ù��û���� � �Ïùg��'��=�Tú�� za ��ú G
$H�(�	���ù=:��JI�ÿ�����ÿH��&�Tÿ�ÿ���ü��#�Túqü���ù��*�����

Z
ú�� D ∪ {∞} 0bq û��K���ùg��'!�=�Tú��^�*'£ù���úqü���ù��
�

G
ü�ý����44ù!���$=<;+

G∗(u) = sup
x∈Z

(< x, u >Z −G(x)) -�6 01.36�2
G∗ üþý&�	���ù=:��JI�ÿ�����ÿH��k�*'£ù���úqü���ù 0 f%�������3:
���N����Íû"�#:���+

G∗∗ = G 0

�
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q ��ýqü��;ÿ��þü��²<!ú¿û!�Íù!�Ïút�Túqü���ù£ýN!���(����ù��Tú�� u(i, j)

ú¿û���:?�
��'!���
�
u
��ù'ÿ�ü1I ��

(i, j) 0q �F��ü�ý������ú¿ü�R��ú¿û��P�����
��ü���ùcúO���P'�ý��;ú¿û��P���]�Ïý[ýqü���
�p4"�qý�ú	�����!���ý��û�����P$��
�����c����x�*����� w ygz�0;L ���
u ∈ X

+
(∇u)(i, j) = ((∂1u)(i, j), (∂2u)(i, j)) -�6 01.c�=2

∇u
ü�ý&�Tù%����������ù�ú��
�

Y 0
(∂1u)(i, j) =

{

u(i + 1, j) − u(i, j)
ü1�

i < nx

0
ü��

i = nx
-�6 0�.�G2

(∂2u)(i, j) =

{

u(i, j + 1) − u(i, j)
ü1�

j < ny

0
ü��

j = ny
-�6 0�.c��2

q û�üþýn����4�ù�üþúqü���ù%�
�����c�%ý1ú������544ù���ú¿û��(��ü1:���������ù���Íÿ����Ïÿ�������<B$=<���'"�
�þüþú@<�N�ü���ÿ��Ïýqü�ù!��+
< ∇u, p >Y = − < u, div(p) >X -�6 0�.#�=2

[ ���%ü�����ý���;úqû"�TúPû"�#:-ü�ù���ý�'��û��%�����]�Túqü���ù=ü�ýÍù������ý[ý��
�/< ú��������;ÿ!'£ú��!ú¿û����5I!�
�pú�ý�'�$������
��ü���ùcúC�
�ú¿û��(��üþý������ú��K�*'�ù!��ú¿ü���ù"�
� 0om ü��;ÿ!�����
�����$!���C��ü1:���ý(+

(div(p))(i, j) =







p1(i, j) − p1(i − 1, j)
ü1�

1 < i < nx

p1(i, j)
ü��

i = 1
−p1(i − 1, j)

ü1�
i = nx

+







p2(i, j) − p2(i, j − 1)
ü1�

1 < j < ny

p2(i, j)
ü��

j = 1
−p2(i, j − 1)

ü1�
j = ny

-�6 0�.cy�2

[ üÆú¿ûLú¿û�üþýn��ü�ý������ú¿ü�R#�Túqü���ùdN ���K��Ïù%����44ù!�Íúqû���ú��Ïú��
�d:?�
�qü��Tú¿ü���ùP�Ïý(+

J1(u) :=

n
∑

i=1

|(∇u)i|2 -�6 0�.#�=2
j�ù��Ïú¿û!��&QG'"�Ïùcú¿üÆú@<P�
�uü�ùcú�������ý�úÜü�ùLú¿û�üþýFÿ"�ÏÿH��Füþý%úqû��(��ü�ý������ú¿ü�R���'û=<-ÿH��qý�'����{�?��O�?�

u
+

J2(u) :=

n
∑

i=1

√

|(∇u)i|22 + 1 -�6 01.c�=2
q û��Ïý���ú@�A���*'�ù��pú¿ü��Ïù�ý&�
���(����ù=:��5I 0

Õ Ö}×�÷��Nñr¡%ð'ö�¡ �Íð'ô õ'ðL÷�Ø;õP¡%ðP¡&�r� ó\Ù"ñ`ÚP¡ �CóKÛ�õ�ñ#÷pó�ð�� ó\ÙÝÜLòuó\Þ�Û5¡&ß
à îKá�î�â

Ì�¤/¥ ãP»nª/±=¯ ¨s¬9©�¨ä®M¹B°�± ®p¸Vå�¯ ªV®p¬
v��5�&�qüþúqü�ù��Çÿ!����$����� -V.�01.32 '�ù������Fú¿û����*�����h+

inf
u∈Z

{J(u) + χK(u)} -{�!076
�=2

�



�%û������
χK

ü�ý?ú¿û!��üþù���ü��#�Tú����9�*'�ù��pú¿ü���ùF�
�
K
N�üÆú ü�ý������#�?�Wú¿û"�ÝúPÿ!����$����� -��!076
�=2 üþý����ù=:
�5I�N&ÿ�����ÿH���Ïù��%��T�����ü�:
�K�Ïù

Z 0oq ûG'�ý�N"�A�K�#�Ïý[ü��1<����púFú¿û��(�5I�üþý[ú���ù���K�
�X�	�;üþù�ü���ü�R��� 0
Ì�¤�£ æÓ®p¬¼å9¬9ªVçkå�¨s¬9¨s±T±�®M¹�¯!Ñ�¨�±T®M¸Vå&¯!ªV®p¬9±
[ û���ù J

üþý%ý[ú��[ü��pú���<B���ù=:
�5I�NH���Íû"�#:��K'�ù�ü�QG'���ù���ý[ý9�
�X�E�;üþù�ü���ü�R���NG$�'�ú�üþù'úqû��(����ù!����?�s���ù=:��JI>�#�Ïý��
N�A�C�
��ú������ù=:
�5I~ý���ú��?��ý�����'£ú¿ü���ù�ý 0&[ ��ü�����'�ý[ú����Tú��ÍüÆú%ú¿û�����'���ûF�Tù��5I!�
��ÿ����Íü�ù
1 − D

ú¿û"�Tú�����ý[ú�'��!<�]�Tú���Fü�ù
2 − D 0b[ ��út�?�
�

Z = X
N
nx = n

N
ny = 1

�Ïù!�'ý���úK+

J(u) =

n−1
∑

i=1

|ui+1 − ui| -{�!0è6T.32
q �
�
� fi = i/(n − 1)

N!�%üþúqû
i ∈ {0, 2, ..., n − 1} �Ïù��

α < 0.5 0q û��Füþùcú���[ÿ����pút�Túqü���ùO�
�Hú¿û�üþýb���T�����£ü�ýuú¿û��k�*�������c�%ü�ù!�\+`�A�&�
���n���T����ü�ù����*���&úqû��k�*'�ù��pú¿ü��ÏùC�
�H�;üþù�ü����
���ü�ý�����pú�� ú��Ïú��
�d:?�
�[ü]�Túqü���ù)NT��Ïù�ú��Ïü�ù!��$ü�ùLú¿û!�K����$ú�'�$H�(�����#�%ù%��ù L ü���'!��� -V.3250
� ���#�
����<�Nb�
���M���Ïù��Ïú��Ïù���'�ý�üþù�����#�Ïý[ü�ù��	ý��QG'���ù����ý;ý��Tú¿üþý��²<-ü�ù!��ú¿û�������ù�ý�ú����Tü�ùcú#Np����üþù��>�*�����

α
�Ïù���
���[ü�:-ü�ù���ú��

1 − α
û"�#:�� ú¿û�� ý��?���?ú��Ïút�
��:
�?�qü]�Ýú¿ü��Ïù - 1 − 2α 2 N��Ïù��%�
��� ý�����'£úqü���ù£ýk�
�uÿ�����$!����

(1.1) 0

L ü���'!��� . +X�������ùP+X�"�Ýút�Wú������äU`v&���+_'£ÿ�ÿ����p�Ïù��	���3����X���ù�ý�ú����Ïü�ùcú¿ýXUr�A��'��k�Ïù��	$����
�t�B+#ú@�A� ÿH��ýqý[ü�$����ý�����'£ú¿ü���ù�ý

é êµ¡kë;÷�¡kì óKÙ ñ`ÚP¡íÜ$òuó^î)¡%ö¦ñr¡%ô �#õ�Þ�ï òb�ÍôL÷�¡%ðÇñ ôP¡&�#öA¡%ðÇñ
[ �C�
�B$"�
�t�Lú��mú¿û��\����ù!����?�uÿ�����$����� -/.�01.32J0 J

ü�ý��B����ù�����
�uÿ!����ÿH������ù=:
�5I��*'£ù���úqü���ù>��ù
Z
N��Ïù��

Kü�ý&��ü�:
��ù�$=< -/.�076�2J0ø3ùJúqû���ÿ"�Ïý�úC�*���ð<
�#�
�[ýNp�B�TùG<e��Y�����ú¿ý�û"�#:
�P$�����ù�����£ü��#�Ýú���Jú��	ú¿û!������ý[ü���ù��?�n�{�Ïý[úE�?�������[üþúqû��;ýú��$ý����1:��Çü��B�
�Ïü�ù���ÿ����
$������;ý 0 v W�L ÿ�����$�����¼�*���?ü�ù£ý[út�Tù���	��Ïù=ù��c�S$H�Çý����1:����^üþù;�
������ý�ú^����
�&úqü����w � N .
. N .36gz�0
| ù!�*���[ú�'�ù"�Tú���1<�Nr�A����Ïù�ù��Tú�û��Ïÿ��;ý����1:�üþù�� -/.�01.32 �%üþú¿û���û�ü���û����Tú��B�
�n����ù=:���������ù�����Ïý(�����B�?���ù��F�Ïý[ý�'���ÿ£ú¿ü���ù�ý(��ù

J
�5I ����ÿ£ú	����ù=:��JI£üÆú@< 0 ø@�B�?��ü�ù��Çúqû"�TúK�A�;û"�#:����Tùx�
�������qüÆú¿û�� ú¿û"�ÝúO����ù�����Tú���ýC�ý��QG'���ù��� {uk} ú¿û"�Ýú%ü�ýFý�'£ÿ�ÿ��Ïý���'ú����Ïÿ�ÿ����=�
�û%�!ý�����'£ú¿ü���ùP�
� -/.�01.3250jñ����Ïýqý[ü���
�s����ý�'��Æú9�
�X���ù=:
�5I>��ÿ£úqü���ü�R#�Ýú¿ü��ÏùFw 6T.z ú�������ýn'£ý�ú¿û��TúÜù��;üÆú������Túqü�:��(����úqû�� �PU���ù��1<P'�ýqüþù��ú¿û��^ý���QT'!��ù�����ý

J(uk)
�Ïù��

∂J(uk)
U���ÏùÓ�?�û�ü��5:��x��$H��úqú�������Ýú��~ú¿û"�Tù O(1)

ε2

N^�*���P����ù�����
�(���ù=:
�5I�;üþù�ü���ü�R�Tú¿ü���ù;ÿ!����$����� - ε ü�ý�ú¿û!�K�!��ýqü�������ÿ������ü�ýqü���ù 2J0

�



øl�M�A�!ù��Tú��
J̄
ú¿û!�	�;üþù�ü��C'!�ò�?� -V.�01.32 Nr�Ïù!� J̄k = mini∈{1,2,...,k}(J(ui))

NCüþú����#�Ïù£ý?ú¿û"�Tú�ú��P����úK�
ÿ�������ü�ý[ü���ù |J̄k − J̄ | ≤ ε

N)�Ïù=<F�
�������qüÆú¿û��µ�%ü����`����QT'£ü����
k
ú��P$��O�
�M��������� bO(1)

ε2
c - ý�����w 6T.z �*���^���������ÿ�������ü�ý��Pý�út�Tú������ùcú 2J0

[ �%ÿ�����ÿH��ý��ÜüþùÇú¿û�üþý¦ÿ��Ïÿ�����ú��K'�ý��%ú¿û!�Üÿ!���g������ú����mý�'�$������
��ü���ùcú�����úqû��T�E�*�
�b�%û�ü��û�ú¿û��&��
�;ÿ����5I�üþú@<ü�ý�ý[û��c�%ùgú���$H� O(1)
ε2

0;m ��ú¿û��Tú#N�ù������pú¿û��T�x�#�Tù����F$��púqú����úqû"�Ïù üþúK�*���C�
'��O����ù�����
�1ÿ!����$�����%Nb'�ÿú����E�C'��Æú¿üþÿ���ü��#�Túqü�:����{�
��ú���� 0Aq ��'�ý�� ú¿û�üþýÜú���û�ù£ü�QG'��\���Íù�����	ú���$��\�
$�����ú��B������ÿ�'£ú��K��ý�'�$��
���
��ü���ùcú�Ïù��múqû��9�o'�����ü����#�Ïù;ÿ����3�����ú����A�Ïù
K 0 ø3ùmúqû��Wù!�5I-ú�ý����úqü���ù£ý����Wýqû!�3� û!�3�kú��O�����;ÿ!'£ú��Üý�'�$!�����
�£ü���ùcúqý 0f>�������c:����Noúqû��(�o'���þü�����Ïù'ÿ����g������ú����n��ù

K
�#�Tù%$H�(�����ÿ�'£ú���%�#�Ïý[ü��1< 0 øÓú��#�Tù>$H� ýqû��c�%ù$ú¿û"�TúK+

(ΠK(u))i =

{

ui
ü1� |ui − fi|2 ≤ α

fi + α ui−fi

|ui−fi|2
�Tú¿û������%ü�ý�� -*��0è6
6�2

q û�üþý&�
���
���qüÆú¿û�� ü�ýk������)��ù��c�%ù	üþù�ú¿û��(��ÿ£úqü���ü�R�Tú¿ü���ù��������C'�ù�üÆú@< - ý�����*���Füþù�ý[ú��Ïù���Ew 6
�?z]250 øÓún�A�Ïýÿ�����ÿH��ý���%�������ùcú��1<Lü�ù$ü��B�
�
�Wÿ���� ����ýqý[ü�ù��!üþù'ý�������ÿ"�ÏÿH��qýKw 6 N .c� N .3ygz�0b[ �K�!��ý����qü�$�� üþúk$��qü���ó�<B$������c� 0
ô ¤/¥ õ;Ñ�¨Ó§9Î!ªV¬9©dª@§9¸/¨ñ®p¹�¯ Ñ9¨Ó°M¸Vöp®oÎ�ªl¯ Ñ^÷
ū
üþý��Çý�����'£úqü���ùP�?� -V.�0�.c2 N�ü1�uüÆú%ý��Túqü�ý/4"��ýn�*���&�Ïù=< t > 0

+
ū = ΠK(ū − tη) -{��076
�=2

ΠK(·) ����ù��Ïú���ýÜúqû��K�o'���þü�����Ïù$ÿ����g������ú����&��ù K
N��Ïù��

η
ü�ý&�Ïù=<P����������ù�ú��
�

∂J(ū) 0
q �E�����ÿ�'£ú��

ū
N��A�K'�ý���úqû�� ÿ����g������ú���	ý�'�$������
��ü���ùcú��
�����
�qüþúqû��ð����4�ù���>$G<�+

{

u0 ∈ K

uk+1 = ΠK(uk − tk
ηk

||ηk ||2 )
-*��0è6g�G2

8�����
N
tk > 0

�*���&�TùG<
k
�Tù��

ηk ü�ý��Ïù=<P���������ùcú&�
�
∂J(uk) 0

ô ¤�£ øÓ®rù ¯ ®�©�Ñ9®p±T¨¯ Ñ9¨�±T¨sçkå�¨s¬9©d¨ {tk} ú
q û��O����ù=:��������ù!��O�?�&ú¿û£ü�ý%üþú�����Ýú¿ü�:
��ý��û������\����ÿH��ù!��ý9��ù$ú¿û!�K$H��û��c:-ü���'��&�
�&úqû��Íý��QG'���ù���

tk 0�a �pú U0$���úqû���ý���ú��?�yý�����'£ú¿ü���ù�ý��
� -/.
0�.32J09q û��\�*�������3�%üþù��!ú¿û���������� ÿ!���c:���ý?ú¿û"�Tú��*���^�E�A�����_�û���ý���ù=ý��QG'���ù���
tk
N����Pû"�#:
�K����ù=:���������ù���Bw 6
�gz +

ûOü å-éHêwåTý È`Ä{Å"Ä þ²ÿ
limk→∞ tk = 0 ��� � ∑∞

k=0 tk = ∞ �����
	��
limk→∞ J(uk) = infu∈K J(u) ��� � limk→∞ d(uk, U0) = 0
� �
	��	 d(·, ·) �������
	���������� � 	���� � ������������	 ÿ � "!#��$
 "���
�%�& '�(�)	���*
f��TùG< ý��QG'���ù����ý�ý��Túqü�ý/�²<�ú¿û��^û=<-ÿ��Ïúqû���ý[ü�ý%�
��úqû�ü�ýLúqû�������� 0�L ���Lüþù�ý[ú��Ïù���� tk = 1

(k+1)p

�%üÆú¿û
p ∈]0, 1]

�
�
tk = 1

(k+1) log((k+1))
0bq û�üþýM�%ü����9�û!��ü��������
�
��ýAúqû��Üúqû���
����ð��ü1Z��'��Æú¦ú��O'�ý����*���¦ÿ����
��úqü��#�?������ÿ�'£ú��Tú¿ü���ù�ý�+o�
����ù��C�?���4ÿH��ýqý[ü�$�����ý��QG'���ù!���ý�N��B�Ïù=<���
'��������#�?�;ú��K:�����<�ý����c�Ç��ÏùG:
�������ù���� 0Am �����ü�����Ïýk�A�����Íÿ����Ïÿ���ý���$ú���ú��
�t�G����ú¿û�üþýFÿ����
$������µ�Ïù��Lúqû���ú¿û�������<mü�ýFù��c�Ó������)��ý�út�
$!��ü�ý[û��� - ý����w .c� N .c�3z�*���Fý������(���5�*�����ù����ý 2J0øl�

J
ü�ý a ü�ÿ�ý��û�üþú�R����ùcúqü�ù���'£ý&�%üÆú¿û a ü�ÿ�ý��û�üþú�R(���ù�ý�út�Ïùcú L

ü 0 � 0 +
|J(u) − J(v)| ≤ L||u − v||2 -*��0è6
��2

y



���(�#�Ïù�44ù��>�Çÿ"�
���?���pú��������ýqý&��ÿ£úqü����
�fý��QG'���ù��� - ��� 0 w 6
�?z]2 +
ûOü å-éHêwåTý È`Ä�Ã)Ä

+ �
	,$-� /.0	����&	 � ���21&3��� � �4	��
� � 	��)��	��
� � �����5���/	&$76
tk =

D√
k

-*��0è6?�=2
	��2���8�	��9���2���:6

εk = J̄k − J̄ ≤ O(1)
LD√

k
-*��0è6
y�2

� �
	��	 D �������
	����
����� � 	���� � �;��!'	��/	�< ÿ ���
	=�)	�� K *
q û�üþýFü�ý&�Ïù���Ïý�<P�û!��ü����?ú��E��ù�ý�'����\�C���T� �P���Tú����?�X����ù=:��������ù!�� 0 f>�����Íý���ÿ�û�üþý[úqü��#�Ýú����ú���û�ù£ü�QG'���ý�#�Ïùx$H������ý[ü���ù����x$"�Ïý���x�Ïùhüþú�����Tú¿ü1:�����ý[úqü����Tú���ý(�
�

J̄ - ý����Fw .3y3z �*��� ü�ù�ý�út�Ïù!�� 2J0�q �>��'��K�-ù!�3�&������
�
N�*���Fú¿û���ý���ú����û�ù�ü�QG'���ý�ú���$H�(��Z���ü���ùcú#N"�Ïù��(�
� ú���ù�ù������ý��5I-ú����!ü�ù!�*�����B�Ýú¿ü��Ïù�ýk�
$H��'£úFúqû�� ý�����'£ú¿ü���ù)N ��ü��?�ú¿û��K�Ïÿ�ÿ!���#I�ü����Tú�����ü�ý�út�Ïù����^�*�����
uk ú��Çúqû���ý��pú&�
��ý�����'£ú¿ü���ù�ý 0 øÓú&�#�ÏùLú¿ûG'�ý&$H��������9���#�?����<���ü1Z���'��þúAú���Ïÿ�ÿ��1<Lü�ùLÿ����
��úqü���� 0

L üþù"�
����<�N����������#�
���oúqû"�Tú1ü�� J
üþýA����ù=:��5I�N"��ü1Yd������ù�úqü]�
$!���
NG�%üþúqû a ü�ÿ�ý��û�üþú�R^�����
��ü���ùcú#N�ú¿û���ù��A������ù��Ïúù������ú��!ù��
�����
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ûOü å-éHêwåTý È`Ä�Æ)Ä þ²ÿ 6
||∇J(u) −∇J(v)||2 ≤ L′||u − v||2 -*��0è6?�=2

���
	��>���
	?$-� /.0	����&	 � 3�@� � �4	��
� � 	��)��	��
�:6
{

u0 ∈ K
uk+1 = ΠK(uk − t∇J(uk))

-*��0è6?�=2
� �����>�� "�2���4���
�%���&	&$ t = 2

L′
	��2���A�	������2���,6

d(uk, U0) → 0 -*��0³���=2
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[ �O��Ïù�ý�����üÆú��%û���ù�ú��/<�üþù��;ú���44ù!�F�mý[ú���ÿ�ÿ�üþù��B���qüÆú���[ü���ù 0 øÓú9����'����>$��Pù���ù�ý���ù�ý���ú��B�Ïýqý���ýqý?úqû�����ù��£üþú¿ü���ù
0 ∈ ∂J(uk) 0 ø3ù�������)N J

�;ü���ûcú\$H�mù!��ù U3ý����T�Ïúqûhý���ú¿û"�TúPú¿û��;ù������í�?�Fú¿û��;ý�'�$��
���
��ü���ùcú�;ü���ûcúC$H�B�]�?��������:���ù�:���/<x������ý��mú��	úqû��Lý��
��'£úqü���ù - ��Ïù�ýqü����� J(x) = ||x||2
�*����üþù�ý[ú��Ïù��� 250Fq ûG'�ýE�ýqü���ÿ����^�û���ü��� ü�ý�ú��;ý���ú%ú¿û�� ùG'��C$H��&�
�uüþú�����Tú¿ü���ù�ý 0

[ �K�%ü����Ný���Íü�ù$ú¿û��\�Ïÿ�ÿ!��ü���Tú¿ü���ù�ý1úqû"�Tú%ú¿û!�\����]�Ýú¿ü��Ïù
εk ≤ O(1)LD√

k

�?�����c�%ý�ú���44ù!��ú¿û!�PùG'��C$H����
�üþú������Túqü���ù£ý�ù���������ú��E����ú��E����ýqü�����>�
���'����?��< 0
L ���yü�ù£ý[út�Tù�����A������ú�� ÿH������ÿ£ú�'"�?����<!ý�út�
$!���
��ý�����'£úqü���ù£ý¦ÿ!����ú[ú@<E�{�Ïý[úM�*���yú¿û��

BV −L∞ ÿ�����$!���� -*�G�ý������ù���ý��*��� a ��ù"� 2 N�$�'�ú9�*���Fú¿û!�O�������(��
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5
��ü�ùG'£ú���ý�*�����k�
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���Çü����
��� 0X[ � úqû�ü�ù!�mú¿û"�ÝúFú¿û�üþýn����ù����qü��\�?�������[üþúqû�� ý[û���'�����$��('�ý���>�%û!��ù>�%ü����þü�ù��Íú�������ú��
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J
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'�����$H� úqû���'��Ïû�ú��
� 0j�����ù!�Pú¿û!�9��Ïù��'�������ù�ún�
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������ù��c�%ùmú�����ù=:��������\�{�Ïý[ú���N�$�'�ú^�
���(�������(��ü�Z��'!�þúFú��;ü���ÿ���������ùcúFü�ù'ÿ����?��ú¿ü���?NH���QG'�ü���� û�ü��Ïû���&���������<Lý[ÿ"�
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N�Ïù��Jû"�#:
�;ú¿û!�;ý��
���!ú¿û!�������ú¿ü��#�
�p����ù=:��������ù!������Tú�� 0 v������ùcú���<�Nr�M'��qüþü%C���ý[ú������c: ü�ùuw 6�63z ÿ!����ÿH��ý����x�ù����~����úqû��T�E�%üÆú¿û��(�����ÿ����JI�üþú@<C�?� O(1)

ε
0Xq û£ü�ýp���pú¿û��T���Ïÿ�ÿ��þü���ý�ú��\� ý��B�?��������ý��púM�
�vÿ!����$������ýN=$�'�úAüÆúý�����;ýAú¿û"�TúAüþú���ü���ûcúM$��9�Ïÿ�ÿ��þü�����ú��Pú¿û!�Wÿ�����$������;ýp���?ÿ�����ý���ù�ú�ü�ù;úqû�ü�ý¦ÿ"�ÏÿH�� 0 øÓú��%ü�����$H�Üúqû��Wÿ�'!�qÿH��ý���
�X�*'£ú�'�����üþù=:���ý�ú¿ü��=�Tú¿ü���ù�ý 0

D E ðP¡kì �CóKÛ�õ�ñ#÷pó�ð ñ#ó F ¡,GO¡�òIH@��ök��òuñ#ó!óPð J ñr¡A×;ñ�õ�òX¡ ôP¡%ö1ó\ß Ü~ó�K
�C÷pñ#÷póPð Ü$òuóKÞ%Û5¡&ß

Ln¤/¥ M N9Î!ªV¨s¹�§9Î�¨s±T¨s¬�¯ °b¯ ª/®p¬ò®p¹�¯ Ñ9¨ä÷�®nÒ�¨s¸
q û�ü�ýÍÿ"�
���
�����Tÿ�ûx�Ïù!�^úqû�ü�ýÍÿ"�
���
�����Tÿ�ûe�Ïù���<~üþýPÿ!����ý���ùcú���� ü�ù=ú¿û�����Ïù�úqü�ùG'���'£ýPý���úqúqü�ù�� 0 Ω

����ù��Ïú���ýC�$���'£ù�����%��ÿH��ùLý���ú&�
� D 2 0b[ ������#�?���fúqû"�Tú�úqû��?ý[ÿ"�
��(�
�r�*'�ù!��ú¿ü���ù�ýk�?�_$H��'�ù!����P:?�
�qü��Tú¿ü���ù - ý����Ew �?z �*����������;ÿ!����ú��^���5�*�����ù���� 2 ü�ý&����4�ù���%$=<;+

BV (Ω) = {u ∈ L1(Ω), sup
{ξ∈C1

c (Ω; O 2),‖ξ‖L∞(Ω)≤1}

∫

Ω

u(x)div(ξ(x))dx < ∞} -�� 07� .32
ø3ù�w .c�3z N�� 0 f>��<
��?ý�ú�'���ü���	úqû���
����úqü���
���1<�ú¿û��Ov�'!��ü�ù U W ýqû����/U L �Tú����üs���T������N��Ïù��>4"��'��������'�ú?üþúqý��ü���üþú��Tú¿ü���ùWú��9��üþý���[ü���ü�ù"�Ýú��b������T�9��
�[ú�� �ÏùPüþùC��ù!��ü�ý������_�Üú��5I-ú�'!��� 0 8��A�
$�ý�����:�����ú¿û"�Ýúuúqû�ü�ý`��ü��;üÆút�Túqü���ù���'����F$��O�3:
��[ÿ"�Ïýqý����'�ýqüþù��P����ü1Yd������ù�ú^�"�Tút��ú����� úqû"�Ïù�úqû��C���Ýú¿û����^'�ù�üþù!�*�������Túqü�:��

L2 U@��üþý[ú��Ïù���Íú��ú¿û��(�"�Tú�� 08��K�!��44ù������Çù������Ð+

||v||G = inf
g
{||g||∞, div(g) = v, g = (g1, g2), |g| =

√

g2
1 + g2

2} -�� 0³�=6�2
�Çýqÿ��
���+

G = {v, ||v||G < ∞} N�Ïù!�;ÿ�����ÿH��ý����;ú��K���������ÿ��Ïý����Ïù;ü��B�?���
f
ü�ùcú��K�(�#�
��ú��T��ù

u
�Ïù����Íú��JI-ú�'����

v
'£ýqü�ù!�Íúqû����*�
�����c�%üþù�����T����X+

inf
u∈BV (Ω),v∈G,f=u+v

{
∫

Ω

|Du|+ λ||v||G} -�� 0³���=2
q û�� G

U3ù������ �
�p�Ïù>��ý���ü����]�Túqü�ù��C�*'�ù!��ú¿ü���ù�������Ïü�ù£ýÜý��B�?����N4ý��mú¿û��Tú�úqû�ü�ý���� �����#ÿ�������üþú¿ýFú��B$H��úqú����5I-ú����
��ú	�Ïý���ü������Tú¿üþù��$ÿ"�Túqú���[ù�ýO�
�Fúqû��mü��B�?����ý 0 j¶��� �T���JI!�
�;ÿ!���!ú���ü�����'£ý[ú����Tú��Çúqû�ü�ýÍÿ����Ïÿ����[ú@< ü�ýPúqû���*�������3�%üþù���+
• ||sin(nx)||L2([0,2π]) = π ∀n ∈ P
• ||sin(nx)||G([0,2π]) = 1/n ∀n ∈ P
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UÓù������>Nb$=<x�

Lp UÓù������ ú��~ÿ!����ý���/:��%��ü�Y������ùcú¿ü��
$�ü��þüþú@<
Nb�Ïù�� ü��;ÿH��ý��;ú¿û��Tú
f = u + v
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f = u + v
$=<Lÿ���ù"�
�þü�R#�Ýú¿ü��Ïù 0_q û!��ü����ü�ý�����pú��\�Ïÿ�ÿ����#I£ü��B�Ýú¿ü��ÏùB�&�qüÆú���ý�+

inf
u,v

{TV (u) + µ
∑

i,j

|f − u − v|2i,j + TV ∗(
v

γ
)}
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< Λu, q >Y =< u, Λ∗q >X -{�!0è�
6�2

a ��ú F : X → D �Ïù!�
G : Y → D $H�mú@���F���ù=:
�5I ÿ!����ÿH��O�*'£ù���úqü���ù�ý 0�a ��ú P No$H�;úqû���ÿ��[ü����
�ÿ�����$!����h+

.c�



L ü���'!��� � + q&a + � �
�[ú�� �ÏùÇÿ"�
�[úo�*�
�bv W�L ���T�����GU q v+ q �5I-ú�'����%ÿ"�
�[úo�*�
�ov W�L ���T�����GU_f a + � �
��ú��T��ùÿ"�
�[ú��g� ú��� � ý����Ïù���ýnU�f�v�+ q �5I-ú�'!��� ÿ"�
��ú��?� ú���� � ý������ù���ýnUM� a + � �
�[ú�� ��ùLÿ��
�[ú��?� ú��� � ��ü�ùG'£ú���ýAU�kv�+ q �5I-ú�'����Pÿ��
�[ú��?� ú��� � �;üþùG'£ú���ý

.#�



inf
u∈X

G(Λu) + F (u) -��!07�
�=2
q û��(��'��
�Cÿ����
$������ P∗ ü�ý�úqû���ù%���544ù���>$=<F+

inf
q∈Y

G∗(−q) + F ∗(Λ∗q) -{�!07�?�G2
a ��ú ū

�Ïù!�
q̄
$��?úqû���ý�����'£ú¿ü���ù�ýk�?� P �Ïù�� P∗ ����ýqÿH���úqü�:
���< 0pq û���ý�� ý�����'£úqü���ù£ýn�
����������Tú�����ú¿û�����'���ûú¿û��(�5I-ú�������
�þüþú@<�������Tú¿ü���ù�ý^+

F (ū) + F ∗(Λ∗q̄) =< Λ∗q̄, ū >X -{�!0è�
��2
G(Λū) + G∗(−q̄) =< −q̄, Λū >Y -{�!0è�?�=2

ø3ù$ú¿û��(�*�������c�%ü�ù��
p′
ü�ýFú¿û��(����ùg��'���'��Tú��(�
�

p 0p[ û���ù p ∈]1,∞[
N
p′ = p

p−1
0p[ û���ù p = 1

N
p′ = ∞ 0[ û���ù p = ∞ N

p′ = 1 0
WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀxwsÄ�Ã)Ä + �
	 � �2���2$-� �1Z��	�!y ÿ [@z�*�]S{�ap��� � 	�|%��	 � 1Z}b6

inf
{q∈Y,||q||∞≤1}

< −div(q), f >X −β|div(q)|p′p′ -{�!0è�
y�2
� �
	��	g6

β = (λp)−1/(p−1) − λ(λp)−p′ -{�!0è�?�=2
WPêwéNé�h¿í"ø3ù%��'��n��Ïý��

Λ = ∇ N
Λ∗ = −div

N
F (u) = λ|u − f |pp

N��Tù��
G(q) = ||q||1 0

L ü��qý�ú#N ���K�����
���fú¿û"�Tún�*����� 8I~��������Fü�ù���QG'"�
��üÆú@<����Íû"�#:����*���
p ∈ [1,∞[∪{∞} +

sup
{r∈Y,||r||p=t}

q · r = t||q||p′ -{�!0è�?�=2
q ûG'�ý�N

G∗(−q) := sup
r∈Y

< −q, r >Y −||r||1 -{�!07�
�=2
= sup

t>0
sup

||r||1=t

< −q, r >Y −t -{�!0³�!.32
= sup

t>0
t||q||∞ − t -{�!0³�=6�2

= χK(q) -{�!0³���=2
[ û������ K

N4ü�ý�úqû�� ý��pú {q ∈ Y, ||q||∞ ≤ 1} 0
L ��� 1 < p < ∞ +

.3�



F ∗(−div(q)) := sup
u∈X

< −div(q), u >X −λ|u − f |pp -{�!07�?�G2
= sup

v∈X
< −div(q), (v + f) >X −λ|v|pp -{�!07����2

= < −div(q), f >X + sup
t>0

sup
|v|p=t

− < div(q), v >X −λtp -{�!07�
�=2
= < −div(q), f >X + sup

t>0
t|div(q)|p′ − λtp -{�!07��y�2

= < −div(q), f >X +β|div(q)|p′p′ -{�!07�
�=2
q û����]�Ïý�úX��QG'"�Tú¿ü���ù�üþý_�
$£út�Ïüþù���\$=<O��Ïù������üþù���úqû��A�����qü1:
�Ýú¿ü�:
���?��ú¿û��M�*'�ù��pú¿ü��Ïù t → t|div(q)|p′−λtp 0T9��ü�ù!��ý���N����K44ù!�

β = (λp)−1/(p−1) − λ(λp)−p′ 0
�

WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀxwsÄ�Æ)Ä + �
	�	@n��;�	�!(��������}(�	��f�����4 "�2�������� � �/ e���
 � 6
ū = f − βp′|div(q)|p′−2div(q̄) -��!0³���=2

WPêwéNé�h¿í L ü��qý�úk���\����#�?���vúqû"�Tú F ∗∗(u) = F (u) 0
m �Çúqû"�Tú F (ū) = supv∈X < ū, v >X −F ∗(v) 0
q û���4"�[ý[ú��5I-ú�������
�þüþú@<�������Tú¿ü���ùP�
�þý��E��ü�:
��ý

F (ū) =< −div(q̄), ū >X −F ∗(−div(q̄)) 0
q û��Ïý���ú@�A���QG'"�Túqü���ù£ýFü���ÿ���<�ú¿û"�Ýú −div(q̄)

�#�Ïù�����þý%úqû��(����[ü�:?�Túqü�:����?�
v →< ū, v >X −F ∗(v) 0

m �Çúqû"�TúK+
(ū − f) + βp′|div(q̄)|p′−2div(q̄) = 0 -�� 0èy
��2

[ û�ü��û>��ù���ýFú¿û!�Íÿ!���T�
� 0
�

q û���ùG'������qü��#�
�Füþù�ú������ý[ú��
���!'"�
��üÆú@<Jüþý;ÿ�����ú[ú@<u������
� 0Ê[ ��ù��c� û"�#:��'ú��hý�����:
������ü�Y������ùcú¿ü��
$����ÿ�����$!���� '£ù�����A�\����ù=:��5I����ù£ý[ú����Ïü�ùcúN-üþù�ý[ú��#�
���
�Cû"�#:-ü�ù!�C�Pù!��ùB��ü1Yd������ù�úqü]�
$!���%ÿ����
$������ 0`[ ���#�Ïù�'�ý��ú¿û��p��Ïù�ý[ú��Ïùcúuý�ú���ÿPÿ����g����pú����\�����
��ü���ùcúr����ý����ù�ú�ú��%ý�����:
��üþú 0`L ��� p = 2
N3j 03� û"�?�C$��
�����uü�ùEw ygz NTÿ�����ÿH��ý�����\��ÏùG:
�������ùcún�?�������[üþúqû�� ú���ý�����:
�Üÿ!����$����� -{�!0è�
y�250 ø3ù�w �?z û���������
���-ýyú¿û��Túyú¿û��Üÿ������*�����B�Tù����ý��
�fú¿û�üþý�
�����
�qüþúqû�� ý������ú��E$H�Íý���ü���ûcú���<;ü�ù �*��qü����N�ú��Çúqû�� ÿ����g������ú�����
���
��ü���ùcú&����ý����ùcú 0

v�¤�£ õ;Ñ�¨
BV − l1

÷�®nÒ9¨s¸
[ � ù��c� ý�ú�'��!<mú¿û�� ÿ�����$������Ð+

inf
u∈X,|u−f |1≤λ

J1(u) -{�!07y .32
q û�üþý^��� �����_�A�Ïý�ü�ù£üþú¿ü��
���1<�ÿ�����ÿH��ý�����ú��P�������c:
�Çü���ÿ�'���ý���ù��Ïü�ý�� 0�[ �	�����*���ú��;w . N 6
� N .�. N .363z �*��������T� ���c:�����:-ü��5�ñ�
�&úqû��Íù�ü����Pÿ�����ÿH��[úqü���ý��?�&ú¿û£ü�ý&���T����� 0p[ �k��'�ý[ú������#�
���Nú¿û"�Ýú�üÆúÜü�ý���ý[ü���ÿ���<B���ù=:
�5I�*'�ù���úqü���ùdN�ý��'úqû"�Tú�úqû������ý[û���'���� ù!�Ïú($��E'�ù£ü�QG'���ù!��ýqý\�
�¦ú¿û��!ý��
��'£úqü���ù~üþù��
��ù������
� 0 ø3ù^úqû��	�*�������3�%üþù���N�A�Íýqû��c� û!�3��A�(��Ïù��Tÿ�ÿ���<B��'"�
�þüþú@<;ú��Çú����Ïù�ý��*�
����üÆúFü�ùcú��	�*����� -V.�0�.c250

.c�



WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀxwsÄÉÈrÄ + �
	 � �2���2$-� �1Z��	�!y ÿ [@z�*���{�ap��� � 	�|%��	 � 1Z}b6
inf

{q∈Y,||q||∞≤1}
< −div(q), f >X +λ|div(q)|∞ -{�!0èy
6�2

[ �(���#�#:
� úqû�� ÿ����T�
�r�*����úqû��(���#�?�����N��Ïý%üþú%ü�ýk:
��/<$ýqü���ü����
�yú��Çú¿û��
lp

��Ïý�� 0q û��O������Tú¿ü���ù�ý�$��pú@�A����ù=ú¿û��O��'"�
�_�Ïù���úqû���ÿ��[ü����
�Cÿ����
$������h�
���O�������\�����ÿ��þü��#�Ýú���'ú¿û"�Tù�ü�ù	úqû����ü�Y������ùcú¿ü��
$�������Ïý�� 0
WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀxwsÄ�Ë)Ä þ²ÿ

div(q̄) 6= 0 �%���
	������
	e	@n��;�	�!(��������}p�	��f���;�4 "�2����	�� � �/ '6
ūi = fi + λγi

(−div(q̄))i

|(div(q̄))i|
-{�!0èy?�=2

� ����� γ = (γ1, γ2, ..., γn) ∈ D n �������o���2���,6






γi ≥ 0 ∀i ∈ {1, 2, ..., n}
|γ|1 = 1
γi = 0 � ÿ |(div(q̄))i| < |div(q̄)|∞

-{�!0èyg�G2
WPêwéNé�h¿í | ýqüþù��Çú¿û���4"�[ý[ú��5I-ú�������
��üÆú@<B������Tú¿ü���ù)N��Tù��'úqû����{�
��úFúqû"�Tú

F ∗∗ = F
N �A�K����ú(+

F (ū) = < −div(q̄), ū >X −F ∗(−div(q̄)) -�� 0èy��
2
= sup

u∈X
< ū, u >X −F ∗(u) -{�!07y
�=2

q û�üþýFü���ÿ���ü���ý1úqû"�Tú(+
0 ∈ ū − ∂F ∗(−div(q̄)) -�� 0èy�y
2

| ýqü�ù!��������B�
11

N��û��Ïÿ£ú����
5
üþù�w 6
�3z N����K�#�Ïù'ýqû��c�Ó�#�Ïý[ü���<;ú¿û"�Ýú%ü��

v 6= 0
N£ú¿û���ùe+

(∂F ∗(v))i = fi + λγi
vi

|vi|
-{�!0èy?�=2

[ üÆú¿û γi

ý��Túqü�ý��²<-üþù��P+






γi ≥ 0 ∀i ∈ {1, 2, ..., n}
|γ|1 = 1
γi = 0

ü1� |vi|2 < |v|∞
-{�!0èy?�=2

�

q û�üþýA����]�Ýú¿ü��Ïù����T��ýAù��Ïúk�
�����3�§ú��C����ú��qü��5:��
ū
�*�����

q̄ 0 C��5:����ú¿û�������ýqýFüþú���ü1:���ý1ý������Wüþù!�*�������Túqü���ù	��ù
ū 0

[ �(�#�Ïù�ù��Ïú¿ü���?úqû"�Tú���ù'ÿ�ü1I ��þýn�%û����� |(div(q̄))i| 6= |div(q̄)|∞
N
ui = fi 0Mq û�ü�ý&���#�Ïù£ý%úqû"�Tú����Ïù=<ÿ�ü1I ��þýA�%ü�����������Ïüþù�'�ù��û"�Tù����� 0Mq û£ü�ý�üþý1ü�ù��
�����������ùcúk�%üÆú¿û�ú¿û!�9�{�
��ú1ú¿û"�TúAú¿û�üþýk��� �����füþýk�
���Ïÿ£ú�����ú��������c:��Íü���ÿ�'��þýqü�:
�?ù���üþý��	+���'�ý�ú%ú¿û�� ù���üþý�<Lÿ£ü1I ��þýFýqû���'!����$��(�û"�Tù����� 0

[ � û"�#:��Íù��Ïú&'�ý����úqû�� ý������ù��%�5I-ú�������
�þüþú@<�������Tú¿ü���ùB<��pú 0 øÓú����#�?��ý�ú��Çú¿û!�(�*�
�����c�%üþù��C����ý�'��Æú(+
WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀxwsÄ�w)Ä

(∇ū)i = |(∇ū)i|2q̄i -{�!07�
�=2

.3y



WPêwéNé�h¿í
G(∇ū) = G∗∗(∇ū) -{�!0³�!.32

= sup
q∈Y

< ∇ū, q >Y −G∗(q) -{�!0³�=6�2
= < −q̄,∇ū >Y −G∗(−ū) -��!0³���=2

q ûG'�ý −q̄
ý�����:
��ýÍÿ����
$������ -��!0³�=6�2J0�q û£ü�ý�<-ü������ý�ú¿û����5I�üþý[ú���ù��� - �5� 0 w �!.z]2 �
�k�C'!�þú¿üþÿ���ü���[ý

µi

ý�'��ûú¿û"�TúK+
(∇u)i − µiq̄i = 0 -{�!0³�
�G2

[ üÆú¿û µi = 0
ü1� |q̄i|2 < 1

N����
µi > 0

ü1� |q̄i|2 = 1 0 ø3ù%$��Tú¿û��#�Ïý���ý&�A�(���pú
µi = |(∇u)i|2 0

�

-{�!07�
�=2 ú�������ýA'�ýFú¿û"�Tú q̄
����ÿ!����ý���ùcú¿ýÜú¿û��(���[ü���ù�ú��Tú¿ü���ù��
��ú¿û!�K����:
��r��üþù���ýk�?�

ū 0
q û�� ùG'�����[ü��#�?�vü�ùcú������ý[ú&�
�_��'"�?��üþú@<��*���1úqû��

BV − l1
ÿ�����$������ üþý�ù��Ïú&�����#�?� 0 io����$!���� -��!07y�6�2 �#�Ïù$�� ý��
��:����%�%üÆú¿û���'����
�������[üþú¿û!�>NG$�'£ú����T��ý%ù��Tú%ý����� ��ý[ÿ�����ü]�?����<mýqü��;ÿ�����1úqû"�ÏùLú¿û!�Íÿ!�qü����
�fÿ�����$!���� 0

� � ÚL÷�öoÚ ÜLò&÷pó ò,ÙÝó ò¼Þ~ó�õ$ð$ôP¡%ô ðLóP÷��s¡&���
q û��\���T����d��� ý[ú�'��!<$û��������&�qüÆú���ý(+

inf
{u∈X,|u−f |∞≤α}

J(u) -�y 0³�=��2
[ üÆú¿û X = D n 0O[ �C�%ü����uý�ú�'�� <�ú¿û�üþý����T�����_�%üþúqû~ú@�A����ü1Yd������ùcú ÿ��[ü����[ý

J 0Oq û��	4"�qý�ú(��ù��Çü�ý?úqû��ú��Ïú��
�d:?�
�qü��Tú¿ü���ù�+

TV (u) = J1(u) :=

n
∑

i=1

|∇u|2 -�y 07�
�=2
q û�� ý����Ïù��	üþý�ú¿û��(��üþý������úqü�R����û=<-ÿH��qý�'����{�?��K�
� u

+

J2(u) :=

n
∑

i=1

√

|∇u|22 + 1 -�y 0³�=y�2
q û��;ÿ����
$������h�%üþúqû

J = J1

üþý(����ù��Tú��� P1 N_�Ïù��^ú¿û�����ù��E�%üþú¿û
J = J2

üþý\�!��ù��Ïú��� P2 0Pq û��5<û"�#:��K����ý[ÿ�����úqü�:��Íý��pú¿ý��
�uý�����'£ú¿ü���ù�ý
U1 �Tù��

U2 0
� ¤/¥ ��¬�ªVçkå9¨s¬�¨s± ±�®p¹�¯ Ñ9¨�±T®p¸Vå�¯ ªV®M¬
jí�£ü�Z��'��Æú@< úqû"�TúP������ù���
'�ùcú���%'�ý[ü�ù��

TV
�Ïý%� ÿ��qü�����ü�ý�úqû��=ù���ùÇ'�ù�ü�QG'���ù���ýqý%�
�Íú¿û��=ý��
��'£úqü���ù 0jn��ú�'��
���1<�N£úqû��������:���ù�üþý&��ûG'���� ý��pú&�
��ý�����'£ú¿ü���ù�ý�üþù

1− D
N"�ÏýFýqû!�3�%ù'ü�ù�úqû���ü�ùcú����T��'���ú�����<B�5I!�
��ÿ���� 0

U1

ü�ý�úqûT'£ý��E��ÏùG:
�5I'ý���ú#N�����ù�����
���1<mù!�Ïú&������'������ú��B�Çýqüþù�������ú��Ïù 0
W ùLú¿û��(����ùcú����?��<�N�úqû�� ý�����'£ú¿ü���ù�ýn�
� P2 �
���(����ù������
����<�'�ù�ü�QT'!�K�JI ���ÿ�úWüþù'ù!��ù>�������:?�Ïùcú&�#�Ïý���ý 0

WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀ��dÄ_��Ä þ²ÿ
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amplitude(f) := max
i

(fi) − min
i

(fi) ≥ 2α -�y 0³���=2
���
	��>���
	��) "���A�;�4 "�7 ÿ P2 �����A�
�;�Z�
	Z*

WPêwéNé�h í q ��ÿ!���c:���ú¿û£ü�ýFÿ�����ÿ��Ïýqüþúqü���ùdNT4"�[ý[ú������B�?���;úqû"�Tú%ü1�
amplitude(f) < 2α

úqû���ù$ú¿û���ý�����'�ú¿ü��Ïù�ý�
���múqû��P��Ïù�ý[ú��Ïùcú¿ý	�
�%ú¿û!��ü�ùcú�����:?�
�
[mini(fi) + α, maxi(fi) − α] 0 ø3ùJú¿û!�P�Ïú¿û����C�#�Tý���ý	'£ù�ü�QG'���ù���ý[ý����ý�'��þúqý9�*���
� úqû��\�{�?��úWúqû"�Tú

J2

ü�ýÜý[ú��qü����<%����ù=:��5I�ü�ù��
���r��ü�����pú¿ü���ù�ý��5I ���ÿ£ú�ú¿û��\���ù£ý[út�Tù�úqý 0^q ûG'�ý?úqû��ý�����'£ú¿ü���ù ü�ýC'£ù�ü�QG'��P'�ÿ ú��e������ù�ý�út�Ïùcú 0e[ û���ù amplitude(f) ≥ 2α
üÆúÇü�ýC��Ïý�<hú��~ÿ����3:
�Lú¿û"�TúÇúqû���;üþù�ü��C'!� �
�yú¿û��Çý�����'£úqü���ù��C'�ý[ú^$��	��QT'��
�&ú��

mini fi + α
NNý���ú¿û"�Ýú?ú¿û��	����ù�ý�út�Ïùcú ü�ý^�
��ú�'"�
���1<�4!I �� 0q û�ü�ý&��ù!��ýÜúqû�� ÿ����T�
� 0

�

a ��ú&'£ýo��'�ý�ú¿ü1�²<mú¿û!�Íüþùcú������ý�ú��?�uúqû���ý��(��� �!���ý 0
� ¤�£ ��¬�ªV¹t®pÎ�÷ ù�Ñ9ªl¯ ¨�¬�®MªV±T¨��>¯ Ñ9¨���°`½p¨s±TªV°p¬��Gå9±=¯ ª@«^©d°b¯ ªV®p¬
[ �(�#�Tù	��'�ý�ú¿ü1�²<�ÿ�����ÿ������1<�ú¿û���ý��(��� ������ýn$=<P'�ý[ü�ù��Çúqû��(�B�gI�ü��C'��¶��ÿH��ý[ú���[ü����[ü - f%j^i 2 �*�
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P (u)

P (f)
} -�y 0³���=2

[ û�ü��û�üþýn�QG'�ü1:
�?����ùcúFú��%+
inf
u
{−log(P (f |u))− log(P (u))} -�y 0³���=2

C��Ïú�� ú¿û"�Ýú
P (fi|ui) = 1

2α � [ui−α,ui+α] 0 j�ý�úqû���ù��Ïü�ý��Íü�ý%ÿ�üÉI ����%üþý��Íü�ù��!��ÿH��ù��"�Tù�úN P (f |u)
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[0, 1]
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�uúqû���ü����
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�����*�#�Tú�'�����ýN"��ü��
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���
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�?z �*���Fü�ù�ý�út�Ïù!�� 2J0 ip���5UÓÿ����T���ýqýqüþù���ý��
��� úqû���ù%���'���ü��
���1<mù!���!�� 0

a ��ú Q
$���ú¿û!�KQG'"�Tù�úqü�R�Tú¿ü���ùP��ÿH����Ýú�����N�����4�ù�����Ïý(+

Q : D → 2α P
ui → 2αb u

2α
c + α

-�y 07�
�=2
��ü�:
��ùC��ÿ��qü����

J
N���ù"�Tú�'!���
��ü��!�#�Üú��^����ý[ú������¦ú¿û��Aü����
����ý#üþý�ú��^���T���9�*���#ú¿û!�1ü����
���o�%û�ü��ûC��ü�ù�ü��;ü�R��ýú¿û�üþýÜÿ!�qü��
��ü�ùLú¿û!�Íý���ú��
�X�Ïùcú������!��ùcú¿ý

Q−1(f) 0 øÓú&��Ïù%$��(�#�Týqü��1<�ý[û��c�%ù�ú¿û��Tú(+
Q−1(f) = {u, f = Q(u)} = {u, |u− f |∞ ≤ α} -�y 0³�
�G2

q ûG'�ý�N����\�
���(�
���Ïü�ùP��� ����üþù��O�*����úqû�� ý�����'£ú¿ü���ùP�
��ú¿û����*�������c�%ü�ù��O��ÿ£ú¿ü��;ü�R#�Túqü���ù;ÿ����
$������h+
inf

u,|u−f |∞≤α
{J(u)} -�y 0³�=��2
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�[ú¿ü���ù�ý 0
q û��&���Ïü�ù&��'�ý[úqü�4"��Tú¿ü���ùC�*����ú¿û!�n'�ý��&�
�
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�Týp� ÿ!�qü��
�N�üþý�ú¿û"�TúyüÆúo������'����
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����ýN
�%üÆú¿û��
'£ú$���'����qüþù���ú¿û��(��������ý 0 ø3ù$ú¿û!�K��Ïý��(�
�X�Ïù l∞

U@��Ïù�ý[ú����Ïüþù�úN£ú¿û£ü�ý&�
�!:?�Ïùcú��
����ü�ýFù!�Ïú������
�&�Ïù=<T���
��� 0ø3ù��!���dN£ü����
��üþù���ú¿û��Tú
f(i+1, j)− f(i, j) > C > 2α

úqû���ù�úqû��Wý���ú {u ∈ X, |u− f |∞ ≤ α} ��ù��1<���ùcút�Tü�ù�ý ü����
����ý^�%û�ü��û ý��Túqü�ý/�²<
u(i + 1, j) − u(i, j) > C − 2α 0�q ûG'�ý ú¿û�� l∞

U@��Ïù�ý[ú����Ïüþù�ú(��ù�ý�'!����ýú¿û"�Tú%úqû��A��'��;ÿ£ýn������Tú����%úqû"�Ïù
2α

�?��� ÿ�����ý�����:����)N��%üþú¿û%�	���gI�ü����
���£ü�ý[ú����[úqü���ùP�?�
2α 0j�ù��Ïú¿û!��&�����B�
���B�
�uü�ùcú������ý[úÜü�ý�úqû"�Tú(+

WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀ��dÄ�»)Ä þ �c{�¼4½#[��;*;	Z* � �
	�� ny = 1 a)� U2 ⊂ U1

q û�üþý�����ý�'��þúAü�ýMQG'�üþú���üþù�ú������ý[úqü�ù��!N�üÆúAý[û��c�%ý1ú¿û��Túk�TùB�#�Tý�<��k�#<!ú��Pÿ�ü��t���Pý�����'�ú¿ü��Ïù��?�
U1

ü�ýyú��Pý����1:��
P2 �%û�ü��ûmüþýAý�'�ÿ�ÿH��ý������#�Ïý[ü����k�Ïý

J2

üþý��£ü�Y������ùcú¿ü]�?$���� 0_[ �Wý���üþÿ;ú¿û!�Wÿ���� �
�)�Ïýyú¿û�� . U/T ÿ�����$!���� üþýyù��Ïúú¿û���ú��Ïÿ�ü����
��ú¿û£ü�ýFÿ"�ÏÿH�� 0
q û�� 2 − D

�#�Ïý��(���#�?��ýFú��!ù���� ý�'��[ÿ��qüþý���ý 0�q û!�Pù��Ïù>'�ù£ü�QG'���ù!��ýqýÜü�ý%ù��Tú��Ïý%ÿ�����ù!��'�ù�������TýÜüþùLú¿û��
1 − D

��Ïý��?NH�Ïù��$ÿ����Ïÿ���ý[üþúqü���ù -�y 07��2 ���!ù��ÏúÜû������ 0
[ �;ý[û��c� üþúÍú¿û�����'���û��'ý[ü���ÿ����!ü�����'£ý[ú����Tú����;�5I!�
��ÿ���� 0�[ ���û���ý��

f
ú���$H���Lú���'�ù���Tú����x���ù!���Ïýýqû��c�%ù��ÏùJú¿û�� q ��ÿ U a �5� ú -{q&a`2 4"��'!��� -���2J0�q û���ùÊ����QG'"�Ïùcú¿ü�R�Lüþú -{q ��ÿ UVv%ü��Ïû�ú\4"��'���� 2J0 øÓúE��ü�:
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f 0 øl���A�&�����*���ú�� úqû��Fü�ùcú����T��'���ú�����<O�5I!�
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����<P������� ú���ú¿û�üþù��múqû"�TúÜú¿û��Pý�����'£ú¿ü���ù��
� P1 �;ü���ûcú�$��\�Ïù=<%���
��ü��
�Cü�ù!�����Ïýqüþù��E�*'�ù���úqü���ù>����üþù���*�����
min(f) + α

ú��
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���1<�úqû��WùG'�����[ü���
�fý�����'�ú¿ü��Ïù���������ú1ü�ý���ù��5� ý�'�ÿH��qÿH��ý[üþú¿ü���ù�
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�Cú¿û��9����ù!�Ïú¿û��?��úqû������:
��`��üþù���ý��c:���9�
���s����:
���ý - úqû�ü�ýÜü�ý&��ù��c�%ù;�Ïý � �=�
���#���*�
���C'������5� 0 w �gz²2J0nq û�ü�ýÜü�ùcú��������?��üþý�������
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MinSurface − L∞
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q û�üþý1ý[ü���ÿ������5I!�
��ÿ����Üýqû!�3�%ý�úqû"�Tú TV
ü�ý�'�ù"�
�"�Tÿ£ú����B�*���A�!�QG'"�Ïùcú¿ü�R#�Túqü���ùdN!�Ïý¦ú¿û��9����ý�'��þú1ü�ý���ù��5�QT'��Ïùcú¿ü�R���^ü����
��� 0�q û��E�A�Ïú[ú����	UVv%ü���ûcú - �kv 2 ÿ�ü���ú�'�����üþù -���2 ü�ýWúqû��Çý�����'£ú¿ü���ù��?� P2 0Kq û�ü�ý^�*'�ù!��ú¿ü���ùû"�ÏýPúqû����;üþù�ü����
�&ý�'����{�?���ü�ù úqû���ý���ú {u ∈ X, |u − f |∞ ≤ α} 0 øÓú�üþýK�O'��ûx�����ý����Íú��'úqû��B�
�qü��Ïü�ù"�
����ù�� 0

[ �(������?ú��Çú¿û!�Íý��
�������ù�����'�ý[ü���ùP�%üÆú¿û>�!ù��Tú�'����
�Nü��B�
�
� 0pm ����4"��'���� -{�=250

L ü���'!��� � + q&a +b���[ü���üþù"�
�yü����
����U q vh+%ß^'"�Ïùcú¿ü�R��� a ��ù"�F��ù
10

���5:���þýE� a +A��T9��QG'"�Ïùcú¿ü�R��d�p�%üÆú¿û
BV − L∞ �kv�+
T��QG'"�Ïùcú¿ü�R�����%üþúqû

MinSurface − L∞

L üþù"�
����<�N���ù�����Ïù}����ù��������%ûG<§ú¿û���f%j^i ý�����'£ú¿ü���ù��%û�ü��ûkü�ý;úqû���
����úqü���
���1<���ÿ£ú¿ü��B�?�&�*�
�B$H�Ïú¿ûQT'��Ïùcú¿ü�R�Tú¿ü���ù!ù���üþý��&�Ïù���'�ù�ü1�*�����ñ�%û�üÆú��Fù���üþý��n��������ýyý��K$"�
���1<�üþù��Ïù��n�#�Ïý��
N �Ïù��!ý��(������£ü�ùÇú¿û��&�Ïúqû��� 0q û�ü�ý&$H���
����ýÜÿ!����ú[ú@<�����#�
�k�%û���ù%���Íÿ�ü��pú�'����?ú¿û��(��ü1Yd������ùcúÜù���üþý���ý -�y�250ß^'"�Ïùcúqü�R#�Ýú¿ü��Ïù ù!��ü�ý��^û��Ïý��gý����
��� q,R Nn�%û�ü����F'�ù�ü1�*����� ù���ü�ý��=û"�Ïý>�Ê���
����� q,RO0 ø3ùÓ��'��>f>j9i�Ïÿ�ÿ����=�
�û)N�úqû��
l∞

U3ù!����� ü�ý�ý�'£ÿ�ÿ��Ïý����ú������ �!��Fú¿û���ù���üþý��
Nk�Ïù�� q,R ú¿û���ü����
����ý 0 jn��ú�'"�
���1<�N1úqû�����#�Tý���ù%�%ûG<$üÆúk��������ýÜü�ùLú¿û��(��Ïý��K�
�`�%û�üþú��Íù!��ü�ý��
N�üþý�ú¿û"�Tú q,R ù��Ïú���ù!��<����T����þý1ú¿û�� ü��B�
�
�^$�'£ú��
�þý���%û"�TúÜü�ýFù��Tú�ù!��ü�ý�� 0
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L ü���'���� y + a �5� ú(+ | ù�ü1�*�����ð�%û�üþú�� ù���ü�ý��9U�vÜü���ûcú(+�ß^'"�Ïùcú¿ü�R#�Túqü���ùLù��Ïü�ý��
� ¤ ô æÓå^÷�¨)Î!ªV©d°p¸	Ò9¨d¯ °pªV¸/±
q ��ý����1:���ú¿û!��ý�� ÿ�����$������;ý�N!���\'�ý���$ú¿û�� ÿ����g����pú����	ý�'!$������?��ü���ù�ú��Ïÿ£ÿ����=�?�û>����ý����qü�$H��%�#�?����ü��� 0

q û�� ý�'�$������
��ü���ùcú��?�uúqû���ú��Ïú��
�d:?�
�qü��Tú¿ü���ù�üþýn��ü�:
��ù%$G<�+

div(Ψ)
�%üÆú¿û

Ψ =

{ ∇u
|∇u|2

ü�� |∇u|2 > 0

0
�Ïúqû���/�%ü�ý�� -�y 07�
�=2

j�ù���üÆún�#�Tù>$H� ýqû��c�%ù�úqû"�Tú
L1 = ||∂J1||2 ≤ 4

√
nio���
$������ P2 üþýr��ü�Y������ùcú¿ü��
$���� 0`[ �M�#�Ïù\'�ý��A������Ïýqý[ü���
��ÿ����g������ú���C�����
��ü���ùcúX�!��ý�����ùcúb�%üÆú¿ûK���ù�ý�út�Ïùcúý[ú���ÿ�ú���ý�����:
� üþú 0

à á ó�ð$öAÛ�õ��#÷póPð
ø3ù'úqû�ü�ýFÿ"�Tÿ����N!��� ýqû��c����	úqû"�Tú&���Ïù=<���� ������ýk�?�uü��B�?���?ÿ���� ����ýqý[ü�ù��E��Ïù>$H��ý[ú��Tú����>'£ù�����Fúqû���ý��
����*�������
��üþý�� -V.�0�.c250([ �	����#�?��������ú¿û���úqû���
��<��?�¦úqû��Çÿ����g����pú���^ý�'!�����
�£ü���ùcú(����ý�����ùcú#N`�Ïù��=ý�'������ýqý/�*'����1<�Ïÿ�ÿ��þü���küÆúmú�� ý�������ÿ�����$������;ý 0ñq û���ý��~ÿ!����$������ý�ü�ù!���'!����v&'���üþù U W ýqû!��/U L �Tú����;ü����T������N�f>�5<����� ý���T�����N!�Tù���ý��
�������T����þýM�*�
�A$H��'�ù������Lù���üþý��9�!��ù���üþýqüþù�� 0X[ �Wú¿û£ü�ù��Çú¿û��TúA���^��
'����������'!���ý�'!$�ý[ú��Ïù Uú¿ü]�?����<mú¿û��C������ÿ�'£ú¿üþù��;úqü�����ý�'�ýqüþù����������O�
�!:?�Ïù������ú���û�ù�ü�QG'���ý��
�p����ù=:��JI;��ÿ£úqü���ü�R#�Ýú¿ü��Ïù 0nq û�ü�ý��%ü����$���ú¿û!� ú���ÿ�ü����
�_�*'!�[ú¿û!��%ü�ù=:���ý[úqü��=�Túqü���ù£ý 0
âäã�å À#é�èäæ8å-ë±çHå ý å ÀHÂcí q û!�\4"�[ý[ú��
'£úqû����n�A�
'����>��ü��?�?ú��!ú¿û"�Tù��Pj9���5I�ü�ý��k�
'!����'��n�*���&'�ý����*'��r���Tú¿û��JU�B�Túqü���
�d��üþý���'�ýqý[ü���ù�ý 0
è E¼Ü%ÜF¡%ð$ôL÷t×

ûOü å�éoêwåTý é)Ä1ÈrÄ þ*ÿ
F ��� � G ���	9� �  5�� "�
m�	@n ÿ �A�����;�4 "�-������ ÿ D n ���
�& ED + ����� � λ ���g�'�	����¯ ÿ D + *+ �
	,$-� �1Z��	�!#6
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inf
{u∈ O n}

{F (u) + λG(u)} -�� 07�=y
2
�2�"�g�(�)	��? ÿ �) "���8���4 "�2� Uλ+ �
	,$-� �1Z��	�!#6

inf
{u, G(u)≤α}
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