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RCsumC. Nous montrons la contr6labilitk exacte frontikre de I’Cquation d’Euler pour les fluides 
parfaits incompressibles tridimensionnels, sur un ouvert born6 simplement connexe, 
quand le contrble agit sur une partie ouverte du bord qui en rencontre chaque 
composante connexe. 

Exact boundary controllability 
of 3-D Euler equation of per$ect incompressible fluids 

Abstract. We prove the exact boundaty controllability o,f the 3-D Euler equations of 
incompressible prefectjuids, on a simply connected bounded open set, when the control 
operates on an open part of the boundary, which meet.s any of its connected components. 

A bridged English Version 

Let R be a non-empty, open, simply connected, bounded, and regular (say (Y-regular) domain 
of IR”. Let lTo be an open and non-empty subset of its boundary, which meets any connected component 
of 80. We are interested in the exact boundary controllability of the 3-D Euler equation of perfect 
incompressible fluids for (52: ITo), that is, the following question: given T > 0, given yo and y1 two 
solenoidal vector fields, i.e. satisfying: 

(1) div yo = div ~1 = 0, 

regular (in this paper, C2,” for some HGlder coefficient cy E (0,l)) and which verify: 

(2) y. n = y1 . n = 0 on X!\ro, 

where n is the outward unit normal vector field on %I, does there exist a solution y of the Euler system 

(3) div y I= 0, 

(4) a,y + (y . e’)y = VI’ 

Note prksentke par Jacques-Louis LIONS. 
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for some p E D’(fl x (O! T)), with: 

(5) y/(x, t) . ‘rl = 0, V’t E [O.T], t’:r: E Xt\ro, 

(6) ?l/lt=o = Yo. y//+=T =: yl? 

This problem, raised by J.-L. Lions in [7], was solved in the two-dimensional case by J.-M. Coron 
in [3] and [4]. Here we prove that the result still holds in dimension 3: 

THEOREM 1. - Gi\~n CL E (0, l), given yo arrd yi in C’+(ai: R3) verifying (1) anti (a), and given 
T > 0. there exists afunction y in C( [O, T]; C1,n(fi; IF!“)) nL”( [0, T]; C2.“(fl: W”)), such that l(3)-(7) 
hold for some p E D’(fl x (0,T)). 

As in [3] and [4]. the steps of the proof of Theorem 1 are the following: first, we prove that this 
problem can be reduced to the problem of zero-controllability with small initial data (that is :yl = 0 
and ~~yo~~cl,,,c~~w~~ < E) but for small time T. Then, to solve that last problem, we use a method called 
the “return method”, used in [3] and [4], and introduced in [2] for a stabilization problem. Precisely, - 
since the linearized Euler equation around y - 0 is not controllable - we consider the linearized system 
around a particular solution g verifying j&o = &ET = 0, but nonvanishing (a kind of “loop”‘). 

This particular solution will be given to us by the following proposition, where we have fixed a 
bounded smooth open domain fi, containing a: 

PROPOSITION 1. - For all x in fi, there exists 6’ E C-(6 x [0, 11; R) verifying: 

(7) supp 8 c (2 x [l/4, 3/4], 

(8) A0 = 0 in Q x [O. 11, 

(‘j) i),,f? = 0 on m\ro, 

(10) pyrT> 0,l) c c1\n, 

where we denote by +!I~’ : 6 x [0, T] x [0, T] + 6, (zr, tl, t2) +-+ tiys (:r, tl, 67) the jlow of F7fl. i.e. 
the functions which verify): 

(11) 
In this presentation, the control itself is not explicit. As a control, we can take for example y . n 

on Ia x [O. T] and (curly) A n, where y . n < 0 in Ia (see [6]). 

Soit R un ouvert borne non vide de R”. que nous supposerons de plus simplement connexe et 
de classe C”. Considerons une partie ouverte non vide IYO de son bord asl, qui rencontre chaque 
composante connexe de celui-ci. 

Le probleme auquel nous nous interessons est le suivant : pour un temps positif T, et pour deux 
champs de vecteurs y~o et yi, solenoldaux (c’est-a-clire satisfaisant (1)) et satisfaisant (2) sur le bord, 
existe-t-i1 une solution (y, p) a l’equation d’Euler pour les fluides incompressibles (3)-(4), telle que 
de plus les conditions (5)-(c) soient verifiees, ou V. designe la normale exterieure a 8R ? 

Une reponse positive B ce probleme - pose par J.-L. Lions dans [7] - a &C donnee par J.-M. Coron 
dans [3] et [4], dans le cas de l’equation d’Euler en dimension 2. 

Nous nous proposons de demontrer que ce resultat est Cgalement valable en dimension 3 en utilisant 
une methode analogue. Nous ferons pour cela appel a la construction de solutions a l’equation d’Euler 
tridimensionnelle d&rite dans [l]. Precisement, nous montrons le theoreme suivant : 



ContrBlabilitc5 de I’cSquation d’Euler en dimension 3 

TH~OR~ME I. - Soienf N ~]0,1[, T > 0 et y. et y1 deuxfonctions de C?-2” - (0: W”), de divergence nulle. 
et ve’rifiant (2). Alors il existe me fonction y E C([O,T]; C1yn(fi; W”)) I- L”([O:T]; C2;N(fi; W”)) 
solution de (3)-(5) pour un certain p E D'(Rx]O, T[), et ve’rifiant la propriM (6). 

Comme dans [3] et [4], les Ctapes de la dkmonstration du thCor&me 1 sont les suivantes : nous nous 
ramenons au cas oti y1 = 0 et yo petit. Pour Ctudier ce problkme, nous utilisons la << mkthode du 
retour >j introduite dans [2] par J.-M. Coron pour rksoudre un probkme de stabilisation. PlutGt que 
d’ktudier 1’Cquation 1inCarisCe autour de y = 0 - qui n’est pas contrblable -, nous Ctudions 1’Cquation 
1inCarisCe autour d’une G boucle >> (c’est-h-dire d’une solution partant du profil de vitesse nul pour y 
revenir) particulikre. De 18, pour yo petit, nous parvenons B trouver une solution proche de cette boucle. 

Ajoutons que l’on peut prendre comme contrale au bord (implicite dans notre formulation) : y . R 
sur r,j et (rot y) A n, oti y . n < 0 dans I?0 (tvoir pour cela [6]). 

DPmonstrution du ti@or&ne 1. - Commenqons par remarquer que pour (y, p) solution de (3)-(4) sur 
[0, T], g(:r;. t) := E-‘~(x, ~-‘t) et @(n:, t) := ~~p(z, ~-l t) ainsi que (O!O) et (f(T - t), @‘(T - t)) 
sont Cgalement solutions 18 oti elles sont dkfinies. En les combinant, on voit bien que l’on peut se 
ramener St l’etude du cas yl = 0 et I~oIcI,” < v pour v ?I diterminer. 

Pour cela, nous fixons un ouvert born6 rkgulier fi, contenant fi, et nous considkrerons une solution 
particulike de l’kquation (3)-(4), construite grke ?I la proposition suivante que nous vkrifierons 
plus tard : 

PROPOSITION 1. - Pour tour z dcm.~~, il existe 0 E Cm( h x [0, I]; W) tel que (7)-( 10) soient ve’rifikes, 
ori cpr* : fi x [0, T] x [O> T] + Q (z, tl, tz) +-+ 41~~ (x, tl, fz), dksigne le jlot de VO. c’est-h-dire 
est dbjini par (10). 

11 en dkoule que l’on peut trouver par compacitk de 62 un nombre fini k de points xi. k rt5els 
‘ri > 0, k fonctions 19~ vkrifiant (7)-(g), et un ouvert 02 contenant !? et inclus dans 5% tels que : 

(12) B(5Ji) c n. fi c: uB(.r:i>r,), p(I3(z;,r,),o, 1) n n, = 0, 

oti B(x,,T,) dksigne la boule ouverte de centre pi et de rayon ri. 
C’est B partir de ces V8i que nous allons construire notre << boucle S> : soit en effet VB dCfini ainsi : 

(13) VO(~,t) = g(t)(4m/T)Vflj(z, (4n~./T)(t - tj-l)), ~(:~:t) E ~ X [tj-1,tj]~ 

oti l’on a prkalablement dCcoupk l’intervalle [O, T] de la faGon suivante : 

(14) to = T/2: tj-3 = to + (i - l)(T/2m) + (T/4,trz). tj = tj-) + (T/4m). 

avec m choisi de sorte que t,+ = $$T, et j E (1,. . .! k}, et avec a(t)  qui vaut 1 sur [tj-1, tj-3[ 
et -1 sur [tj-+.t j [ .  

Nous noterons y* = V6’ dans C”(?I x [O, T]; W3) et 9 sa restriction B fi x [0, T]. Nous introduisons 
B present un opkrateur continu x de prolongement des fonctions C [xl~x-[xl(~~ W”) B des fonctions de 
CN-PI@ R3), 2 support dans &, pour tout X E [O. 3[, et une fonction /L de [O! l] dans [0, I], de 
classe C” Cgale B 1 sur [0,1/4] et SI 0 sur [3/4, I]. 

En suivant [4], nous allons mettre en Cvidence une solution de notre probkme de contrble, sous 
forme d’un point fixe d’une certaine application F, dtfinie sur les fonctions y E C”( [0, T], C’,“(fi)) 
telles que IIY - Wlb~nx[O.~l) < ul avec 1/l > 0 B dtfinir, el. telles que : 

(15) y . n = p(t/T)yo . ‘I), + g . 12 sur XI x [O! T]. 
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Nous introduisons pour cela une partition de l’unite adaptee au recouvrement de !?I par les ouverts 
B(zi; ri), c’est-a-dire des fonctions 6.~ E Cr(fi; [0, 11) telles que : 

(16) Supp tci c B(zi:r,), c IC, = 1 sur a. 

Pour y E C”( [O, T], Cl,“(G)), considerons :Q definie sur fi x [O, T] par y = y* + ~(y - y). 
Nous allons maintenant construire w : R x [0, T] + W3, continu en temps de U Its- 3 ? t;++ [ dans 

C”sn(fi), avec des limites a gauche et a droite de chaque t;-+. Definissons-le ainsi : 

(17) w(z, t) = rot(7rya)(.c) sur 110, to] x sl, 

(18) &W + (5. 0)~ = (w . V)y - (div y)w sur les lti--1/2, &+~/a[; 

(19) W(.,ti-.L) = 5 wf(-, tip+) sur fi, 
1=1+1 

ou wj E CO@(fi x [LI,ti-+]) est defini par : 

(20) d,wf +(ij.V)wf = (wi .V)jj - (div :y)w,i. wf(.: ti-1) = rot (~l(7ry~)). 

Notons que, en vertu de (12) et (16), pour ]]y -- y]]cO(~xLO,Tlj p etit, le support de wi(., t;.-+) est 
L inclus dans fi\aa, et done que la restriction de w a fi x [O!T] est dans C([O.T], C’s”(fi)). 

Par ailleurs, w reste de divergence nulle sur fi x [0, 2’1, car il verifie sur fi x ([0, T]\ Ul”,l { ti-i }) 

(et de mCme pour w:) : 

&(div w) + (6. V)(div w) = -(div y)(div w). 

On peut done definir notre z = F(y) ainsi : 

(21) 
{ 

rot z = LJ et div z = 0 sur fl x [O;T], 
2.72 = p(t/T)yo . n + jj. n sur dR x [0, T]. 

Pour montrer que cela est possible, il faut en fait un peu plus que div w = 0. En effet, lorsque 
l’ouvert fl a une topologie telle que Hz(R) # 0, il faut en plus que l’on ait : 

(22) s w(.,t)VPSdx = 0, vt E [O,T]> t/s E (1,. . . ,S}, 
cl 

oti l’on a defini s et les PS de la fac;on suivante : on note les composantes connexes de XI ‘yo. . , 
ys, et on definit PS pour s E (1, . . , S} ainsi : 

BP’ = 0 sur R, Plan = 0 sur (afl\us), Plan = 1 sur ys, 

Or ces relations (22) sont de toute evidence vraies, dans non-e cas au temps 0, puisque w(., 0) q = rot ya 
sur fi. Ces relations persistent par la suite ; en effet (en omettant les indices s inutiles), un calcul donne : 

(23) s 
w~VPdx= (W”?J’Pj?t” - w’Pjyin’)da, 

a2 
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oti on note les derivations en indice et les coordondes des vecteurs en exposant. Or, P est constant 
sur chacune des composantes connexes de da, et VP est don’t normal sur le bord. On peut en deduire 
que (w . n)(y VP) = (w . VP)(y . TL sur le bord. D’ou la nullite du terme de droite. ) 

Nous allons a present montrer que, au moins pour yo petit dans C1,m(fi), F admet un point fixe 
dans C( [OTT], C1sa(fi)), et que ce point fixe constitue une solution de notre probleme. 

Soit la suite de fonctions definie ainsi i y”(s, t) = &t/T)yo(~) + y(z, t); puis y’+’ = F(y’) avec 
w’+’ defini comme precedemment sur R x [O! T]. 

Notons II . Ili,a,~~ 1 a norme dans l’espace de Holder C’,” (x). 
Nous ferons appel a une technique employee par C. Bardos et U. Frisch dans [l]. En particulier, 

nous utiliserons le lemme suivant : 

LEMME 1 (voir [ 11). - Soient u, v et g troisfonctions quelconques de C”( [0, T], C’.“(fl)) telles que : 

; + (2’. V)u = g, ‘8 . n,8fi;<[O;Tl = 0. 

h-s on a &I1410,~r,n 5 11~110,~,n + 4lV4l0 a . II40,,,.~!~ 
Remarquons tout d’abord que y1 := * y + T(Y) - y) est nul sur i3fi x [O! I”]. De la, on peut deduire 

que pour t E [0, ta[ et tout t E]ti-r,:‘, ti+r,a[, pour ,1 E { 1,. . . , k} : 

&Il~z+lIlo,cqd~) 5 ~lll~%,12.df) Ili?lll.,,fi(t). 

Or, on a par ailleurs : 

IliO l.n,(n,(t) 5 C;IIYIIIl,dd~)> 

et grace a (al), ]]yz]] I 
l,a,R t1 5 c5 + Gllw lIO,rr.fi ( 

&II~~+1110,cr;i=2w I CII~z+lllo,,,d~)(l + II~Y 
(t). On a done pour t E [0, to[ u]ti-+, f,i+i[, 

o,,,<z(t)). Nous allons deduire de ceci, que pour un 
certain M, ]]~‘]]~,~(t) 5 MC(t), oti L est la fonction reelle: define par : 

(24) C’ = C(C + C.‘), W) = II~~+lllo,~.d~~) = II rot (~Yo)II~,~.~. 

(Notons tout de suite qu’on peut supposer que C ne diverge pas sur [OTT], si ]]yo]]l,cY est assez petit.) 
Une recurrence simple en 1 nous permet d’affirmer que /]~‘/]~,~~(t) 5 L(t) pour t < t; et un certain 

A4 > 0. Ensuite, comme la norme de w’ au temps tt est inferieure a un certain Lllw’(t;)ll, la 
majoration reste valable localement 5 droite de t+. El6 l’est ensuite sur l’intervalle [t;, ti [‘par le 
mCme argument de recurrence, et ainsi de suite.- 

Remarquons que comme on part de yo de classe C2,cu( fl), on peut obtenir de m&me des bomes 
C([O, T]; Clqfq) p our w (en considerant l’equation des derivees). 

C’est par cette m&me estimee que I’on voit que cette suite lest bien definie pour ]]yo]]r,a,o petit. En 
effet, w’+’ n’est bien defini que lorsque y/1 est tel que ]]y - ~/‘ll~(,~,~~,~~,-(n)) < v1 (pour que wi ait 
bien son support en dehors de &). Or on vient de mettre en evidence une borne sur ]]~‘]]~,~(t) en 
CIIYolll.u,n. p our Y 0 assez petit, on a done en vertu de (21), w’+’ bien defini. 

Nous suivons [l], et allons a present montrer que la suite (w’) est de Cauchy dans 
C”([0,T]~Co~“(6)). De (It)), on deduit : 

&(wP - w’) + (l-j. V)(w’ - w’) = [($” - yq . V]w” + [(w” - wl) V]ijP 
+ (wl . V)(ijp - if) - (div yP)(wp - wl) - (div 5’ - div yp)wl. 
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On en dtduit, B l’aide du lemme 1, que : 

ce qui implique : 

lb p+k - “t+kllo,,.jj(~) I wwT”“/~!) ,;$:a] JJwP - WrllO.n,+), 

d’oti les convergences de U’ et $” vers w et IL sur [0, t+] (resp. dans C”([O, f+], Co,“(6)) et @(:[O, “+I, 
C1tO(fi))), puis de proche en proche dans C”([t+.ts], C”.ct(6)) et C?([t+, “21. C1.R(fi)), etc. 

La fonction ~1 E CO([O, T], C’,“(Q)) n L”([O, T], C’+(!?)) vCrifie de toute Cvidence (3)-(s) (parce 
que 0 est simplement connexe), et (6) dQive directement de notre action aux temps t,_+ d&rite 
par la formule (19) et de (15). 

I1 nous reste g present B achever de dkmontrer la proposition 1. 
Notons que dans le cas d’un point intkieur au domaine, ceci a dkjja CtC dCmontr6 par J.-M, Coron 

dans [5], Lemma A.l. Dans le cas d’un point du bord, montrons que tout vecteur tangent en ce point 
peut &tre atteint comme gradient en ce point d’une fonction harmonique vkrifiant (10). 

Supposons que tel n’est pas le cas : il existe un point F du bord et un vecteur V # 0 du plan tangent 
en .r; B 3R tels que pour tout 4 harmonique sur 0 telle que iI,,d, = 0 sur dR\To, on ait 04(z). V = 0. 

Montrons que cela n’est pas possible, et pour cela consida&ons le domaine << augment6 >> W : nous 
considkrons un domaine qui contient 62, et dont le bord coi’ncide avec X2 sauf sur fo, le long duquel 
il q< &end >) R, de sorte que l’on peut trouver un ouvert non vide R# inclus dans 0*\n. 

On considkre un point Z E 0# fix& et pour n EE R# la solution ,(/I” sur 12* de : 

(25) -A?/;” = hi, - 6, ,, 

avec condition de Neuman au bord et de moyenne nulle. On a O$“(S) . V = 0, puis par analyticit 
en n de ‘iW(.E), cela reste vrai mtme si n E 0. Or on a. pour n proche de z : 

O$“(:~) = (u - 2qyP(,u) - 2) + o(Iu - %I-*); 

d’oti une contradiction. I1 suffit ensuite de suivre la dkmonstration de [5]. 

Note remise le 24 mars 1997. acceptke le 15 septembre 1997. 
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