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Plan du cours

@ Introduction
@ L'équation de Fragmentation
@ L'équation de Croissance-Fragmentation
@ Cadre unifié pour les équations de F & CF
® GRE et premieres conséquences
@ Taux de convergence vers le profil remarquable

g Existence, conservation, concentration

© Profil

@ Trou spectral 2
© Retour exponentiel L1

© Compléments de modélisation
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Plan

@ Introduction
@ L'équation de Fragmentation
@ L'équation de Croissance-Fragmentation
@ Cadre unifié pour les équations de F & CF
® GRE et premieres conséquences
@ Taux de convergence vers le profil remarquable
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Equation de Fragmentation et opérateur de Fragmentation

Au niveau microscopique toute particule {y} de taille/masse y > 0 est
soumise au mécanisme de fragmentation

O} = Dt et bt >0, ya=y

Au niveau mesoscopique/statistique I'évolution de la densité
f=17(t,x) >0, t =temps > 0, x = taille > 0, est gouvernée par
I’équation de fragmentation

of = Ff (t,x) € (0,00) x (0,00), f£(0,.) =1 x€(0,00)
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Equation de Fragmentation et opérateur de Fragmentation

Au niveau microscopique toute particule {y} de taille/masse y > 0 est
soumise au mécanisme de fragmentation

O} = Dt et bt >0, ya=y

Au niveau mesoscopique/statistique I'évolution de la densité
f=17(t,x) >0, t =temps > 0, x = taille > 0, est gouvernée par
I’équation de fragmentation

Of = Ff = FTf — F~f = création — annihilation

S.Mischler (CEREMADE & IUF) Analyse de modéles de fragmentation 10-11 Septembre, 2012 7/ 26



Equation de Fragmentation et opérateur de Fragmentation

Au niveau microscopique toute particule {y} de taille/masse y > 0 est
soumise au mécanisme de fragmentation

O} = Dt et bt >0, ya=y

Au niveau mesoscopique/statistique I'évolution de la densité
f=17(t,x) >0, t =temps > 0, x = taille > 0, est gouvernée par
I’équation de fragmentation

of = Ff = /OO b(y,x) f(y)dy — B(x) f(x)

S.Mischler (CEREMADE & IUF) Analyse de modéles de fragmentation 10-11 Septembre, 2012 7/ 26



Equation de Fragmentation et opérateur de Fragmentation
Au niveau mesoscopique/statistique I'évolution de la densité

f=17(t,x) >0, t =temps > 0, x = taille > 0, est gouvernée par
I’équation de fragmentation

Of = Ff = /OO bly:x) Fy)dy = B()f(x),  £(0,.) =1

B(x) = taux global de fragmentation
b(x,y) = taux de fragmentation x — y + ... y € (0, x)

B0 = [ btxy)dy
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Equation de Fragmentation et opérateur de Fragmentation

Au niveau mesoscopique/statistique I'évolution de la densité
f=17(t,x) >0, t =temps > 0, x = taille > 0, est gouvernée par
I’équation de fragmentation

Of = Ff = /OO bly:x) Fy)dy = B()f(x),  £(0,.) =1

B(x) = taux global de fragmentation
b(x,y) = taux de fragmentation x — y + ... y € (0, x)

B0 = [ btxy)dy

Nous supposerons toujours que le taux de fragmentation est constant en la
variable “taille de la particule fille/taille de la particule mere”

1 1
b(x,y) := B(x) —19({), /0 zY(z)dz =1, o régulier

X X
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Propriétés fondamentales de I'opérateur de Fragmentation et de I'équation

de Fragmentation

L'operateur “conserve” la masse des particules

(Ff,x) =0

L'operateur “crée” des particules

(FF,1) >0
(FF,x?) <0

car pour toute fonction ¢, on a l'identité

.0 = [ 700 [ bxy) oly) £ o00] v
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Propriétés fondamentales de I'opérateur de Fragmentation et de I'équation

de Fragmentation

L'équation conserve la masse des particules

/f(t,x)xdxz/ fo(x)xdx =1
0 0

L'équation crée des particules
/ f(t,x)dx /, / f(t, x) x? dx \,
0 0

puisque
d

a /OOO F(t, %) XK dx = (FF(t,.), )
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Propriétés fondamentales de I'opérateur de Fragmentation et de I'équation

de Fragmentation

L'équation conserve la masse des particules

o o0
/ f(t,x)xdx—/ fo(x)xdx =1
0 0
L'équation crée des particules

/OO f(t,x)dx /, /OO f(t,x) x% dx \,
0 0

= Si "b > 0" le comportement en temps long est: “toutes les particules
finissent sous forme de poussiere”

f(t,x)x — pdgy lorsque t — oo, p€[0,1]
Peut-on étre plus précis?
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Solutions auto-similaires pour un taux auto-similaire homogene

Supposons que le taux de fragmentation total est homogene
B(x) = By x7, 0<~v<2,B>0
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Solutions auto-similaires pour un taux auto-similaire homogene
Supposons que le taux de fragmentation total est homogene
B(x) = By x7, 0<~v<2,B>0
On remarque qu'une fonction auto-similaire de masse constante
F(t,x) = 27 G(t¥7 x)

est solution de I'équation de Fragmentation si, et seulement si, le profil
(auto-similaire) G satisfait I'équation stationnaire
vFG —DG =0, Dg:=x0kg+2g
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Solutions auto-similaires pour un taux auto-similaire homogene

Supposons que le taux de fragmentation total est homogene
B(x) = By x7, 0<~v<2,By>0

On remarque qu’une fonction auto-similaire de masse constante
F(t,x) = t2/7 G(tY7 x)

est solution de I'équation de Fragmentation si, et seulement si, le profil
(auto-similaire) G satisfait |'équation stationnaire
vFG —DG =0, Dg:=x0xg+2g

Théoreme 1F. Escobedo, M., Rodriguez Ricard
Il existe un unique profil auto-similaire G satisfaisant
vFG—-DG=0, G>0, (G,x)=1

= Comportement asymptotique de F est
F(t,x)x = t¥7 G(tY7x) t7x — &y lorsque t — oo
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Variables auto-similaires et auto-similarité

Si f est solution de I'équation de Fragmentation, alors la nouvelle fonction
g(t,x) :=e 2t f(e"t —1,xet)
est solution de I'équation de fragmentation en variables auto-similaires
g =1Fg—-Dg

dont G est solution stationnaire
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Variables auto-similaires et auto-similarité

Si f est solution de I'équation de Fragmentation, alors la nouvelle fonction
g(t,x) :=e 2t f(e"t —1,xet)
est solution de I'équation de fragmentation en variables auto-similaires
g =1Fg—-Dg

dont G est solution stationnaire

Si on sait montrer que
g(t,) — G lorsque t — o0

alors en revenant aux variables initiales, on prouve
2 /1 1
ft,x) = (1+ t)ig(— In(1+t), (1 + t)7 y)
i
2 1
~ (1+ t)7G<(1 +t) x) lorsque t — oo

= Toute solution est asymptotiquement auto-similaire
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L'équation de Croissance-Fragmentation et parametre Malthusien

L'évolution de la densité satistique n = n(t,x) > 0, t = temps > 0,
x = taille/masse d'une particule/cellule > 0, est gouvernée par |'équation
de croissance-fragmentation

Otn+0xn=Fn, B(x)~x", 0<~vy<?2
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L'équation de Croissance-Fragmentation et parametre Malthusien

L'évolution de la densité satistique n = n(t,x) > 0, t = temps > 0,
x = taille/masse d'une particule/cellule > 0, est gouvernée par |'équation
de croissance-fragmentation

Otn+0xn=Fn, B(x)~x", 0<~vy<?2
La dynamique ne conserve plus la masse, mais

Théoreme 1CF. Parametres Malthusiens de I'équation de Croissance-
Fragmentation (de type Krein-Rutman) Michel, M., Perthame, Doumic, Gabriel

Il existe une unique solution (A, G,¢) aux problémes aux valeurs propres
avec A > 0, G fonction densité, ¢ fonction poids

AG+AC=FG, G0)=0, >0, (Gl=1
—O0xp+Adp=F"¢, ¢>0, (G,¢) =1

4
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L'équation de Croissance-Fragmentation et parametre Malthusien

L'évolution de la densité satistique n = n(t,x) > 0, t = temps > 0,
x = taille/masse d'une particule/cellule > 0, est gouvernée par |'équation
de croissance-fragmentation

Oen+0xn=Fn, B(x)~x7, 0<~vy<2
La dynamique ne conserve plus la masse, mais

Théoreme 1CF. Parametres Malthusiens de I'équation de Croissance-
Fragmentation (de type Krein-Rutman) Michel, M., Perthame, Doumic, Gabriel

Il existe une unique solution (A, G,¢) aux problémes aux valeurs propres
avec A > 0, G fonction densité, ¢ fonction poids

AG+AC=FG, G0)=0, >0, (Gl=1
—O0xp+Adp=F"¢, ¢>0, (G,¢) =1

4

Cela implique
(n(t,.),¢) = e** (n(0,.), ),

mais peut-on étre plus précis?
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Equation de Croissance-Fragmentation en variables mathusiennes

Si n est solution de I'équation de Croissance-Fragmentation, alors la
nouvelle fonction

g(t,x) == n(t,x) et

est solution de I'équation de Croissance-Fragmentation en variables
mathusiennes

Og =Fg—0xg—Ag
dont G est solution stationnaire
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Equation de Croissance-Fragmentation en variables mathusiennes

Si n est solution de I'équation de Croissance-Fragmentation, alors la
nouvelle fonction

g(t,x) == n(t,x) et
est solution de I'équation de Croissance-Fragmentation en variables
mathusiennes

g =Fg—-0g—Xg

dont G est solution stationnaire

Si on sait montrer que
g(t,-) — G lorsque t — oo

alors en revenant aux variables initiales, on prouve

n(t,x) = e tg(t,x)

e’ G(x) lorsque t — oo

= Toute solution est asymptotiquement malthusienne
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Cadre unifié pour Fragmentation & Croissance-Fragmentation

Les deux modeéles en nouvelles variables peuvent s'écrire sous la forme de
["équation
Og+a(x)0xg+rg=Fg

a laquelle on peut associer un couple (G, ¢) de profil remarquable et poids
remarquable

{ a(x)0xG+ NG = FQG, G >0,
—0x(a(x)9) +Ap=F"¢, ¢>0, (G,¢)=1
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Cadre unifié pour Fragmentation & Croissance-Fragmentation

Les deux modeéles en nouvelles variables peuvent s'écrire sous la forme de

["équation
g +a(x)0xg +Ag=TFg

a laquelle on peut associer un couple (G, ¢) de profil remarquable et poids

remarquable

{ a(x)0xG+ NG = FQG, G >0,
—0x(a(x)9) +Ap=F"¢, ¢>0, (G,¢)=1

Pour I'equation de Fragmentation auto-similaire, on change
By — By :=~ By, on prend

et on observe que — dy(a(x) ) + Ap = F*¢ = 0.
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Entropie relative généralisée (GRE)
Etant données deux solutions g1 et g» de I'équation
orgi + a(x) Oxgi + Agi = F gi,

et h: R — R une fonction convexe, on a

i Ooh(gz(t X))g(

g1(t, x)

/ / (v,%) 6(x) g1 (£, y) An(t. x, v) dxdy,

x) p(x) dx =

ol

Ap = h(u(t,y)) = h(u(t, x)) = K (u(t, x)) (u(t,y) — u(t, x)) = 0
et

o g2(t,X)
u(t,x) = a(tx)
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La preuve de GRE repose sur I'identité

g
olh(£)Gol

+0:la h(£)Ga] + 6LIN(F)G) — h(E)G Lo

= [ 5000060 { A E 0N — HEWD) + HECNE ) - 6}y

vraie pour toutes fonctions g, G et ¢ telles que

0:g +0x(ag)+Ag="Lg
9:G+0(aG)+AG=LG
—O0rp—adp+Ap =L

avec

(Lg)(x) = /R by ) g)dy.  (L'0)(x) = /R bx.y) S(y) dy
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Conséquence 1: Unicité (+ existence et conservation)

En prenant h(s) :=|s — 1| on trouve

oo

= | lealtx) — (e 0| 6(x) dx <
0

Théoreme 0. Caractere bien posé.

Pour toute donnée initiale 0 < g, € L3, il existe une unique solution positive
g € C([0, 00; L}) de I'équation CF et celle-ci vérifie la conservation

Légwwanw:A () 6(x) dx = 1.

On note
L3 = LYRy, (14 x?) dx).

S.Mischler (CEREMADE & IUF) Analyse de modéles de fragmentation 10-11 Septembre, 2012 16 / 26



Conséquence 2: Fonctionnelles de Liapunov

En prenant hy(s) := |s — 1] et hy(s) := (s — 1)?, on trouve
d o0
& [ 18t~ 600l 6x) dx < 0
0

et
£ Holg(t..)) = ~Dalg(t,.)) < 0

avec

Hy(g) = /Oo(g G) G ldx
x)  gly)

Die) = [ [ b0 60 (£ - ) by

Théoreme 2. Convergence vers |'équilibre.
Escobedo, Michel, M., Perthame, Rodriguez

La solution satisfait

g(t, )¢ — G¢ dans L' lorsque t — oo
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Conséquence 2: Fonctionnelles de Liapunov
En prenant hy(s) := |s — 1] et hy(s) := (s — 1)?, on trouve

© Hilg(t,)) 0

avec 0o . .
1—
Hig) = [ lg-Glt6"Fan
0
Théoreme 2. Convergence vers |'équilibre.
Escobedo, Michel, M., Perthame, Rodriguez

La solution satisfait

g(t, )¢ — G¢ dans L1 lorsque t — oo

et en revenant aux variables initiales
2 1
f(t,x) ~ (1+ t)7G<(1 +t) x) lorsque t — o0
n(t,x) =~ e'G(x) lorsque t— oo

Derniere question: peut-on établir un taux de convergence 7
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans I'espace L2 muni du bon poids

Théoréme 4. Convergence exponentielle dans E := L?(¢ G 1)
Ciceres, Canizo, M.

Il existe A > 0 tel que V g € E telle que (go, ») = (G,¢) =1, on a

1
5 D2(g) > Ha(g) = lle — GlIE

= convergence exponentielle

lg — Glle < e™"llgo — Glle,  a:=-A/2.
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans I'espace L2 muni du bon poids

Théoréme 4. Convergence exponentielle dans E := [?(¢ G1)
Caceres, Cafiizo, M.

Il existe A > 0 tel que V g € E telle que (go, ») = (G,¢) =1, on a

1

3 D2(8) > Halg) = llg — GlIE-

= convergence exponentielle
lg = Glle < e™'llgo— Glle,  a=-A/2.

Conséquence immédiate de I'inégalité différentielle

d

EHz(g) = —Dy(g) < —AHa(g).
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans I'espace L2 muni du bon poids

Théoréme 4. Convergence exponentielle dans E := L?(¢ G 1)
Céceres, Cafiizo, M.

Il existe A > 0 tel que V g € E telle que (go, ») = (G,¢) =1, on a

1

5 D2(8) > Halg) = llg — Gl

= convergence exponentielle

lg — Glle <e™llgo—Glle,  a:=—A/2.
Or
#(x) G7H(x) ~ e lorsque x — oo, avec k,s >0

= E est trés petit. Le résultat est trés restrictif en termes de données
initiales.
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans des espaces L! avec poids polynomial

Théoréme 5. Convergence exponentielle dans £ := L1(v))
Ciceres, Canizo, M.

Il existe une constante a < 0 (a ~ —\/2) telle que

lg — Glle < Ce®'|lgo— Glle, si (go,¢) =1

avec

Y(x) = x" <1 +xM1,51, m<1< M, (Fragmentation)
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans des espaces L! avec poids polynomial

Théoréme 5. Convergence exponentielle dans £ := L1(v))
Céceres, Cafiizo, M.

Il existe une constante a < 0 (a ~ —\/2) telle que

lg — Glle < Ce|lgo— Glle, si (go,¢) =1

avec

Y(x) = x" L1 +xM1,51, m<1< M, (Fragmentation)

idée: extension du trou spectral d'un espace E dans un espace £ D E en
utilisant la structure

L = F—x0x—2
= A+B

avec A : & — E et le semi-groupe associé a BB décroit dans £
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans des espaces L! avec poids polynomial

Théoréme 5. Convergence exponentielle dans £ := L1(v))
Céceres, Canizo, M.

Il existe une constante a < 0 (a ~ —\/2) telle que

lg = Glle < Ce®*llgo — Glle, si (go.¢) =1

avec

Y(x) = x" <1 +xM1,51, m<1< M, (Fragmentation)

Probleme ouvert:

Peut-on démontrer les Théoremes 4 & 5 lorsque v > 2 7
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@ L'équation de Fragmentation
@ L'équation de Croissance-Fragmentation
@ Cadre unifié pour les équations de F & CF
® GRE et premiéres conséquences
@ Taux de convergence vers le profil remarquable

@ Existence, conservation, concentration

© Profil

© Trou spectral 2
© Retour exponentiel L!

© Compléments de modélisation



Existence, conservation, concentration

(1) Définition d'une solution
(2) Bornes My, My, My (sur g)
(3) Existence, positivité et conservation (sur f)

(4) Concentration en 0 de f = les particules finissent totalement en
poussiere !

(5) Si v < 0 pas de conservation : création instantanée de poussiere !
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@ L'équation de Fragmentation
@ L'équation de Croissance-Fragmentation
@ Cadre unifié pour les équations de F & CF
® GRE et premiéres conséquences
@ Taux de convergence vers le profil remarquable

9 Existence, conservation, concentration

© Profil
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© Retour exponentiel L1
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Profil

(1) Bornes sur g
(2) Existence de G

(3) Bornes sur G

S.Mischler (CEREMADE & IUF)
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Profil

(1) Bornes sur g

(2) Existence de G

Lemme de type Poincaré-Bendixson

Soit Y un espace de Banach et (S;)>0 un semi-goupe continu sur Y
tel que

(i) St : Y — Y est faiblement continu pour tout t > 0,

(i) Il existe C # () un convexe faiblement compact de Y invariant par
I'action de S; (i.e. Stgo €C, Vgo €C, t >0).

= Il existe G € C point invariant par S;: 5;G = G, Vt > 0.

(3) Bornes sur G
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Profil

(1) Bornes sur g
(2) Existence de G

(3) Bornes sur G

Théoreme 3. Estimations fines sur G
Escobedo, M., Rodriguez, Caceres, Cafiizo, M.  (Fragmentation)
Michel, M., Perthame, Doumic, Gabriel, Ciceres, Cafiizo  (Croissance-Fragmentation)

Il existe a; > 0 tels que

G(x) > a1(8) e 2 ¥x>6>0,
G(x) <aze X Vx>0,
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