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Ecole de recherche CIMPA-UNESCO-MESR-MINECO-CUBA
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M.J. Caceres, J.A. Cañizo, S. M., Rate of convergence to self-similarity for the

fragmentation equation in L1 spaces, CAIM (2011)

J. Bertoin (2001), B. Haas, G. Miermont, J. Berestycki
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Equation de Fragmentation et opérateur de Fragmentation

Au niveau microscopique toute particule {y} de taille/masse y > 0 est
soumise au mécanisme de fragmentation

{y}
b

−→ {y1} + ...+ {yn} + ..., yn > 0,
∑

n

yn = y

Au niveau mesoscopique/statistique l’évolution de la densité
f = f (t, x) ≥ 0, t = temps ≥ 0, x = taille > 0, est gouvernée par
l’équation de fragmentation

∂t f = F f (t, x) ∈ (0,∞) × (0,∞), f (0, .) = f0 x ∈ (0,∞)
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Equation de Fragmentation et opérateur de Fragmentation

Au niveau microscopique toute particule {y} de taille/masse y > 0 est
soumise au mécanisme de fragmentation

{y}
b

−→ {y1} + ...+ {yn} + ..., yn > 0,
∑

n

yn = y

Au niveau mesoscopique/statistique l’évolution de la densité
f = f (t, x) ≥ 0, t = temps ≥ 0, x = taille > 0, est gouvernée par
l’équation de fragmentation

∂t f = F f = F+f −F−f = création − annihilation
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Equation de Fragmentation et opérateur de Fragmentation

Au niveau microscopique toute particule {y} de taille/masse y > 0 est
soumise au mécanisme de fragmentation

{y}
b

−→ {y1} + ...+ {yn} + ..., yn > 0,
∑

n

yn = y

Au niveau mesoscopique/statistique l’évolution de la densité
f = f (t, x) ≥ 0, t = temps ≥ 0, x = taille > 0, est gouvernée par
l’équation de fragmentation

∂t f = F f =

∫ ∞

x
b(y , x) f (y) dy − B(x) f (x)
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Equation de Fragmentation et opérateur de Fragmentation

Au niveau mesoscopique/statistique l’évolution de la densité
f = f (t, x) ≥ 0, t = temps ≥ 0, x = taille > 0, est gouvernée par
l’équation de fragmentation

∂t f = F f =

∫ ∞

x
b(y , x) f (y) dy − B(x) f (x), f (0, .) = f0

B(x) = taux global de fragmentation

b(x , y) = taux de fragmentation x → y + ... y ∈ (0, x)

B(x) =

∫ x

0

y

x
b(x , y) dy
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Equation de Fragmentation et opérateur de Fragmentation

Au niveau mesoscopique/statistique l’évolution de la densité
f = f (t, x) ≥ 0, t = temps ≥ 0, x = taille > 0, est gouvernée par
l’équation de fragmentation

∂t f = F f =

∫ ∞

x
b(y , x) f (y) dy − B(x) f (x), f (0, .) = f0

B(x) = taux global de fragmentation

b(x , y) = taux de fragmentation x → y + ... y ∈ (0, x)

B(x) =

∫ x

0

y

x
b(x , y) dy

Nous supposerons toujours que le taux de fragmentation est constant en la
variable “taille de la particule fille/taille de la particule mère”

b(x , y) := B(x)
1

x
ϑ
(y

x

)

,

∫ 1

0
z ϑ(z) dz = 1, ϑ régulier
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Propriétés fondamentales de l’opérateur de Fragmentation et de l’équation

de Fragmentation

L’operateur “conserve” la masse des particules

〈F f , x〉 = 0

L’operateur “crée” des particules

〈F f , 1〉 > 0

〈F f , x2〉 < 0

car pour toute fonction φ, on a l’identité

〈F f , φ〉 =

∫ ∞

0
f (x)

∫ x

0
b(x , y) [φ(y) −

y

x
φ(x)] dydx (∗1)
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Propriétés fondamentales de l’opérateur de Fragmentation et de l’équation

de Fragmentation

L’équation conserve la masse des particules

∫ ∞

0
f (t, x) x dx =

∫ ∞

0
f0(x) x dx = 1 (∗1)

L’équation crée des particules

∫ ∞

0
f (t, x) dx ր,

∫ ∞

0
f (t, x) x2 dx ց (∗1)

puisque
d

dt

∫ ∞

0
f (t, x) xk dx = 〈F f (t, .), xk〉 (∗1)
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Propriétés fondamentales de l’opérateur de Fragmentation et de l’équation

de Fragmentation

L’équation conserve la masse des particules

∫ ∞

0
f (t, x) x dx =

∫ ∞

0
f0(x) x dx = 1

L’équation crée des particules

∫ ∞

0
f (t, x) dx ր,

∫ ∞

0
f (t, x) x2 dx ց

⇒ Si “b > 0” le comportement en temps long est: “toutes les particules
finissent sous forme de poussière”

f (t, x) x ⇀ ρδ0 lorsque t → ∞, ρ ∈ [0, 1]

Peut-on être plus précis?
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Solutions auto-similaires pour un taux auto-similaire homogène

Supposons que le taux de fragmentation total est homogène :

B(x) = B0 xγ , 0 < γ < 2, B0 > 0
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Solutions auto-similaires pour un taux auto-similaire homogène

Supposons que le taux de fragmentation total est homogène :

B(x) = B0 xγ , 0 < γ < 2, B0 > 0

On remarque qu’une fonction auto-similaire de masse constante

F (t, x) = t2/γ G (t1/γ x)

est solution de l’équation de Fragmentation si, et seulement si, le profil
(auto-similaire) G satisfait l’équation stationnaire

γFG −DG = 0, Dg := x ∂xg + 2 g (∗2)
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Solutions auto-similaires pour un taux auto-similaire homogène

Supposons que le taux de fragmentation total est homogène :

B(x) = B0 xγ , 0 < γ < 2, B0 > 0

On remarque qu’une fonction auto-similaire de masse constante

F (t, x) = t2/γ G (t1/γ x)

est solution de l’équation de Fragmentation si, et seulement si, le profil
(auto-similaire) G satisfait l’équation stationnaire

γFG −DG = 0, Dg := x ∂xg + 2 g (∗2)

Théorème 1F. Escobedo, M., Rodriguez Ricard

Il existe un unique profil auto-similaire G satisfaisant

γFG −DG = 0, G > 0, 〈G , x〉 = 1.

⇒ Comportement asymptotique de F est

F (t, x) x = t1/γ G (t1/γx) t1/γx ⇀ δ0 lorsque t → ∞
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Variables auto-similaires et auto-similarité

Si f est solution de l’équation de Fragmentation, alors la nouvelle fonction

g(t, x) := e−2t f (eγ t − 1, x e−t)

est solution de l’équation de fragmentation en variables auto-similaires

∂tg = γF g −Dg

dont G est solution stationnaire
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Variables auto-similaires et auto-similarité

Si f est solution de l’équation de Fragmentation, alors la nouvelle fonction

g(t, x) := e−2t f (eγ t − 1, x e−t)

est solution de l’équation de fragmentation en variables auto-similaires

∂tg = γF g −Dg

dont G est solution stationnaire

Si on sait montrer que
g(t, ·) → G lorsque t → ∞

alors en revenant aux variables initiales, on prouve

f (t, x) = (1 + t)
2
γ g

( 1

γ
ln(1 + t), (1 + t)

1
γ y

)

≈ (1 + t)
2
γ G

(

(1 + t)
1
γ x

)

lorsque t → ∞

⇒ Toute solution est asymptotiquement auto-similaire
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L’équation de Croissance-Fragmentation et paramètre Malthusien

L’évolution de la densité satistique n = n(t, x) ≥ 0, t = temps ≥ 0,
x = taille/masse d’une particule/cellule > 0, est gouvernée par l’équation
de croissance-fragmentation

∂tn + ∂xn = Fn, B(x) ∼ xγ , 0 < γ < 2
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L’équation de Croissance-Fragmentation et paramètre Malthusien

L’évolution de la densité satistique n = n(t, x) ≥ 0, t = temps ≥ 0,
x = taille/masse d’une particule/cellule > 0, est gouvernée par l’équation
de croissance-fragmentation

∂tn + ∂xn = Fn, B(x) ∼ xγ , 0 < γ < 2

La dynamique ne conserve plus la masse, mais

Théorème 1CF. Paramètres Malthusiens de l’équation de Croissance-
Fragmentation (de type Krein-Rutman) Michel, M., Perthame, Doumic, Gabriel

Il existe une unique solution (λ,G , φ) aux problèmes aux valeurs propres
avec λ > 0, G fonction densité, φ fonction poids

{

∂xG + λG = FG , G (0) = 0, G > 0, 〈G , 1〉 = 1
− ∂xφ+ λφ = F∗φ, φ > 0, 〈G , φ〉 = 1

(1)
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L’équation de Croissance-Fragmentation et paramètre Malthusien

L’évolution de la densité satistique n = n(t, x) ≥ 0, t = temps ≥ 0,
x = taille/masse d’une particule/cellule > 0, est gouvernée par l’équation
de croissance-fragmentation

∂tn + ∂xn = Fn, B(x) ∼ xγ , 0 < γ < 2

La dynamique ne conserve plus la masse, mais

Théorème 1CF. Paramètres Malthusiens de l’équation de Croissance-
Fragmentation (de type Krein-Rutman) Michel, M., Perthame, Doumic, Gabriel

Il existe une unique solution (λ,G , φ) aux problèmes aux valeurs propres
avec λ > 0, G fonction densité, φ fonction poids

{

∂xG + λG = FG , G (0) = 0, G > 0, 〈G , 1〉 = 1
− ∂xφ+ λφ = F∗φ, φ > 0, 〈G , φ〉 = 1

(1)

Cela implique
〈n(t, .), φ〉 = eλ t 〈n(0, .), φ〉, (∗3)

mais peut-on être plus précis?
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Equation de Croissance-Fragmentation en variables mathusiennes

Si n est solution de l’équation de Croissance-Fragmentation, alors la
nouvelle fonction

g(t, x) := n(t, x) e−λ t

est solution de l’équation de Croissance-Fragmentation en variables
mathusiennes

∂tg = F g − ∂xg − λ g

dont G est solution stationnaire
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Equation de Croissance-Fragmentation en variables mathusiennes

Si n est solution de l’équation de Croissance-Fragmentation, alors la
nouvelle fonction

g(t, x) := n(t, x) e−λ t

est solution de l’équation de Croissance-Fragmentation en variables
mathusiennes

∂tg = F g − ∂xg − λ g

dont G est solution stationnaire

Si on sait montrer que
g(t, ·) → G lorsque t → ∞

alors en revenant aux variables initiales, on prouve

n(t, x) = eλ t g(t, x)

≈ eλ t G (x) lorsque t → ∞

⇒ Toute solution est asymptotiquement malthusienne
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Cadre unifié pour Fragmentation & Croissance-Fragmentation

Les deux modèles en nouvelles variables peuvent s’écrire sous la forme de
l’équation

∂tg + a(x) ∂xg + λ g = F g

à laquelle on peut associer un couple (G , φ) de profil remarquable et poids
remarquable

{

a(x) ∂xG + λG = FG , G > 0,
− ∂x(a(x)φ) + λφ = F∗φ, φ > 0, 〈G , φ〉 = 1
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Cadre unifié pour Fragmentation & Croissance-Fragmentation

Les deux modèles en nouvelles variables peuvent s’écrire sous la forme de
l’équation

∂tg + a(x) ∂xg + λ g = F g

à laquelle on peut associer un couple (G , φ) de profil remarquable et poids
remarquable

{

a(x) ∂xG + λG = FG , G > 0,
− ∂x(a(x)φ) + λφ = F∗φ, φ > 0, 〈G , φ〉 = 1

Pour l’equation de Fragmentation auto-similaire, on change
B0 → B1 := γ B0, on prend

φ(x) = a(x) = x , λ = 2,

et on observe que − ∂x(a(x)φ) + λφ = F∗φ = 0. (∗4)
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Entropie relative généralisée (GRE)

Etant données deux solutions g1 et g2 de l’équation

∂tgi + a(x) ∂xgi + λ gi = F gi ,

et h : R → R une fonction convexe, on a

d

dt

∫ ∞

0
h
(g2(t, x)

g1(t, x)

)

g1(t, x)φ(x) dx =

= −

∫ ∞

0

∫ ∞

0
b(y , x)φ(x) g1(t, y)∆h(t, x , y) dxdy , (∗5)

où

∆h := h(u(t, y)) − h(u(t, x)) − h′(u(t, x)) (u(t, y) − u(t, x)) ≥ 0

et

u(t, x) :=
g2(t, x)

g1(t, x)
.
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La preuve de GRE repose sur l’identité

∂t [h(
g

G
)Gφ]

+∂x [a h(
g

G
)Gφ] + φL[h(

g

G
)G ] − h(

g

G
)G L∗φ

=

∫

R

b(y , x)φ(x)G (y)
{

h(
g

G
(x)) − h(

g

G
(y)) + h′(

g

G
(x))(

g

G
(y) −

g

G
(x))

}

dy

vraie pour toutes fonctions g , G et φ telles que

∂tg + ∂x(a g) + A g = L g

∂tG + ∂x(a G ) + A G = LG

−∂tφ− a ∂xφ+ Aφ = L∗φ

avec

(Lg)(x) =

∫

R

b(y , x) g(y) dy , (L∗φ)(x) =

∫

R

b(x , y)φ(y) dy
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Conséquence 1: Unicité (+ existence et conservation)

En prenant h(s) := |s − 1| on trouve

d

dt

∫ ∞

0
|g2(t, x) − g1(t, x)|φ(x) dx ≤ 0.

Théorème 0. Caractère bien posé.

Pour toute donnée initiale 0 ≤ gin ∈ L1
2, il existe une unique solution positive

g ∈ C ([0,∞;L1
2) de l’équation CF et celle-ci vérifie la conservation

∫ ∞

0
g(t, x)φ(x) dx =

∫ ∞

0
gin(x)φ(x) dx = 1.

On note
L1

2 := L1(R+, (1 + x2) dx).
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Conséquence 2: Fonctionnelles de Liapunov

En prenant h1(s) := |s − 1| et h2(s) := (s − 1)2, on trouve

d

dt

∫ ∞

0
|g(t, x) − G (x)|φ(x) dx ≤ 0

et
d

dt
H2(g(t, .)) = −D2(g(t, .)) ≤ 0

avec

H2(g) :=

∫ ∞

0
(g − G )2 G−1 dx

D2(g) :=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
b(y , x)φ(x)G (y)

( g(x)

G (x)
−

g(y)

G (y)

)2
dxdy

Théorème 2. Convergence vers l’équilibre.
Escobedo, Michel, M., Perthame, Rodriguez

La solution satisfait

g(t, ·)φ → G φ dans L1 lorsque t → ∞
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Conséquence 2: Fonctionnelles de Liapunov

En prenant h1(s) := |s − 1| et h2(s) := (s − 1)2, on trouve

d

dt
Hk(g(t, .)) ≤ 0

avec
Hk(g) :=

∫ ∞

0
|g − G |k G 1−k dx

Théorème 2. Convergence vers l’équilibre.
Escobedo, Michel, M., Perthame, Rodriguez

La solution satisfait

g(t, ·)φ → G φ dans L1 lorsque t → ∞

et en revenant aux variables initiales

f (t, x) ≈ (1 + t)
2
γ G

(

(1 + t)
1
γ x

)

lorsque t → ∞

n(t, x) ≈ eλ t G (x) lorsque t → ∞

Dernière question: peut-on établir un taux de convergence ?
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans l’espace L2 muni du bon poids

Théorème 4. Convergence exponentielle dans E := L2(φG−1)
Cáceres, Cañizo, M.

Il existe λ > 0 tel que ∀ g ∈ E telle que 〈g0, φ〉 = 〈G , φ〉 = 1, on a

1

λ
D2(g) ≥ H2(g) = ‖g − G‖2

E .

⇒ convergence exponentielle

‖g − G‖E ≤ ea t‖g0 − G‖E , a := −λ/2.
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans l’espace L2 muni du bon poids

Théorème 4. Convergence exponentielle dans E := L2(φG−1)
Cáceres, Cañizo, M.

Il existe λ > 0 tel que ∀ g ∈ E telle que 〈g0, φ〉 = 〈G , φ〉 = 1, on a

1

λ
D2(g) ≥ H2(g) = ‖g − G‖2

E .

⇒ convergence exponentielle

‖g − G‖E ≤ ea t‖g0 − G‖E , a := −λ/2.

Conséquence immédiate de l’inégalité différentielle

d

dt
H2(g) = −D2(g) ≤ −λH2(g).
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans l’espace L2 muni du bon poids

Théorème 4. Convergence exponentielle dans E := L2(φG−1)
Cáceres, Cañizo, M.

Il existe λ > 0 tel que ∀ g ∈ E telle que 〈g0, φ〉 = 〈G , φ〉 = 1, on a

1

λ
D2(g) ≥ H2(g) = ‖g − G‖2

E .

⇒ convergence exponentielle

‖g − G‖E ≤ ea t‖g0 − G‖E , a := −λ/2.

Or
φ(x)G−1(x) ∼ eκ x s

lorsque x → ∞, avec κ, s > 0

⇒ E est très petit. Le résultat est très restrictif en termes de données
initiales.
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans des espaces L1 avec poids polynomial

Théorème 5. Convergence exponentielle dans E := L1(ψ)
Cáceres, Cañizo, M.

Il existe une constante a < 0 (a ∼ −λ/2) telle que

‖g − G‖E ≤ C ea t‖g0 − G‖E , si 〈g0, φ〉 = 1

avec

ψ(x) := xm
1x≤1 + xM

1x≥1, m < 1 < M, (Fragmentation)
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Il existe une constante a < 0 (a ∼ −λ/2) telle que

‖g − G‖E ≤ C ea t‖g0 − G‖E , si 〈g0, φ〉 = 1

avec

ψ(x) := xm
1x≤1 + xM

1x≥1, m < 1 < M, (Fragmentation)

idée: extension du trou spectral d’un espace E dans un espace E ⊃ E en
utilisant la structure

L := F − x ∂x − 2

= A + B

avec A : E → E et le semi-groupe associé à B décrôıt dans E
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Taux de convergence exponentielle vers le profil remarquable

dans des espaces L1 avec poids polynomial

Théorème 5. Convergence exponentielle dans E := L1(ψ)
Cáceres, Cañizo, M.

Il existe une constante a < 0 (a ∼ −λ/2) telle que

‖g − G‖E ≤ C ea t‖g0 − G‖E , si 〈g0, φ〉 = 1

avec

ψ(x) := xm
1x≤1 + xM

1x≥1, m < 1 < M, (Fragmentation)

Problème ouvert:

Peut-on démontrer les Théorèmes 4 & 5 lorsque γ ≥ 2 ?
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4 Trou spectral L2
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Existence, conservation, concentration

(1) Définition d’une solution

(2) Bornes M1, M2, M0 (sur g)

(3) Existence, positivité et conservation (sur f )

(4) Concentration en 0 de f = les particules finissent totalement en
poussière !

(5) Si γ < 0 pas de conservation : création instantanée de poussière !
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Profil

(1) Bornes sur g

(2) Existence de G

(3) Bornes sur G
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Profil

(1) Bornes sur g

(2) Existence de G

Lemme de type Poincaré-Bendixson

Soit Y un espace de Banach et (St)t≥0 un semi-goupe continu sur Y

tel que

(i) St : Y → Y est faiblement continu pour tout t > 0,

(ii) Il existe C 6= ∅ un convexe faiblement compact de Y invariant par
l’action de St (i.e. Stg0 ∈ C, ∀ g0 ∈ C, t ≥ 0).

⇒ Il existe G ∈ C point invariant par St : StG = G , ∀ t ≥ 0.

(3) Bornes sur G
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Profil

(1) Bornes sur g

(2) Existence de G

(3) Bornes sur G

Théorème 3. Estimations fines sur G
Escobedo, M., Rodriguez, Cáceres, Cañizo, M. (Fragmentation)
Michel, M., Perthame, Doumic, Gabriel, Cáceres, Cañizo (Croissance-Fragmentation)

Il existe ai > 0 tels que

G (x) ≥ a1(δ) e−a2 xγ

∀ x ≥ δ > 0,

G (x) ≤ a3 e−a4 xγ

∀ x > 0,
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